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Jesli uzywasz fragmentéw tego wyktadu, zacytuj zrédfo
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Pierwsze macierze na Swiecie, Tybet 650 rok p.n.e.
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Zadanie na dzisiaj
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Prosze policzyé nastepujace normy
Norma macierzowa Frobeniusa i normy macierzowe indukowane

[l (slajd 7)
[All1(slajd 9-11)
[[Alloo(slajd 12)

wyznacznik z macierzy A (slajd 19-21)
macierz odwrotng A~! (slajd 22)
i wspotczynnik uwarunkowania macierzy

cond(A)i(slajd 31)
cond(A)(slajd 32)
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Normy wektorowe i macierzowe

Norma wektorowa
l|x]| > 0 jesli x # 0

10 =0
[lex|| = [allx]]
Ix +y Il < llx]l + vl

Norma macierzowa

|A|| >0 jesli A#0
10} =0
Al = Jaf[[Al
IA+ B[ < [|All + [|B]
IABI| < [IAl[[BI]
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Normy wektorowe

x=b-a

Figure: Norma wektorowa mierzy dtugos¢ wektora lub odlegto$é punktéw
np. ||x|| = ||b — al|, dla x = b — a wektora faczacego punkty ai b

l[x[l1 = >Zi=1,..» [xi| norma jedynkowa (takséwkowa lub
Manhatanska) (czerwona = niebieska = zétta)

1
x|z = (Zi:l,...,n \x,-\2>2 norma dwdjkowa (Euklidesowa)
(zielona linia)
||x||co = maxj=1,...n|Xi| norma nieskofnczonos¢
(dtuzsza czarna linia na brzegu)
1
x|l p = (Ei:l,...m \x,-]”)” (p=1 takséwkowa, p=2 Euklidesowa)
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Normy macierzowe indukowane z norm wektorowych

Norma wektorowa ||x||, indukuje norme macierzowa

A
HAHM = maXX;éO H”X)‘(“V
v
Indukowane normy macierzowe
[[Ax (|1
||A||1 = maXX#C ||XH1 maXX#CHAH ” || maXHXHIZIHAXHl
[|Ax]|2
||A|| _maXX#O HXH maXX#OHAH H || maXHX||2:1HAXH2
[|Ax||
[ Allp = maxxzo I - maXx;éoHAH || o = max||,=1llAxl
P
| Ax]| X
[Alloo = maxso H H: = mxx;ﬁow\mnoo = Max|x|o. =1 Ax||s

Dla kazdej normy indukowanej mamy || Ax||, < ||A||m]x]|v
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Norma Frobeniusa

=l ]

Norma Frobeniusa (oryginalnia, nie indukowana norma macierzowa)

IAle=1 > > layl

i=1,...,nj=1,...,n

JAlF = (12+22 432+ 4%)2 = (1+4+9+16)2 = V30

2

Y2l

Figure: Kazda norma macierzowa mierzy "dtugos$¢” macierzy,

Z 21

lub "odlegto$¢” dwdch macierzy 73



Ferdinand Georg Frobenius

Figure: Niemiecki matematyk, urodzony 26 pazdziernika 1849 w Berlinie,
pracowat na Uniwersytecie w Berlinie oraz na Uniwersytecie w Zurichu (w
latach 1875-1892), zmart 3 sierpnia 1917 w Berlinie.

Lista obiektéw matematycznych nazwana na cze$¢ Frobeniusa:
Arithmetic and geometric Frobenius, Frobenioid, Frobenius algebra, Frobenius category, Frobenius coin problem,
Frobenius number, Frobenius covariant, Frobenius element, Frobenius endomorphism (also known as Frobenius
morphism, Frobenius map), Frobenius determinant theorem, Frobenius formula, Frobenius group, Frobenius
complement, Frobenius kernel, Frobenius inner product, Frobenius norm, Frobenius manifold, Frobenius matrix,
Frobenius method, Frobenius normal form, Frobenius polynomial, Frobenius product, Frobenius pseudoprime,
Frobenius reciprocity, Frobenius solution to the hypergeometric equation, Frobenius theorem (differential topology),
Frobenius theorem (real division algebras), Frobenius's theorem (group theory), Frobenius conjecture,
Frobenius—Schur indicator, Cauchy—Frobenius lemma, Perron—Frobenius theorem, Quadratic Frobenius test,
Quasi-Frobenius ring
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Norma indukowana jedynkowa

1 2
],

| Al = max,o I = maXxy4o||A——

H H || maXHX||1:1HAX||1

lIx|li =1 w normie jedynkowej to znaczy |x1| + |x2| = 1 czyli

o —o
X = 1_@] IUbX_lO‘_J

a .
X = woéwczas
l-a
12 a a+2(1—a) B
IMﬂh—H[ ] . J|1 I gm aa M]M—
—a+2

0Tl =la—2+la—q
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Norma indukowana jedynkowa

—a )
X = wowczas
a—1

\Mﬂh:HE ﬂ[;fﬂulzn

a—2
|qa_J|y—mzuwaM

W obu przypadkach mamy ||Ax|j1 = |a — 2| + |a — 4]

podstawmy rézne «

(o = 0) wéwczas = 2+4=06

(o = 1) wéwczas = 14+-3=4

(o = 1/2) wéwczas = 3/2+47/2=10/2=5 (funkcja liniowa na (0,1))

—3a+4(a—1)

_a+2(a—1)] I =

[Allx = maxjx, =1/ Ax[[x = 6
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Norma indukowana jedynkowa

1 2
Inny sposéb liczenia (maksymalna suma wartosci bezwzglednych z
kolumn)

[AllL = maxj=1..n > lajl

i=1,...,n

|All1 = max{1+ 3,2+ 4} = max{4,6} =6
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Norma indukowana nieskonczonos¢

%

A
Ao _ maxy.zo|| A

1] oo = max|x.. 1[1Ax]|
[ee]

X
Alloo = maxyzo _—
Al = mexs -

maXHXHOOZIHAXHOO

Ix|loc = 1 oznacza max{|xi|,|x2|} = 1 czyli punkty
(-1,%),(1,*%),(*-1),(*,1) Do$¢ trudne do sprawdzenia.

Inny sposéb liczenia (réwnowazny) (maksymalna suma wartosci
bezwzglednych z wierszy)

1Al = maxi=1,.n D layl
j=1,...,n

|Allco = max{1+2,3+4} = max{3,7} =7

12/34



Norma indukowana dwdjkowa (norma spektralna)

Za tydzien (wymaga policzenia wartosci wtasnych macierzy)
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Minory macierzy

Minor macierzy

A1l

Ali-1)1
Al

Alir1)1

A1-1) 7‘/1/1 A1(j+1)

Ali-1)(j-1) ﬁf/l/f/{/}/ A(i+1)(+1)
My M Dy

A+)G-1) ALY AG+)G+1)

An(i-1) A An(j+1)

Ali-1)m
i

A(it1)m
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Minory macierzy - przykfad

2 2 3
Minory macierzy A= |4 5 6
7 89
[z 72 3] L
5 6
M= [# 5 6||=| s of|=5%9-6x8=-3
7 89 S
[Z2 2 3] L
Mi,=||4 ? 6 \:\‘7‘ g |=4%9—6%x7=—6
78 9 S
[z 2 3] o
Mys=||4 5 ¢ \:\‘7‘ g |=4%8—-5x7=-3
78 9 S
[z 2 3] L
2 3
M= [# 3 B||=| 8 9 |=2%9—-3%8=—-6
7 89 S

itd. MQ,Q, M2,3, M3,1, M3,2, M3,3
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Dopetnienie algebraiczne (cofactor)

Dopetnienie algebraiczne macierzy A to C;j = (—1) M,

2 23
A= 14 5 6
789
223 -
Ci=(D)"My =1 |4 5 6||=] [8 9] | = 5+9—6+8 = —3
789
2 23 ‘6
C172 = (—1)1+2*M172 = —| 4 5 6 ‘ = _| [7 ;| | = _(_6) =06
7809
223 ‘s
Ciz=(-1)"sMyz=||4 5 B||=] [7 8] | = 4#8-5+7 = -3

789

16/34



Macierz dopetnien algebraicznych (cofactors)

Ci1 Cl_i Cim
: 2 2 3
cof (A) = | ;4 o Cm| A=1456
: 7 8 9
_Cnl an Cnm_
'|56| 4ol 4
8 9 7 9 7 8 3 6 3
2 3 2 3 2 2 B B
O 8 T R Y
8 9 7 9 7 8 3 0 2
’23| _|23| |22|
5 6 4 6 4 5
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Macierz dopetnien algebraicznych (cofactors)

adj(A) = cof (A)T =

-3 6
cof(A)=| 6 -3
-3 0

Ci1

Clj

_Clm

-3
-2
2

CI]. Cnl
' 2 2 3
G Coj A=14 5 6
7 8 9

Cim Cnm_
-3 6 -3
adj(A) = cof (AT =16 -3 0
-3 -2 2
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Wyznacznik macierzy i macierz odwrotna

Wyznacznik macierzy

Al = det(A) = > Ajdet(Cy)
j=1,...,n

(Rozwinigcie wzdtuz wybranego wiersza wartosci razy kofaktory)
Wyznacznik réwna sie tez iloczynowi wartosci wtasnych

|A| = det(A) = |_|,':17._.7,,)\,' = Ay % ... % Ap
Macierz odwrotna

Al =

det(A) x adj(A)
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Wyznacznik macierzy

Przyktad (Rekurencyjne obliczanie wyznacznika)
(wybieramy pierwszy wiersz, ale mégt to by¢ inny wiersz - najlepiej
taki ktéry ma najwiecej zer)

det(A) =
2 8 14

det 2 5 8| = > Audet(Cy)= Y  Au(—1)"*det(My;) =
3 6 10 =123 i=123

3 10 3 6

e 5 8
(—1)“x2xdet [6 10

+(—1)3%8xdet [2 8 +(—1)*x14xdet [2 51 =

2(5%10—-8%6)—8(2%x10—-8%3)+14(2%6—5%3) =
2(50 — 48) — 8(20 — 24) + 14(12 — 15) =
242+ —8x(—4)+14%(-3)=4+32—-42=-6
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Wyznacznik macierzy

Metoda z przekatnymi dla macierzy 3 na 3 (oraz 2 na 2)

2 8\ 14;/2 8/ L4
2 TS /8 72 j% 8
3 6 \10 Ek 6 10

=2+b%x10+8+8%34+14+2%x6—2%x8+%6—-8%2%x10—14%5x3 = —6
Czy ta metoda dziata dla macierzy 4 na 4 777

Wyznacznik réwna sie réwniez iloczynowi wartosci wtasnych.

Jesli policze LU faktoryzacje macierzy, to warto$ci wiasne bedg na
przekatnej U

lloczyn wartosci z przekatnej U to wyznacznik macierzy

21/34



Macierz odwrotna

2 2 3
det(A) =4 5 6||=
7809

=2¥5*¥04-2*6*73%4*8-2%6%8-2%4*9-3*5%*7=-3

|'5 6'| _|'46'| |45|

8 9 7 9 7 8 s 6 ;

2 3 2 3 2 2 - N
cof (A) = —\[ ]! \[ ]! —Il 1|= 6 -3 -2

89 [ s 3 0 2

’23| _|23‘ |22‘

5 6 4 6 4 5

-3 6 -3
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Macierz odwrotna

Macierz odwrotna

) L |3 6 -3
Al = dj(A) = f(AY T =—1|6 -3 0=
det(A) 2V A) = Goiay ot A = 3
-3 -2 2
1 -2 1
Al=]-2 1 0

1 0.666 —0.666

Gdy rozwiazujemy Ax = b wéwczas nie potrzebujemy zna¢ A1
tylko akcje A~'b = x dla danego b.

Woéwczas A = LU, A™1b = x czyli b = Ax czyli b = LUx czyli
b= Lcic= Ux.

Zazwyczaj unika sie numerycznego obliczania A~!

poniewaz jest to bardzo kosztowne.
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Wspétczynnik uwarunkowania macierzy

Mam macierz A i wektor prawej strony b.
Tworze i rozwigzuje uktad réwnan
Ax =b

Co sie stanie jak zmodyfikuje troszke prawa strone b + &b i rozwigze
uktad réwnan?
Moje rozwiagzanie bedzie troche inne x + dx:

A(x +6x) = b+ b

Jak bardzo bedzie r6zne?
O tym powie nam wspdtczynnik uwarunkowania macierzy cond(A)
(condition number)
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Wspétczynnik uwarunkowania macierzy

1000 999| [xi|  [1999
999 998 |xp| ~ |1997
2nd — 2nd _ 15t 4 999/1000

(1998-999*999,/1000 = (998*1000-999*999)/1000 = -1,/1000 )
(1 1997-1999%999/1000 = (1997*1000-1999*999) /1000 = -1/1000 )

1000 999 x| 1999
0 —1/1000| |x| |—1/1000
x» = 1, 1000 % x; = 1999 — 999 = 1000 czyli
X1 1
Co sie stanie jak zburzymy prawa strone o -/+0.01
[1000 999] [x] _1998.99] [xﬂ
%

(1000 999] [x '1999]

999 998| [x2 1997

999 998| [x2 1997.01

=7

X2
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Wspétczynnik uwarunkowania macierzy

[E Y

1000 9991 |xa| _ 1999| |, pxa| _
999 998| |xp| ~ [1997 x|
1000 999| x| _ |1998.99  pa| _,
999 998| |xp| ~ [1997.01 x|

2nd — 2nd _ 15t 4 999 /1000

(1 998-999*999/1000 = (998*1000-999*999),/1000 = -1/1000 )

(11997.01-1998.99*999,/1000 = (1997.01*1000-1999.99%999)/1000
= 18.99,/1000 )

1000 999 x| 1999
0 —1/1000| |x2|  |18.99/1000
—x2/1000 = 18.99/1000 czyli x, = —18.99;
1000 * x; = 1998.99 — 999 % (—18.99) = 20.97 czyli

1000 99| [xa| _ [1998.99)  [xa] _ [ 2097
999 998| [x| — |1997.01 x| — |—18.99
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Wspétczynnik uwarunkowania macierzy

Mam macierz A i wektor prawej strony b.
Tworze i rozwigzuje ukfad réwnan
Ax =b

Co sie stanie jak zmodyfikuje troszke prawa strone b+ db i rozwiaze
uktad réwnan?
Moje rozwiazanie bedzie troche inne x + dx:

A(x + 0x) = b+ db

Ax + Adx = b+ 0b

(skracamy z Ax = b))
Adx = b

ox = A16b

Jak sprawdzi¢ jak duze jest dx ? Zmierzy¢ norma wektorowa!
27/34



Wspétczynnik uwarunkowania macierzy

6x|| = [|A=*5b| < [IA~*[[|abl|

16x]| < [[A7H]|[|8b
Podobnie dla Ax = b

1] = IAx]| < [[Al[}x]

Przemnazamy
l[ox]| 15|

< JAIA™ T
Xl 5]

Wspétczynnik uwarunkowania macierzy

cond(A) = || A]l[| A~
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Wspétczynnik uwarunkowania macierzy

A 1000 999
1999 998

Al = x adj(AT)

1
det(A)

1000 999
det(A) = | l999 998] |

1000 * 998 — 999 * 999 = 998000 — 998001 = —1

Jxeox] [xox
di(A) — X 998 999 X 1998
(A =1 Ty 00 1000 X|| = |-999

“Ix x| T x x

—999
1000

|
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Wspétczynnik uwarunkowania macierzy

x adj(AT)

~ det(A)
det(A) = -1

. 998  —999
adJ(A)_[—ggg 10001

A= 1w adi(A) = [—998 999 ]

999 1000

cond(A) = || A]l[| A1

Pytanie: Jakiej normy macierzowej uzy¢ zeby policzyé cond(A) ?

conch (A) = [|A[]A7 4
condp(A) = || Al|2||A7||2(za tydzieri)
condse(A) = [|Alloo | A oo
conde(A) = ||Alle||A7Y| £ 30/34



Wspétczynnik uwarunkowania macierzy

conch (A) = || All]|A 1

- 1000 999
1999 998

|All; = max{1000 + 999,999 + 998} = max{1999,1997} = 1999

(maksymalna suma warto$ci bezwzglednych z kolumn)

a1 [—998 999
~ | 999 —1000

|A7Y|1 = max{|—998|+999,999+|—1000|} = max{1997,1999} = 1999

(maksymalna suma wartosci bezwzglednych z kolumn)

cond;(A) = 1999 * 1999 = 3996001
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Wspétczynnik uwarunkowania macierzy

cond.(A) = HAHOOH’LFIHOO

- 1000 999
1999 998

|Alloe = max{1000 + 999,999 + 998} = max{1999,1997} = 1999

(maksymalna suma warto$ci bezwzglednych z wierszy)

a1 [998 999
~ | 999 —1000

A" 0o = max{|—998|+999, 999+|—1000|} = max{1997,1999} = 199¢

(maksymalna suma wartoéci bezwzglednych z wierszy)

condso(A) = 1999 1999 = 3996001
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Wspodtczynnik uwarunkowania macierzy - sens

cond(A) = maxmag(A)  maksymalne wydtuzenie
~ minmag(A)  minimalne wydtuzenie

maxmag(A) = maXX;AOW =maksimum po wszystkich nie

zerowych wektorach, o ile macierz A wydtuzyta wektor (mierzac
dtugos$¢ w normie ||Ax||) podzielone przez oryginalng dlugos¢
wektora (mierzac dtugosé w normie ||x||) = ile razy maksymalnie
macierz A wydtuza

minmag(A) = minx¢ow =minimum po wszystkich nie zerowych
wektorach, o ile macierz A wydtuzyta wektor (mierzac dtugo$é w
normie ||Ax||) podzielone przez oryginalna dlugos¢ wektora (mierzac

dtugos¢ w normie ||x||) = ile razy minimalnie macierz A wydtuza
(4 1 inmag(A) 1

maxma =————— minma =——

& minmag(A—1) & maxmag(A~1)
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Wspétczynnik uwarunkowania macierzy - sens

Macierz A obraca i wydtuza wektory

[|AX]]
x<>0 ——
[IX]|

max
>1  to maksymalne

wydtuzenie

cond(A) = maxmag(A) _ maksymalne wydiuzenie
~ minmag(A)  minimalne wydtuzenie
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