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Pierwsze macierze na Swiecie, Tybet 650 rok p.n.e.
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Zadanie na dzisiaj

4 9 2
A=1(3 5 7
8 1 6
Metoda potegowa prosze znalez¢ najwieksza wartos¢ wiasna
macierzy A (slajd 23) Prawda ze ta macierz jest niesamowita?
Prosze policzy¢é norme macierzy
[All2(slajd 9)

Prosze policzy¢ macierz odwrotng A~ (byto - wyktad 3 slajd 22)
Metoda potegowa prosze znalez¢ najwieksza wartos¢ wiasna
macierzy A~! (slajd 23)

Prosze policzy¢é norme macierzy odwrotnej

A7 ||2(slajd 12)
Prosze policzy¢ wspétczynnik uwaunkowania macierzy
cond(A)(slajd 12)

Prawda 7e ta macierz iest niesamowita? 3/28



Czes$¢ wyktadu na podstawie notatek prof. TJR Hughesa

Thomas J.R. Hughes
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Normy macierzowe indukowane z norm wektorowych

Norma wektorowa ||x||, indukuje norme macierzowa

1Al = maxczo

Indukowane normy macierzowe

|AX]2
Ix1l2 I H

Dla kazdej normy indukowanej mamy || Ax||, < ||Al|m||x]v

[All2 = max.zo = maxczo||Ar—[l2 = max,=1 | Ax]|2
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Norma indukowana dwdjkowa (norma spektralna)

b

[|Ax]|2 x
= maxx;ﬁo\l/\mllz = max|[x|,,=1[Ax]|2

Ix1l2

lIx|]|2 = 1 w normie dwéjkowej to znaczy x? + x3 = 1 czyli ze leza

[All2 = maxco

cosf
sinf
woéwczas szukamy takiego 6 ktéra da najwieksza warto$é

1 2| |cosf cost + 2sinf
ll2 = maxg|| 2

na okregu o promieniu 1 czyli x =

3 4] |sind 3cosf + 4sinf

max|x||,=1|Ax|l2 = maxy|| l

= maxp{((cosb + 2sinf)? + (3cosh + 4sin0)2)%} =..

Inny sposéb obliczania
[All2 = Al

gdzie |A\1] to najwieksza (na modut) warto$¢ wtasna macierzy A 6/28



Wartosci i wektory wtasne

Wartosci wiasne A (eigenvalues) i wektory wiasne x (eigenvectors)
spetniaja
Ax = Ax

co jest rbwnowazne réwnaniu
(A= XDHx=0
Réwnanie takie ma rozwiazanie zerowe wtedy gdy wyznacznik = 0
det(A—X)=0

Z tego réwnania mozna policzy¢ wartoéci wtasne (oraz wektory
wtasne, ale my ich teraz nie potrzebujemy)

1 2
A=[3 4], Al = Pl
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Wartosci wtasne a norma dwdjkowa (spektralna)

1 2 10 1—X 2
A== [3 4] _A[o 11 - [ 3 4—/\]
Szukam najwiekszego A by
det(A— M) =0

2

1—X
det(A—/\l)—det[ 3 4

1:(1—)\)(4—)\)—2*3:

=4 - XN—4\+ X —-6=X>—5\-2
A=(-5)2—4%1x(-2)=25+8=33 VA =1/33=57445,

A =Y — 53722
Ao = 5=Y33 — 03722

JAll> = M| = 5.3722
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Historia wartosci wtasnych

https://www.maa.org/press/periodicals/convergence/
math-origins-eigenvectors-and-eigenvalues

“Old English used the word agen to mean "owned or possessed
(by)," and while this usage no longer exists in modern English, eigen
is used to mean "self" in modern German.”

“The proper mathematical history of the eigenvalue begins with
celestial mechanics, in particular with Augustin-Louis Cauchy's 1829
paper "Sur I'équation a I'aide de laquelle on détermine les inégalités
séculaires des mouvements des planétes" ("On the equation which
helps one determine the secular inequalities in the movements of the
planets").”

Wektory wtasne macierzy bezwtadnoéci bryty definiujg o$ obrotu
bryty (co ma na przyktad zastosowanie w obliczaniu orbit ciat
niebieskich)

9/28



Wspétczynnik uwarunkowania macierzy

A 1000 999
1999 998

Al = x adj(AT)

1
det(A)

1000 999
det(A) = | l999 998] |

1000 * 998 — 999 * 999 = 998000 — 998001 = —1

Jxeox] [xox
di(A) — X 998 999 X 1998
(A =1 Ty 00 1000 X|| = |-999

“Ix x| T x x

—999
1000

|
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Wspétczynnik uwarunkowania macierzy

A7l = * adj(AT)

1
det(A)
det(A) = -1

. 998  —999
adJ(A)_l—ggg 10001

A= 1w adi(A) — [—998 999 ]

999 —1000

cond(A) = || A]l[|A~Y|

conda(A) = || All2]| A2
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Wspétczynnik uwarunkowania macierzy

condy = ||Al]2| A7

A [1000 999
~ 1999 998

[All2 = [A1

(gdzie |A1] to najwieksza (na modut) warto$¢ wtasna macierzy A)

a1 |-998 999
~ 1999 —1000

JA7 2 = |Ay]

(gdzie |A1] to najwieksza (na modut) wartoé¢ wtasna macierzy A1)

condy = |A1] * |\
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Wspétczynnik uwarunkowania macierzy

Wartosci wiasne A, tzn Ax = Ax czyli (A — Al)x = 0, mozliwe gdy
det(A— Xl) =0 czyli

1000 999 10 1000 — A 999
(A=Al = [999 998] _Alo 1] - [ 999 998—)\]

1000 — A 999

det(A—AI) = det [ 999 998 — \

] = (1000—X)(998—X)—999:999

= 998000 — 1000\ — 998\ + A% — 998001 =
=22 -1998)\ — 1

A = 1998 % 1998 — 4 x 1 = 3992000
VA = /3992000 = 1997.998

A2 _ 1998-1997.998 __ 07 0001
A = w =1997,999 czyli ||A||2 = 1997, 999
(wartosci wtasne porzadkujemy od najwiekszej do najmniejszej)
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Wspétczynnik uwarunkowania macierzy

Wartoéci wtasne A~%, tzn A=1x = Ax czyli (A~ — A\)x =0,
mozliwe gdy det(A~1 — \I) = 0 czyli

1 oy 7998 999 | |1 O] _ |—998—A 999
(A7 =) = [999 —1000 A 0 1| 999 —1000 — A

999  —1000 — A
(—998 — A)(—1000 — \) — 999 999 =
(9984-))(+1000+X)—999%999 = 9980004998 \+1000A+A%—998001
=A% 41998\ —1

A = 1998 x 1998 + 4 x 1 = 3992008

VA = /3992008 = 1998,001
Ay = —1998=1998.001 _ 1998 0005 czyli A~ = 1998,005
\p = 199841998001 _ ¢ g5

det(A™! — \I) = det [_998 —A 999 ] =

(warto$ci wtasne porzadkujemy od najwiekszej do najmniejszej)
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Wspétczynnik uwarunkowania macierzy

condy = || All2[|A7Y]]2

A 1000 999
1999 998

|All2 = A\, = 1997, 999

(gdzie A\; to najwieksza warto$¢ wtasna macierzy A)

a1 [998 999
~ 1999 —1000

|A7]l2 = A; = 1998, 005

(gdzie M to najwieksza wartoéé wtasna macierzy A~1)

condy = A * X1 = 1997, 999 % 1998, 005 = 3992101, 90195
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Wartosci wtasne dla ogélnej macierzy 2x2

ail an 10 air — A aiz
A—- )\l = -\ =
[321 322] [0 11 [ a1 ax — A]
Szukam najwieckszego A by
det(A— Al) =0
det(A—\I) = det [3” A A
a1 ax —
= aj1am — an )\ — an\ + A — ajpap =
= A2 4 A\(—a11 — axn) + an1an — apan

czylia=1,b= —aj; — ax,c = ai1ax» — ajpan
A = b —4ac = a}; + a3, — 6a11a0 — arnan,

_ —b—VA _ —b+VA
)\1 - 2a ! )\2 - 2a

|All2 = MAX{|A1], [A2]}

(warto$ci wtasne porzadkujemy od najwiekszej do najmniejszej)

/\] = (a11—A)(ax—A)—anay =
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Wartosci i wektory wtasne

-l 1

det(A Al =0

det(A—A)=(2—-X)?—-(-1)*(-1)=0
M —4X+3=0
A=3)(A-1)=0

czyli wartosci wiasne A\; =3, A =1
(wartoéci wiasne porzadkuiemy od najwiekszej do najmniejszeij)
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Wartosci i wektory wtasne

Dla danej wartosci wtasnej z reguty mamy wiele wektoréw wtasnych
Wektory wtasne dla dla wartosci wtasnej A\; = 3

To taki wektor x = [f] e Ax = A1lx czyli (A— Ail)x =0
2

R LR N I |
A_All_[ -1 2—/\11_[—1 —1]

(A—X1l)x =0 czyli
-1 1| |x| |0
=

x1+x=0—=>x1=—x
Kazdy wektor wtasny postaci x = [_aa] jest dobry

na przykfad x = [_11]
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Wartosci i wektory wtasne

Dla danej wartosci wtasnej z reguty mamy wiele wektoréw wtasnych
Wektory wtasne dla dla wartoéci wtasnej A\» =1

To taki wektor x = [f] e Ax = Aolx czyli (A— Aal)x =0
2

2= 1] |1 -1
A_)QI_[—I 2—/\2]_[—1 11

(A—Xa2l)x =0 czyli

x1—x=0—=x1 =X
Kazdy wektor wtasny postaci x = [Z] jest dobry
1
na przykfad x = 1
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Wartosci i wektory wtasne

Jesli macierz jest tréjkatna goérna, to jej wartosci wiasne lezg na

przekatne;
31

3-) 1
A_M:l 0 1—)\]
det(A= M) =(3—-A)(1-)\)=0

A1 = 3, Ap = 1 (wartosci wtasne porzadkujemy od najwiekszej do
najmniejszej)
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Wartosci i wektory wtasne

Jedli macierz A jest symetryczna, wéwczas wartosci wtasne i wektory
wtasne s3 rzeczywiste

Jesli macierz A nie jest symetryczna, wéwczas wartosci wiasne moga
by¢ zespolone

det(A—A/)zOczyIi\FI)\ 2__1A |=0

czyli (2 - A)(2—A)+1=0, A2 -4\ +5=0

czyli A = b? —dac =16 —4 %5 = —4, czyli VA =2i (7 jednostka
zespolona)

czyliz; = b+/ VA czyli A1 = 4+2’ =241 A= —i =2—1
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Wartosci wtasne dla macierzy 3x3

A—

o W

9 2
5 7
16
det(A— Al) =0

4-x 9 2
det(A—M)=|| 3 5-X 7
8 16—\

MA)'FIA 67)\]| 9|[8 67>\]|+2|E 51A] =0

(4= A)(5—=A)(6—A)—7—9%3(6—A) —564+2+3+1 (5 \)+8=C

=0

Trudne do rozwiazania - dostajemy A\; = 15, oraz dwie wartosci
zespolone Az, A3 = 4.89i. Czyli ||Al|2 = 15.

22/28



Metoda potegowa (power method) iteracja 1

2 -1 0
DlaA=|—-1 2 —1| szukam zi A by Az= Az
0o -1 2
1
Zaczynamy od wybranego losowo z(!), na przyktad z(!) = [1].
1
2 -1 0 1 1
Obliczamy w) = AU = | -1 2 —1| |1| =0
0o -1 2 1 1
Wybieramy A1) = najwieksza wspétrzedna z wektora w(l), czyli
A = maxj]vvj(l)]. U nas A() = 1. Btad iteracji
1 1 0
e = w® — AW = | fo| —1 |1} =] |-1] | =1>
1 1 0
1 1
Nastepnie z(2) = w1 /A1) U nas 22 = |0| /1 = |0]| i iterujemy
1 1
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Metoda potegowa (power method) iteracja 2

1
z® = |0
1
1 2
0 = (-2
1 2
A® = max;|w !
Btad iteracji
2 1] 0
@ = |w@ — X2 = || | 2| —2[o| | = | |2 =2«
2 1 0
2 [ 1
Nastepnie z3) = w(®?/A®) = | —2| /2 = | -1] i iterujemy dale]
2 1
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Metoda potegowa (power method) iteracja 3

1
2(3) = —1
1 3
1| =|-4
1 3
A®) = max;|w !
Btad iteracji
3 1 -1
e = W AO | = | | 4| —4|-1| =] |0 |=1>c
3 1 -1
3 0.75
Nastepnie z(4) G)/XB) = | 4| /4= | —1| i iterujemy dalej

3 0.75
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Metoda potegowa (power method) iteracja 4

0.75
z®) =1 -1
0.75
0.75 2.5
—-1|=1(-35
2 0.75 2.5
A®) = max; |W ] =
2.5 0.75
Btad iteracji e®) = [|[w(*®) — X# || = |-35| —35| -1 || =
2.5 0.75
—0.5
105 |=05>c
—-0.5
2.5 0.714
Nastepnie z(®) = w(® /A(*) = 35| /3.5 = | —1.0| i iterujemy
2.5 0.714

dalej

26/28



Metoda potegowa (power method) iteracja 5

0.714
z0) = |-1.0
0.714

2 -1 0] o714 2.428

w® =Az0) = -1 2 —1||-1.0|=|-3.428

0 -1 2| (0714 2.428

AG) = maxj]vvj(S)] = 3.428.
Btad iteracji e® = |[w(®) — XO)Z0)|| =

2.428 0.714 0.02
| | —3.428| —3.428 | —1.0| || = ]| |0.0005] || = 0.02 < 0.1
2.428 0.714 0.02
ZnalezliSmy najwieksza warto$¢ wtasng A = 3.428 oraz wektor
0.714
wtasny z = | —1.0
0.714

Az ~ \z
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Metoda potegowa (power method) sprawdzenie

ZnalezliSmy najwieksza warto$¢ wtasng A = 3.428

0.714
oraz odpowiadajacy mu wektor wtasny z = | —1.0
0.714
Az =~ Az
2 -1 0] (0714 2.428
Az=|-1 2 —-1| [-10| = |—-3.428
0 -1 2] /0714 2.428
0.714 2.448
Az=3.428 |-1.0| = |—-3.428
0.714 2.448

dla doktadnosci € = 0.1
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