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Jesli uzywasz fragmentéw tego wyktadu, zacytuj zrédfo
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Zadanie na dzisiaj

Prosze rozwigza¢ uktad réwnan

)

1) QR faktoryzacja z macierza obrotéw (slajd 8)

2) QR faktoryzacja z ortogonalizacja Gramma-Schmidta (slajd
21-23)

2) QR faktoryzacja z macierza odbi¢ (slajd 31)
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lloczyn skalarny

<X,y >=X y:yTX: Z XiYi

i=1,...,n
<X,y >=<y, x>

<aixy+a+2x,y >=a1 < X1,y > Far < X,y >

<X, Pyt + B2y >= 1 < X, y1 >+ < X,y >
<x,x>>0, <x,x>=0 <=> x=0

Ixll2 = vV<x, x>
\

W przestrzeni Euklidesowej < x,y >= ||x||2]|y||2cos(0)
Obliczanie rzutu cos(6) ]

——|||‘ stad ||z = cos(8)]|y||-
Wektor z jest w klerunku T vl z = l|z|| = o = = cos(0)| |yl
Skoro cos(6) =

<X _
Tty mamy z = gy (g =

<x,y>
X
R
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Macierz ortogonalna

RT =qQ7!
RTQ=1
QR =1

Przyktad
1 1 11
V2 V2
Q ortogonalne, wowczas
< Qx, Qy >=< x,y >
(dowdd: < Qx, Qy >=(Qy)"Qx=yTQTQx =y x =< x,y >)

1Qx[l2 = [Ix[|2

czyli macierze ortogonale zachowuja odlegtosci i katy
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Macierz ortogonalna a obroty w R”

Obroty za pomoca specjalnych macierzy ortogonalnych

(rcos8,rsin6) (cos0,sin0)  Ging,cos0) | (©:1)

-rcos0 | rcos® | (1,0)

Figure: Obroty wektora o kat 6
1 cosf
O]’ @ = [sin&]

0 —sinf
Y= [11’ Qy = [cos@]

czyli macierz obrotéw o kat 6 (lub c, s takie ze c® 4+ s? = 1)

Q= cos) —sind| |c —s
" |sind  cosd | |s ¢

X =
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Macierz ortogonalna a obroty w 2D

Uzywajac macierzy obrotu @ da sie tak obréci¢ wektor x = [f]
2

zeby byt prostopadty do osi OXi, czyli miat zerowa druga
X
0

Jakie dobra¢ c, s zeby to sie udato (zeby wyzerowaé druga
wspbdtrzedng x)?

T c s||x Ccx1 + SXo
Q X = —=
—S C| |X2 —SX1 + Cxo
Chcemy wiec —sx; + cxo = 0. Drugi warunek to ¢ + 5% = 1.
Musimy rozwigza¢ uktad réwnan: dane x1, x» szukane c, s takie ze:

wspdtrzedng QT x =

cx1 + Sx2
0

SX1 = CXp x12s2 — c2x22 =0

2+s2=1
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Macierz ortogonalna a obroty w 2D

xts* — 23 =0
?+s2=1
| 0 —x3 |
S L 7
s = = s
X2 —x3 X + 3
lemmal
5o
SLE :
C =
X2 —x3 X + 3
lemmal
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QR faktoryzacja za pomoca obrotéw

12 3] x| (12
. . X1 2
Szukam @ takiego zeby wyzerowac x; w x = [ ] = [5]

X2 5 5

\/)(12—|-)(22_\/224‘52_\/E

S =

X1 2 2

\/x12—|—x22 V22452 /29

c -s 1 (2 -5
Q_[s cl_@[S 2]

C =
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QR faktoryzacja za pomoca obrotéw

o L [2 -5 or- L[25
Jaols 2| V29 |-5 2
A=QRczyli R=QTA= (bo macierz ortogonalna Q! = QT)

1 lz 5} [2 3} 1 [2*2+5*5 2*3+5*71

T V29 |5 2| |5 7| T V20 [(~5)*2+2%5 (~5)x3+2%7
1 |29 41
R=QTA= —_
Al

Dostalismy QR faktoryzacje A
1 (2 -5 1 (29 41
A=QR=— —
V29 [5 2] 20 [0 —11
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QR faktoryzacja za pomoca obrotéw

Rozwigzanie réwnania Ax = b z pomoca QR faktoryzacji
Ax = b, mamy A= QR

Przemnazamy przez Q' i dostajemy QT Ax = QT b =y,
ale R=QTAczyli Rx =y

V29

.
=Q"b
y=Q 55

1 2 5
29

/29 | -5 2
oraz Rx =y
1 (29 41| |x4 1 ]169
V20 |0 —1] [x 20 | -2
29 41 [x1| _ [169
0 -1 X2 - -2
stad —xo = —2 czyli xp =2

29x7 + 41 % xp = 169 czyli 29x; = 169 — 41 %2 = 169 — 82 = 87
czyli xg =87/29 =3

12] 1 [2%1245%29] 1 [169
—5%124+2%29] —2
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Macierz ortogonalna a obroty

Macierz obrotu na ptaszczyznie OXY, y = Qx, x,y € R?2
Q= cos) —sinf| |c —s
~ |sinf cosh | |s ¢
Macierz obrotu w ptaszczyznie OX;Xj, , y = Qjx, x,y € R"
(Q w wierszach i-tym, j-tym i kolumnie i-tej, j-tej)

. _
Q=

1

Wartosci ¢, s sg obliczane tak samo jak w przypadku 2D
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QR faktoryzacja macierzy przez obroty

A€ RN

A= QR

QR = Q1Q@31..Qn1 Q32@33..Qn2... Qnn—1
R=Q 1.QL. . .Q5Q5LQ%...Q] QA
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Otwarty problem naukowy 1/2

Tadeusz Banachiewicz wprowadzit "Krakowiany” ktére umozliwiaty
tansze wykonywanie obrotéw podczas obliczen pozycji obiektéw
astronomicznych.
https://www.jacquesvallee.net/wp-content/uploads/2018/11
The_Strange_Case_of_the_Cracovian_Operat-1.pdf

Czy da sie zaprojektowac i zaimplementowaé QR faktoryzacje
uzywajaca "Krakowianéw" tak zeby ilos¢ operacji
zmiennoprzecinkowych byta tansza?

(rozwigzanie grozi doktoratem)
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Otwarty problem naukowy 2/2

Temat ten znajduje sie pomiedzy wyktadami z Rachunku
macierzowego oraz z moimi wyktadami z otwartych podrecznikéw
AGH “Klasyczna i izogeometryczna metoda elementéw skonczonych”
rozdziat adaptacyjna projekcja bitmap.

Bitmape zmieniamy na B = USV’ gdzie U to macierz wektoréw
kolumn, V' to macierz transponowana wektoréw wierszy S to
macierz przekatniowa z wartoéciami wtasnymi W S zerujemy mate
wartosci wtasne (mniejsze od zadanego ¢), i ignorujemy kolumny z
U i wiersze z V ktére im odpowiadaja. Wéwczas dostajemy U — A,
S — R, V' — B’ po przemnozeniu ARB’ dostaje przyblizenie
bitmapy.

Jak to dziata dla catych bitmap to jest napisane tutaj:

https:/ /stackoverflow.com/questions/13614886/using-svd-to-
compress-an-image-in-matlab /40046525

lub tutaj

http://timbaumann.info/svd-image-compression-demo/

Nowa idea polega na pomieszaniu adaptacyjnej projekcji bitmap z
algorytmem SVD (rozwigzanie grozi doktoratem) 14/35



Ortogonalizacja Gramma-Schmidta =
porzadkowanie wektorow

Zbiér dowolnych wektoréw vy, ..., v,
\> ?? <—=>
|_—> e ‘\
<=65)
) I" xvib

Naszym celem jest zastgpienie tego zbioru wektoréw, innym zbiorem
q1, .-, Gm ktéry rozpinat bedzie taka sama przestrzen wektrowa, ale
wszystkie te wektory beda ortogonalne

42

Rf
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Ortogonalizacja Gramma-Schmidta

Dane
Vi, ey Vn — S =span{vi,..., vy}

YVveS:v=a1vy + ..+ apv,
Ortogonalizacja Gramma-Schmidta znajduje
di;---5Qn
takie ze
span{q1} = span{vi}
span{qi, g2} = span{vi, va}

span{qi, ..., qn} = span{vi, ..., vn}

oraz wektory qi, ..., gn 53 ortogonalne, czyli < g;,q; >=0dla i # j.
Ortonormalizacja dodatkowo zaktada ze wektory g1, ..., g, maja
dtugos¢ 1, ||qi|| = 1.
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Ortogonalizacja Gramma-Schmidta

Mamy dwa wektory vy, v» ktére chcemy zortogonalizowac.

v2

)
/N ay v1
q1
—/"’rwzm
Dtugos¢ pierwszego wektora ri1 = ||vi]|2.

Skalujemy wektor vq zeby miat dtugos¢ =1 (wersor) g1 = ;%

ri2 to tyle o ile trzeba przedtuzy¢ vq, zeby wyladowat na projekcji vo
Innymi stowy g1 ri2 to projekcja v na vy (wzdr z poczatku wyktadu)

Figure: Projekcja z = %X
. _ <q1,»>
czyli (x = g1,y = vo) mamy rp = <q2=
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Ortogonalizacja Gramma-Schmidta

Mamy wigc ri1 = [[vi[[2, oraz g1 = ;%

<qi,%2>
S o <quqi>" R .
Widzimy ze ripq1 to rzut vo na vi. Mamy ri2q1 + Go = vo, czyli

drugi wektor ortogonalny to g = vo — r2q1.
ray to dtugodé §o, czyli ro = ||Go]|2.

Skalujemy wektor g, zeby miat dtugos¢ =1 (wersor) g = 222

Teraz, rp =
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Ortogonalizacja Gramma-Schmidta

Krok 1 — 2

Szukam vy, v» takich ze span{vi,va} = span{qi, g2}, oraz v» L vy

czyli < vq, v» >= 0, oraz dtugos¢

laill = llg2l] = 1 =< q1,q1 >=< q2, G2 >.
r1 = ||vi|l2
Vi
q = —
ri

rn2 =< g, v2 >
G2 = vo — n2q
ro =< §2,q2 >

_®
ro

az
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Ortogonalizacja Gramma-Schmidta

Krok k — 1 — k

Mamy span{vi, va, ..., vk_1} = span{qi, g2, ..., Qk—1} oraz
< gi,q; >=0dlai#j, oraz < q;,qi >=1.
chemy znalez¢ gy takie ze

5Pan{V1, V2, ey Vik—1, Vk} = 5Pa”{CI1a a2, ..., k-1, qk}

G2 = vo —rn2q1, rn2=<gqi,Vv >

Gk =Vvk— > kG, k=< qj,vk> (7)
j=1,.. k—1
2
g2 = —
r22
P
qk = (8)
Fkk
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Ortogonalizacja Gramma-Schmidta - Przyktad

Mamy dwa wektory v = (2,1) oraz v» = (1,2).
Prosze je zortogonalizowad.
ni=lwvl2=v12+22=15
=== f(z 1)

ne =< qu,ve >= = < (2,1),(1,2) >= =(2,1) - (1,2) =

et R 8 3 6
p=v2o—qr2=(12) - Z21)%F=01-82-3)=(-32)

3
32 2
m=llill =32+ 8 =2 = = 2=
@ =& =(-% %)% Z(-12)
Dostalismy g1 = \}3(2,1), G = \/g( 1,2)
Sprawdzenie
<q,@R>=q - q= f(2 1)- \f( 1,2) =3(-2+2)=0

2
lqill2 = \1[22+f5212 \/;:1

laallz = /25 (-1 + 522 =\ E=1 oK
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Ortogonalizacja Gramma-Schmidta = QR

Vi =4q1n
Vo = qin2 + qar2
V3 = q1n3 + q2r3 + q3r33

Vn = Qq1hn+ qQ2r2n+ -+ Qntpn
Co odpowiada V = QR

rni rn?2
[Vl oo - Vn}:[ql g2 - Qn 0 r2.2
0 0

gdzie V,Q, R € R™", czyli v;, q; to wektory z R"
oraz 1 = [[vill2, rek = llgkll2, rik =< qi, vic >

In
2n

I'nn
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Ortogonalizacja Gramma-Schmidta = QR - Przyktad

Dla wektoréw vi = (2,1) oraz v» = (1,2)
. .z 1 1

policzyliémy ¢ = E(Z 1), g = %(—1,2).

Przy okazji policzyliémy

n1 = |vifl2 = V12 +22 =5

ny =< = 2,1),(1,2 2 4 2)=4

12 qi, v2 >= \[ <(2,1),(1,2) > (\f+\[) V5
9_ 3
575

_22 2
=gl = 3+ ==/

Mamy wiec

V=QR [Vl Vz} = [Ch CD} [%1 r12]

ro
czyli
2 1 4
1 2 12 0o 3
V5 5 V5

Sprawdzenie

2 2 4 1 3 —
ﬁ>|<\/§—}—ﬁ>x<0 ﬁ*ﬁ_l_ﬁ*% 1 = 12



Macierz ortogonalna a odbicia wektoréw w 2D

X=ou+By lustro

Qx=-au+Bv

Figure: Odbicie wektora x poprzez linie przechodzaca przez punkt (0, 0)
prostopadta do wersora u i réwnolegta do wersora v, reprezentowane przez
macierz Q.

Szukamy @ takiej macierzy ktéra bedzie reprezentowata to odbicie

Qu = —u, Qv=yv
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Macierz ortogonalna a odbicia wektoréw w 2D

X=au+Bv lustro’
u v Qx=-au+Bv

Macierz operatora odbicia wzgledem linii rozpietej przez u i v
definiujemy tak zeby “odijata” ona u na —u oraz v na v.

Qu=1—-2uu’”

Mamy Qu = (I —2uu")u=u—2u(u"v) = u—2ux1=—u, czyli
odbija ona v na —u

Ponadto Qv = (I —2uu")v = v —2u(uTv) = v —2u* 0 = v czyli
odbija ona v na v.
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Witasnosci macierzy odbicia

Qu=1—2uu’
Symetryczna QT =@

Dowdd:
(I—2uuT) = 1T +2(uu™)T =1 -2(u")Tu" =1 -2uu™ = Q

Ortogonalna Q=07
Dowéd: Q1Q =1 czyli
(I —2uu™)(I = 2uu™) = 17 = 2uu™ | — 2uu™ I + 4uu™ (vu™) =
I—duu +4u(uTu)u” = I—4uu™ +auxlsxu’ = I—duu” +4uu’ =1
Inwolucja Q7! = Q

Dowéd: @ ! = (ortogonalnoéé) = QT = (symetria) = @
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Operator projekcji i jego wtasnosci

Definiujemy operator projekcji P = uu’ ktéry przenosi u w u
(Pu= u) oraz vw zero Pv =0

= (v u=u(uv)=ululi=uxl=u
Pv=(uu")v=u(u"v)=ux0=0
WHtasnosci
P?=P
Dowéd: P? = (uu)uu™ = u(uTv)uT =usx1xu” =wu” =P
PT =P

Dowéd: PT = (wu)T = (u")(w")T =vTu=wu" =P
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Twierdzenie o odbiciach

Kazdy wektor y jest odbiciem jakiego$ wektora x przez operacje
odbicia Q =/ — yuuT.

X X
xy 1/2(x-y)
1/2(x+y)
\yJ \'

y

Figure: Dla danego wektora y wybieramy dowolny wektor x i tworzymy
wektor defniujacy linie %(X + y) oraz wektor prostopadty %(X —y).

Dowéd' Wektor linii odbicia to v = %(x + y) a wersor linii odbicia
to T Wektor prostopadty do linii odbicia to & = %(x -y)

Q=1-2ut" =1- 2U/HUH2L“IT/HUHz =
1 1
2§(X - Y)(E(X - }/))T/(EHX - Y||2§||X —yll2) =

I=2(x = y)(x =) /(Ix = yl3) = 1 = 2uu™ /(|ul3) = | — yuu”
gdzie u = x — y oraz v = 2/||ul|2

VII

| —
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Macierz ortogonalna odbicia a faktoryzacja

Dla wektora x szukamy operatora ortogonalnego odbicia @ zeby

X1 HX||2 T X1 —T

X2 0 O X2
x=|. - x=-— ) =y=|.|=y; x—y=

Xn 0 0 Xn

gdzie 7 = ||x||2. Mamy ||x||l2 = ||y|l2. Wezmy x/(x1 — T) oraz
y/(x1 — 7). Wéwczas v = ==~ ma 1 na pierwszym polu, i

xX1+71
1
; X—y x2/(x —7) 2 x1+ T
Q=1—~uu; u= = . ; Y= =
x1+T : [|ull2 T
Xn/(x1 — T)
/. 2 2 2 2 2 (x +7')2 _
DOWOd. HUHQ =1 +X2/(X1 +T) + ...+ +Xn/(X1 +T) = (1 = m =
Ca+7)V+x5 4. +4x T+ 2+ x| 2 2
2 = 2 = (T = ||XH2) =
(x1+7) (x1+7)
272+ 2rx1  2r(r+x1) 27

= = . Dodatkowo @x =
(a +7)? a+7)? (a+7) v /3
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Ortogonalizacja QR przez “odbicia” - Przyktad

A=QR — R=Q"A

1 2] N
130 YT
7 = ||x||2 wiec 7 = V12 + 12 = /2, oraz x; = 1. Mamy

_ oxatT _ 1+V2 4
V== Woéwczas

ool (- [

o X—y 1 1_—\@7 1
Tt 1421 0| 1+2

Obliczamy @ = | — ”,,uuT

1 0] 1+v2[ 1
- L

A=
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Ortogonalizacja QR przez “odbicia” - Przyktad

1—- 1
V2(1+V2)

1+ 1 1 12 _ 1
V2 V2 — 1\@ V2 —
V2

1
O =
= O
| I
|

v2-1-v2 1 _1 L
_1 V2+42-1 _ 1 V2+1 V2 1-1 1 -
V2 V2(1+2) V2 V2(14+v2)
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Ortogonalizacja QR przez “odbicia” - Przyktad

-3
reoma= 0 )L - [mnan ann
Pl

Sprawdzenie
QRZ[:i _11]\2[_02 _15]

OK
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Rozwigzanie uktadu réwnan przez QR “odbicia” - Przyktad

Ax =b
12 1 [-1 -1] 1 [-2 -5 1
bd=e-al Vel W el
QRx=b = (2) Rx =y (1) Qv=0»b

(Ad1) y=Q b = y = Q"b (Q ortogonalne)

R S R L S B S e S I B
Y= P=a -1 12| T Val-1x141x2] " |1
(Ad.2) Rx=y (R tréjkatne gérne)
1 [-2 5] [x]_[-3
210 1 X2 1
x2=1 —=2x1 —=5x=-3; 2xq=3-5x1=-2; x=-1
2] [ i1y +2%1] 1]
Sprawdzenie: Ax—l1 3] ll —[1*(_1)+3*1]—[2]—bOK
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QR faktoryzacja przez "odbicia” dla A € R3*3

Krok 1) A= Q1Ry, Ac R™"n

—T1 412 ain
a1 -+ din 0
A= ... QIA=QA=| . ) — R
: A>
a PRI a
nl nn 0
W jaki sposéb konstruuje @ etc. ?
X1 ai
=/— T e y= X =|:|=": '
Q1 =1—~uu', gdzie u = o X =1 . | to pierwsza
Xn anl
-7
_ _ _ 11t+x
kolumna A, y = | . |, 1= [xll2, v =22
0

34/35



QR faktoryzacja przez "odbicia” dla A € R3*3

Krok 2) As = QRyp, Ay € RN

1 0 0
(1) ao ao 0 —1
2 a2
Ay = 0 ! QI Ay = QA =0 0
0 an2 ann 0 O
W jaki sposéb konstruuje @ etc. ?
X2 ax
1o PR bl N e
@ = 0 I—’yuuT'gZIeu_X1+7'1'X_ Ak o
Xn an2
7
druga kolumna Ay, y = | . |, = ||x]2, 12 = %;‘2
0

itd.

a2n
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