Podstawowe wiasnosci rachunku operatorowego

Idea metody operatorowej polega na znalezieniu przeksztalcenia pozwalajacego
zastapi¢é  réwnania  rozniczkowo - catkowe przez zwykie réwnania algebraiczne.
Przeksztatcenie to mozna traktowaC jako prawo odpowiedniosci miedzy dwoma zbiorami
funkcji:

f(t) = F(s)

Podstawe rachunku operatorowego stanowi przeksztatcenie (transformacja) Laplace'a,
okreslajgce zwigzek miedzy funkcjami czasu f(t) i odpowiadajacymi im funkcjami F(s) nowej
zmiennej zespolonej s.

Zatézmy funkcje f(t), ktéra spetnia nastepujace warunki:
1. f(t)=0 dla t<0,
2. ma w kazdym skonczonym przedziale warto$¢ skonczong,
3. ma pochodng f'(t) w kazdym skohczonym przedziale,

4. istnieje zbidr liczb rzeczywistych c, dla ktérych catka:
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jest absolutnie zbiezna (Scislej, catka ta jest zbiezna w pétptaszczyznie Re(s) > c).

Wprowadzimy teraz nowg zmienng zespolong s = ¢ + jw.

Transformata Laplace’a funkcji f(t) nazywaé bedziemy funkcje F(s) zmiennej zespolonej s,

okreslong wzorem:
F(s) =J’f(t) [edt Iub F(s) =L[f(t)]
0

Wzér powyzszy przyporzadkowuje funkcji zmiennej rzeczywistej f(t) funkcje zmiennej
zespolonej F(s) i nosi nazwe prostego przeksztatcenia (transformacji) Laplace'a, a catka
nazywana jest czesto catkg Laplace'a. Funkcje f(t) nazywaé bedziemy oryginatem, a funkcje
F(s) transformata.

Mozliwe jest réwniez odwrotne przeksztaicenie Laplace'a (transformacja odwrotna),
pozwalajgce okresli¢ funkcje f(t) odpowiadajaca danej transformacie F(s).

f(t) =L [F(s)]

Zagadnienie to sprowadza sie do rozwigzania rownania catkowego. Poniewaz jest to
czynno$S¢ zazwyczaj pracochtonna, przy wyznaczaniu oryginatu danej funkcji zmiennej
zespolonej wykorzystuje sie, o ile to mozliwe, wtasnosci przeksztatcenia Laplace’a oraz tablice

transformat.



Podstawowe wlasnosci i twierdzenia rachunku operatorowego
opartego na transformaciji Laplace’a

1. Twierdzenia o liniowoSci:
LIk O(t)] = k LLF(H)]
LIf; (t) + f5 ()] = LI, ()] + LIf, (t)]
2. Twierdzenie o transformacji pochodnych funkcji:
LIF™ (1) =s" BF(s) -s"" d(0*) -s"2 d'(0*)-...-s "2 ") -f" (0"
L[f"" ()] =s2 [F(s) —s 0(0*) —-f'(0")
L[f'(t)] = s (F(s) - f(0*)

gdzie: f(0") jest wartoscia poczatkowa funkgii f(t) w punkcie t =0 (prawostronna granica),
f'(0")jest pochodng f(0™)

3. Twierdzenie o transformacji catki funkcji:
L gf T)dt D— — [F(s)

4. Twierdzenie o przesunieciu w dziedzinie zmiennej rzeczywistej:
LIf(t—1)] =e™™ [F(s)

5. Twierdzenie o przesunieciu w dziedzinie zmiennej zespolonej:
L[e ™ [F(t)] = F(s + a)

6. Twierdzenie o zmianie skali:

L[f(a )] = (F %

m

7. Twierdzenie o rozniczkowaniu w dziedzinie zmiennej zespolonej:

LIt Tt = (-1) dz(ss)

Lit" City] = (~1y )

8. Twierdzenie o wartoSci koricowey:

Jezeli istnieje: tIim f(t) i L[f(t))=F(s) to
tIim f(t)= Iing) s [F(s)
9. Twierdzenie o wartoSci poczatkowej:
Jezeli istnigje: Iir(r)1 f(t) i L[f(t)]=F(s) to
oot

I|m f(t) = lim s [F(s)

S -



10.Twierdzenie o splocie:

L[, () (D)1= LIf (OICLLE, (1)

gdzie: f(t)If, (t) jest splotem funkcji f,(t) i f,(t).
Splot funkcji okresla zaleznosc¢:

£, 01,0 =j' f, (T) Of, (t - T)dT

Rozwigzywanie liniowych rownan rézniczkowych zwyczajnych
za pomoca3 transformacji Laplace’a

Zastosowanie przeksztatcenia Laplace’a daje prosta metode rozwigzywania
rozniczkowych, polegajaca na ich algebraizaciji.

rownan

Niech dane bedzie zwyczajne rownanie rézniczkowe ze statymi wspoétczynnikami:
a,y"™ +a,_,y" "+ +a,y =f(t),
w ktorym f(t) jest znang funkcjg zmiennej rzeczywistej, oraz warunki poczatkowe.
Rozwigzujgc rownanie nalezy:
1. poddac je przeksztatceniu Laplace’a z uwzglednieniem warunkoéw poczatkowych,
2. wyznaczy¢ transformate Y(s) szukanej funkgciji,

3. doprowadzi¢ te transformate do postaci

Y=

4. wyznaczy¢ szukang funkcje zmiennej rzeczywistej
- 4 L(s)0

y(t) =L [Y(s)] =L
M(s)

Transformaty Laplace’a najczesciej spotykanych funkcji:
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