AKADEMIA GORNICZO-HUTNICZA
A G H IM. STANISLtAWA STASZICA W KRAKOWIE

Matematyczne metody
opracowywania wynikow

Statystyka i rachunek niepewnosci

Pawel Zak
Wydziat Odlewnictwa AGH
Katedra Inzynierii Procesow Odlewniczych

Krakéw, 11 grudnia 2010



)

AGH Opracowanie krzywej stygniecia
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H Opracowanie krzywej stygniecia
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AGH Pomiar zmiany wzglednej procentowej

Jezeli chcemy porownac¢ zmiany dwoch wartosci, mozemy wyznaczyc¢
wspotczynnik zmiany wzglednej procentowej. Zapis:

100%-A_B
A

rozumiemy: procentowa zmiana wartosci, gdzie A jest wartoscig
wczesniejszg, B zmieniona.

Powyzsza formuta przyjmuje tylko wartosci o znaku zgodnym ze
znakiem A.

Ponizsza formuta pokazuje takze kierunek zmian wartosci:

(A-B)

100% -
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AGH

Elementy statystyKki

Statystyka jest naukg traktujgcg o metodach ilosciowych
badania zjawisk masowych. Stanowi ona podstawe
wszelkiej dziatalnosci badawcze,.

Zjawisko masowe jest to takie zjawisko, ktore badane w
duzej grupie zdarzen, wykazuje wiasciwg sobie
prawidtowosc, jakiej nie bylibysmy w stanie zaobserwowac
w pojedynczym przypadku.

Cechy statystyczne, to wtasciwosci, ktorymi odznaczajg
sie jednostki tworzgce badang zbiorowosc. W dalszej czesci
oznaczane bedg przez x;. W przypadku, gdy wartosci sg
kwalifikowane przedziatami x;, oznacza srodek przedziatu.
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AGH Elementy statystyki

Dane statystyczne mowig nam o rozktadzie danej cechy
w zbiorowosci. Rozkfad mozemy przedstawiC w postaci:
-histogramow,

-diagramow,

-tabel,

-wykresow w postaci krzywych,

Jednak nie zawsze wystarczy to do porownania dwdch
zbiorowosci, lub do wyciggniecia jednoznacznych wnioskow.

Potrzebujemy scharakteryzowac badang zbiorowosc¢
wartosciami liczbowymi lub, jezeli jest to mozliwe, opisac
(estymowac) rozktad przy pomocy funkcji matematycznych.
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AGH Klasyfikacja danych pod wzgledem ilosci

W praktyce pomiarowej dysponujemy jedynie pewng
skonczong, i zwykle niewielka, iloscig pomiarow. Te grupe
pomiaréw nazywa sie najczesciej proba.

Ze wzgledu na wielkosc¢ préby klasyfikujemy w nastepujacy
Sposob:

a) Préba bardzo matan <10
b) Préba mata 10 <n <30
c) Prébaduzan> 30




m I]J Czesto spotykane rozktady
AGH  Rozktad normalny

Gestosc rozktadu normalnego jest postaci:

)= exp(— (Xz_;f )ZJ

ze wzgledu na mozliwosc¢ korzystania ze specjalnych tablic
rozktadu czesto stosuje sie rozktad normalny
zestandaryzowany.




Czesto spotykane rozkiady
Rozktad t-Studenta

d

n
= -
2 t7 ]2
f(@)= I+—
v
r ; AV v
Zastosowania

Rozklad t Studenta stosowany jest w estymacji przedzialowej, w testach parametrow
w szczegolnoscl dla srednich, warlancji oraz w testach istotnosci parametrow statystycznych
— gdy mamy do czynienia z malymi probami (najczesciej przyjmuje si¢ ze proba jest mala
gdy jej liczebnos¢ n < 30). Ponadto rozklad Studenta znajduje zastosowanie przy weryfikacji
niektorych hipotez dotyczacych sredniej, gdy dysponuje sie mala proba, czli wtedy gdy nie
mozna wykorzysta¢ rozkladu normalnego, oraz przy sprawdzaniu watpliwych wynikow

obserwacji.



m I]J Czesto spotykane rozktady
AGH  pgyokiad logonormalny

Gestosc¢ rozktadu logarytmicznie normalnego jest postaci:

f(x)= miﬂ exp(— (In(>2<)0—2 2 ]

Rozktad ten obrazuje dobrze rozktad cech, gdy interesujgce
sg dla nas relacje miedzy wartosciami.

Dobrze nadaje sie do przyblizenia rozktadu czgstek w skali
mikro (ziarna piasku, modyfikator, czgstki zbrojgce)




m I]J Czesto spotykane rozktady
AGH  Rozktad wyktadniczy

Gestosc¢ rozktadu wyktadniczego ma postac:

-

c c
f(x)=0, X <0

(f(x):lexp(—xj, x>0

Jest to rozktad interpretowany jako czas oczekiwania na
sukces (im dtuzej czekam na autobus tym mniejsza jest
szansa na to, ze w ciggu nastepnej sekundy przyjedzie)




Charakterystyki liczcbowe rozkiadu jednej cechy
w zbiorowosci

d

Miary potozenia
wartosc przecietna

Miary zmiennosci
miara rozproszenia, zroznicowania dyspersji

Miary asymetrii lub skosnosci

Miary sptaszczenia i koncentracji
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Miar ofozenia:
AGH 4 y P

Srednia arytmetyczna

Srednia arytmetyczna — wzor prosty

n

1
X—ani

i=1

Srednia arytmetyczna — wzor z wagami

Xzizk:fixi n=> f,
i=1 i

Srednia arytmetyczna informuje o przecietnym poziomie badanej cechy
W catej zbiorowosci.
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Miar ofozenia:
AGH Z y P

Srednia geometryczna
Srednia geometryczna — wzOr prosty

G =1/XXp X, = n/ﬁ X.
=1

Srednia geometryczna — wzor z wagami

k k
G ="/ X..x =n [ %' n=>f,
i=1 i=1

Srednia geometryczna
postaci po zlogarytmowaniu

m(e):igm(xi)

Srednia geometryczna znajduje przede
wszystkim zastosowanie przy badaniu sredniego
tempa zmian analizowanych zjawisk.

Srednia geometryczna reaguje znacznie stabiej
na wartosci ekstremalne niz srednia

K
In(G)= iz f.In(x,) arytmetyczna.
i-1
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Miar ofozenia:
AGH y P

Modalna

Modalna (dominanta) to wartoS¢ cechy, ktora pojawia sie najwiekszg ilos¢
razy. W przypadku, gdy mamy do czynienia z przedziatami mozna jg
wyznaczyC ze Wzoru: fo_ g

Mo=x_+ m___mnd h

i (fm o 1:m—l)+(fm + 1:m+l)

X, — dolna granica przedziatu najbardziej licznego (modalnej)
f., — liczebnos¢ przedziatu modalnej
f..; — liczebnos¢ przedziatu poprzedzajgcego
f.., — liczebnosc przedziatu nastepujgcego

h — interwat 4
(rozpietosc¢ przedziatu modalnej) 18}
1]
Jest odpowiednikiem $redniej odczytywana o B
z histogramu. Jej interpretacja moze byc 8 1 |
znacznie zaburzona ze wzgledu na o1 .
przesuniecie mierzonych wartosci el Le ! —

1 3 S Me 7 Q 11 13 %

Rys. 2.5. Wyzaczenie modainej na podstawie histogramu
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Miary zmiennosci

AGH
Okreslenie przecietnego poziomu badanej cechy nie wystarcza do
scharakteryzowania struktury zbiorowosci statystyczne;.

Konieczne jest uzupetnienie wiedzy na temat rozktadu o informacje
mowigcg o stopniu zréznicowania poszczegolnych jednostek
statystycznych.

Stuzg do tego miary zmiennosci:
-rozstep

-odchylenie przecietne
-wariancja

-odchylenie standardowe
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AGH  pozstep

Rozstep jest roznicg miedzy wartoscig najwiekszg i najmniejszg
obserwowang w danej zbiorowosci:

R= miax{xi - miin{xi}

Rozstep jest stosowany gtéwnie w sytuacjach, gdy konieczne jest
szybkie okreslenie obszaru zmiennosci danej zbiorowosci, o niewielkigj
liczbie jednostek

Rozstep mowi nam o rozproszeniu wartosci. Im rozstep jest mniejszy,
tym rozproszenie mniejsze, a wartosci bardziej skupione sg wokot
sredniej.
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Miary zmiennosci
AGH

Odchylenie przecietne

Odchylenie przecietne jest rowne sredniej arytmetycznej
bezwzglednych wartosci odchylen zmiennej od jej Sredniej:

1L —
D_ngxi—x
lub w postaci z wagami:
1< —
D="> fix—X
A )

f. sg wagami odpowiadajgcymi poszczegolnym wariantom x;

Odchylenie przecietne okresla, o ile wszystkie jednostki danegj
zbiorowosci roznig sie srednio ze wzgledu na wartosc¢ od sredniej
arytmetycznej tej zbiorowosci.
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Wariancja jest to srednia arytmetyczna z kwadratow odchylen
poszczegolnych wartosci cechy od ich sredniej arytmetycznej:

(Xi - i)2

Miary zmiennosci
Wariancja

1 n
s°="
N

przypadek z wagami:

Wariancja jest wartoscig bardzo trudng do interpretaciji. Jej wyznaczenie
jest jednak konieczne do wyznaczenia najistotniejszego parametru
okreslajgca dyspersje rozktadu: odchylenia standardowego.
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Jezeli wariancja liczona jest z matej proby i przeznaczona jest do
wnioskowania statystycznego o populacji, z ktorej préba ta pochodzi,
stosujemy tzw. poprawke Bessela:

= - 1)Zf(x—x)

podobnie dla postaci proste;j.

Miary zmiennosci
Korekty wartosci wariancji

s?

Wariancja wyznaczona ze srednich wartosci przedziatbw moze byc¢
obarczona btedem grupowania. W szczegolnosci, gdy liczba
przedziatow (k) jest nieduza w stosunku do przecietnej dtugosci
przedziatu (h). Stwarza to mozliwos¢ przeszacowania wariancji.

W sytuacjach takich stosujemy poprawke Shepparda:
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Odchylenie standardowe jest pierwiastkiem kwadratowym z wariancji:

s=-/s?

Miary zmiennosci
Odchylenie standardowe

informuje nas ono jak jest srednia wartos¢ odchylen od wartosci
Sredniej wyznaczonej dla zbiorowosci. W przypadku analizy polegajace;
na pomiarze konkretnej wielkosci fizycznej, jest ono interpretowane jako
btad pomiaru. W tej sytuaciji jest ona zarazem parametrem sigma
rozktadu normalnego opisujgcego prawdopodobienstwo napotkania na
konkretng wartos¢ podczas pomiaru.
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Miary zmiennosci
AGH

Wspoitczynnik wzglednej zmiennosci
Wspoétczynnik wzglednej zmiennosci jest wzgledng miarg dyspersii.

Podczas analizy korzystamy z réznych dotgd poznanych miar.
Najczesciej spotykane sa:

V. = > .100%
X

v, = 2 .100%
X

Uzywamy go, gdy zaistnieje potrzeba dokonania poréwnan zbiorowosci
pod wzgledem cech o roznych mianach. Pozwala na uzyskanie
,2dyspersji procentowej”.
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AGH Miary asymetrii

W przypadku rozktadoéw symetrycznych srednia arytmetyczna oraz
modalna rownajg sie sobie. Sg one potozone centralnie i to wokot nich
skupiajg sie pozostate wartosci.

Do analizy asymetrycznosci rozktadu mozna wykorzystac te informacije.
Wprowadzamy tzw. wspoétczynniki asymetrii:

X —Mo
A= S

X —Mo
A= D

Wspotczynnik ten okresla kierunek oraz site asymetrii. Jezeli As < 0
asymetria jest lewostronna, As = 0 rozktad jest symetryczny, As > 0
asymetria jest prawostronna.
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AGH Miary splaszczenia i koncentracji

Koncentracja zbiorowosci wokot wartosci sredniej nosi nazwe kurtozy,
iInaczej sptaszczenia. Miarg skupienia poszczegdlnych obserwacii
wokot sredniej jest moment centralny rzedu czwartego (wzoér z waga):
k
M4:1 fk(xi_i)dr
N3

wzgledng miarg koncentracji otrzymamy ze wzoru: K = M,

(s)f
K dla rozktadu normalnego N(0,1) wynosi 3, zatem by zdefiniowac
kurtoze, w sposob opisujgcy ksztatt krzywej w sposob bardzie;
przemawiajgcy do wyobrazni (ze wzgledu na odniesienie do rozktadu
normalnego) wprowadzono nastepujgcg forme wspotczynnika

koncentraciji:
Dla Ku < 0 rozktad jest mniej smukty niz rozktad
M, normalny
Ku :(34_3 Ku = 0, opisuje ksztatt rozktadu normalnego

Ku > 0 ksztalt rozktadu bedzie bardziej smukty niz
w przypadku rozktadu normalnego
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AGH Kontynuujemy w przyszitym semestrze
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