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Szacowanie niepewnosci pomiarow i metody obliczania niepewnos$ci pomiarowych

Pomiary fizyczne polegaja na porownywaniu wielkosci mierzonej z przyjetym wzorcem
czyli jednostka. Badania fizyki do$wiadczalnej maja na celu poszukiwanie i ustalanie
zwigzkow migdzy roznymi wielko$ciami fizycznymi. [losciowe zwigzki miedzy wielko§ciami
fizycznymi opisuja prawa fizyki. Doswiadczenia prowadzone w laboratorium fizycznym
polegaja na dokonywaniu pomiarow réznych wielkosci fizycznych wystepujacych w
ilo§ciowych opisach zjawisk fizycznych.

Pomiary proste (bezpoSrednie) dokonywane sg bezposrednio za pomocag przyrzadow
pomiarowych np. pomiar dtugos$ci wykonany suwmiarka, pomiar masy ciata za pomoca wagi,
pomiar czasu za pomocg stopera itp.

Pomiary zlozone (posrednie) polegaja na wyznaczaniu wartosci wielkosci ztozonej na
podstawie znanych zalezno$ci migdzy roznymi wielko$ciami mierzonymi bezposrednio
np. pomiar opornosci elektrycznej metoda techniczng na podstawie zmierzonych
bezposrednio warto$ci natezenia i napigcia albo wyznaczanie przyspieszenia ziemskiego za
pomocag wahadla matematycznego na podstawie pomiaru dtugosci wahadta i jego okresu
drgan.

Wszystkie pomiary fizyczne moga by¢ wykonywane tylko z pewnym okreslonym
stopniem doktadnosci z powodu niedoskonatosci stosowanych przyrzadéw pomiarowych i
ograniczonych zdolnosci zmystow eksperymentatora, ktory postuguje si¢ przyrzadami
pomiarowymi. Na uzyskane wyniki pomiarow moga takze mie¢ wpltyw zmiany warunkow
zewngtrznych wystepujace podczas prowadzenia pomiaréw. Z tych powodow niemozliwe jest
absolutnie doktadne wyznaczenie wartosci mierzonej wielkosci fizycznej i1 dlatego waznym
problemem praktycznym jest ocena wiarygodnosci otrzymanych wynikdw pomiarowych oraz
oszacowanie lub obliczenie niepewnosci wyniku pomiaru. Ocena (iloSciowa) niepewnosci
wyniku pomiaru jest niezb¢dna do okreslenia stopnia zaufania do otrzymanego rezultatu.

Niepewno$¢ pomiaru jest miarg rozrzutu wynikow powtarzanych pomiarow danej
wielkosci fizycznej. Zapisujac wynik pomiaru fizycznego x nalezy wyraznie zaznaczy¢
jednostke podanej wartos$ci i opatrzy¢ przedzialem niepewnosci Ax:

X £ Ax

np. zmierzona mikrometrem $rednica drutu d wynosi d = (2,53 £ 0,01) mm.
Z powodu wystepowania przypadkowych niepewnosci (bledéw) pomiarowych_powtarzanie
pomiaru wielko$ci fizycznej daje r6zne wyniki. Otrzymane warto$ci (wyniki) rozktadaja sie
wokot warto$ci rzeczywistej a ich rozrzut zalezy od dokladnosci prowadzonych pomiarow.
Niepewnosci przypadkowe moga by¢ zwigzane z dziataniem przyrzadu pomiarowego, moga
by¢ spowodowane przez eksperymentatora, np. subiektywna ocena ostro$ci obrazu czy
minimum nat¢zenia dzwicku, mogg tez by¢ wynikiem wptywu zmiennych czynnikow
zewnetrznych. Niepewno$ci przypadkowe mozna zmniejszy¢ stosujac  doktadniejsze
przyrzady i1 dbajac o zapewnienie niezmiennych warunkow doswiadczenia — nie mozna ich
jednak catkowicie unikna¢.

Wystepowanie niepewnosci przypadkowych podlega pewnym prawidlowosciom.
Mate odchylenia od warto$ci rzeczywistej wystepuja czesciej niz odchylenia duze.
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Oszacowanie warto$ci niepewnosci przypadkowych mozna wykona¢ korzystajac z metod
statystyki matematyczne;.

Oproécz statystycznie roztozonych niepewnosci przypadkowych podczas pomiaréw
moga tez wystapic¢ btedy grube i bledy systematyczne.

Bledy grube powstaja wskutek falszywego odczytu przyrzadu lub ewidentnej pomytki
eksperymentatora np. zapisanie wyniku pomiaru dlugosci w centymetrach zamiast w
milimetrach. Pomiar obarczony btedem grubym r6zni si¢ zasadniczo od pozostatych wynikow
1 mozna go tatwo zauwazy¢. Powtarzanie pomiarow pozwala zatem dostrzec 1 wyeliminowac
(odrzuci¢) wyniki obarczone bledem grubym.

Bledy systematyczne wynikaja z wadliwego dziatania przyrzadu pomiarowego (np.
amperomierz ze skrzywiong wskazoéwka, ,spieszacy si¢” stoper itp.) lub ze zle
zaprojektowanego doswiadczenia (np. waga jest ustawiona blisko grzejnika 1 jedno ramig jej
belki jest dluzsze od drugiego). W takich przypadkach wystepuje stala réznica migdzy
warto$ciami zmierzonymi 1 warto$cig rzeczywista. Bledy systematyczne mozna eliminowac
przez wprowadzenie poprawek lub takie projektowanie ukladow pomiarowych aby bledy te
nie wystepowaty.

Ocena niepewnosci przypadkowych

Wielokrotne niezalezne powtarzanie tego samego pomiaru fizycznego pozwala otrzymac seri¢
wynikow X;, Xz, X3 ...... X, gdzie n — liczba wykonanych pomiarow. Rzeczywistej warto$ci
wielko$ci fizycznej nie znamy ale mozna wykazaé, ze najbardziej zblizona do niej jest
srednia arytmetyczna otrzymanych wynikow X

Wyniki pomiaréw uktadaja si¢ wokol wartosci $redniej arytmetycznej. Przy bardzo duzej
liczbie pomiardéw (7 — %) rozklad ten moze by¢ opisany funkcja

L e
f(X) = mexp —?

zwang rozktadem Gaussa
f(x) — gestos¢ prawdopodobienstwa
O - odchylenie standardowe

Odchylenie standardowe

1 < _\2
c=,— E X, —X
\/n -1 = ( 1 )
jest miarg niepewnosci pojedynczego wyniku pomiaru.

Miarg niepewnosci $redniej arytmetycznej X jest:




Rozktad prawdopodobienstwa Gaussa daje mozliwo$¢ obliczenia prawdopodobienstwa, ze
dowolny wynik pomiaru znajduje si¢ w zadanym przedziale wartosci X.
W przedziale:

(X-0, x+ 0) miesci si¢ 68,27% wynikow,
(X-20, x+20) miesci si¢ 95,45% wynikow,

(Xx-30, x+30)miesci si¢ 99,73% wynikow.
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Rys 1. Krzywa Gaussa rozkladu niepewnosci przypadkowych. Wartosci liczbowe okreslaja
procentowe prawdopodobienstwa pojawienia si¢ wyniku pomiaru w wyznaczonych
przedziatach.

Przyklad 1
Pomiar grubosci ptytki dokonany n = 10 razy $§rubg mikrometryczng dal nastepujace wyniki:

i d[mm] d- d d- 3)2
| 8,07 -0,068 4624 -107°
2 8,10 -0,038 1444 -107°
3 8,12 0,018 324 -107°
—6
4 8,17 +0,032 1024 -10
—6
5 8,14 +0,002 4-10
484 -107°
6 8,16 +0,022
1024 -107°
7 8,17 +0,032




-6
8 8.13 20,008 64 -10
-6
9 8,14 10,002 4-10
-6
10 8,18 +0,042 1764 -10
n n _ 2 _6
3'd, =81,38 > (d,-d) =10760-10
i=1 j

i=l1

Wartos¢ $rednia:

1 n
X=—>d;=8138 mm

ni

Odchylenie standardowe pojedynczego pomiaru:

o= \/ LS (d,-d) =0,0346 mm

Niepewno$¢ standardowa $redniej arytmetyczne;j:

c
o =—= 0,0109 mm

¢ /n
Warto$ci $rednie 1 odchylenia standardowe bedace miarg niepewnosci pomiarowych mozna
tatwo oblicza¢ postugujac sie kalkulatorami umozliwiajagcymi obliczenia statystyczne.

Przedstawiony przyktad pokazuje, ze kiedy wykonujemy seri¢ pomiarow wielkosci fizycznej,
obliczamy S$rednig arytmetyczng X, ktora jest najbardziej zblizona do warto$ci rzeczywistej.
Jako niepewno$¢ oceny X przyjmujemy wartos¢ odchylenia standardowego S$redniej

arytmetycznej Ox, ktore nazywamy niepewnos$cig standardowa.

Wynik koficowy zapisujemy X * Ox.

W podanym przyktadzie 1:
d=d

H+

Sk

(8,14 = 0,01) mm

po zaokragleniu d
W przypadku, gdy seria pomiarowa ztozona jest z niewielkiej liczby pomiaréw (n < 5) jako
miar¢ niepewnosci $redniej arytmetycznej przyjmuje si¢ polowg tzw. przedzialu ufnosci czyli

wielkos¢  Ox "t(, P). Odchylenie standardowe mnozymy przez pewien wspotezynnik t(n,
p) (wspotczynnik Studenta) zalezny od liczby pomiaréw n i zadanego prawdopodobienstwa p.

Przedziat (X = ox-t(n,p), X + o5 t(n, p)) nazywa si¢ przedzialem ufnosci.



Prawdopodobienstwo, ze przedzial ufnosci obejmuje wartos$¢ rzeczywista mierzonej wielkosci
nosi nazwe¢ poziomu ufnosci.

W pomiarach fizycznych zwykle postugujemy si¢ dwoma poziomami ufnosci p =

0,6827 1 p=0,9973 (sens przyjmowania takich warto$ci wyjasnia tekst na str. 6 i rys. 1).
Warto$ci wspotczynnikdéw studenta t(n, p) sg standaryzowane.

Tabela I. Wspotczynniki Studenta t(n, p) dla réznych pozioméw utnosci p.

n p=0,6827 p =0,9545 p=0,9973

2 1,837 13,968 235,777

3 1,321 4,527 19,206

4 1,197 3,307 9,219

5 1,142 2,869 6,620

6 1,111 2,649 5,507
Przyklad 2.

Czterokrotnie (n = 4) zmierzono warto$¢ ogniskowej soczewki uzyskujac nastepujace wyniki:

fi=72,3 cm

£, =719 cm
f3=72,0 cm
f4=71,8 cm

Obliczy¢ srednig warto$¢ f i wyznaczy¢ niepewnosé sredniej arytmetycznej jako
potowe przedziatu ufnosci przyjmujac poziom ufnosci p = 0,6827.

f=

=

Zfl = 72,0 cm
i=1 n=4

o; =\/ L3 (¢=F) = 0108 cm

n(n—1) =
Z tabeli I odczytujemy wspotczynnik Studenta t(4; 0,6827) =1,197.
Niepewnos¢ sredniej arytmetycznej rowna potowie przedziatu ufnosci dla przyjetego poziomu
ufnosci wynosi:
Af = o;-t(n, p) =0,108-1,197 = 0,129 cm = 0,13 cm

Szacowanie niepewnosci pomiarow prostych

W przypadku wykonywania pojedynczego pomiaru bezposredniego przyjmujemy, ze
miarg niepewnosci jest najmniejsza podziatka uzywanego przyrzadu pomiarowego:




pomiar dlugosci linijkg — niepewnos¢ 1 mm

pomiar suwmiarkag ~ — niepewnos¢ 0,1 mm

pomiar mikrometrem — niepewno$¢ 0,01 mm.

Niepewno$¢ okreélenia temperatury za pomoca termometru lekarskiego wynosi 0,01°C.
Niepewno$¢ wazenia rowna jest masie najmniejszego odwaznika.

W przypadku znajdowania mierzonej wartosci przez dodawanie lub odejmowanie
dwoch odczytow przyrzadu (np. wyznaczanie masy wody w naczyniu poprzez podwdjne
wazenie naczynia pustego i wypelnionego wodg) niepewnos¢ takiego pomiaru przyjmujemy
dwa razy wigksza niz niepewno$¢ pomiaru pojedynczego.

Maksymalna niepewno$¢ pomiaru wynikajaca z klasy (kl) miernika elektrycznego
WYNosi:

_(K)-Z

AXmax
100 gdzie Z - zakres pomiarowy miernika.

Maksymalna niepewno$¢ pomiaru dokonanego miernikiem cyfrowym:

_ (k) x

max

+ rozdzielczoox

(kl). — klasa miernika cyfrowego okreslana jako niepewnos$¢ przetwarzania miernika
podawana w % warto$ci mierzonej,
X — warto$¢ mierzona,
rozdzielczo$¢ — niepewnos$¢ wynikajaca z dyskretnosci miernika cyfrowego = 1 na
ostatniej wyswietlanej cyfrze.

Oszacowane niepewnos$ci wyrazane s3 w takich samych jednostkach jak mierzona wielko$¢
fizyczna i nazywane sg niepewnosciami bezwzglednymi.

Wygodne jest uzywanie pojecia niepewnos$ci wzglednej, ktora jest wielkoScia
bezwymiarowg podawana najcze¢sciej w procentach:

G:g-IOO%
X

dla pomiaru x o niepewnosci Ax, lub wzgledna niepewnos$¢ wartosci $redniej X :

G = 2X.100%
X

Zasady zaokraglania niepewnosci pomiaru i wynikow pomiaru

Niepewnosci zaokraglamy w gore do jednej cyfry znaczacej (wyjatkowo do dwoch
cyfr znaczacych w przypadku gdy zaokraglenie niepewnos$ci zmienia jg wiecej niz o 10 %).
W przyktadzie 2 niepewno$¢ $redniej arytmetycznej obliczona jako polowa przedziatu
ufnosci wynosi  Af = 0,129 cm. Zaokraglenie (w goére) do Af = 0,2 cm zmienia warto$¢
niepewnosci o wigcej niz 10% nalezy zatem pozostawi¢ 2 cyfry znaczace Af=0,13 cm.
Wyniki pomiarow nalezy zaokragla¢ tak, aby podawac je z doktadno$cia do miejsca,
na ktérym wystepuje ostatnia znaczaca cyfra niepewnos$ci pomiaru.

Przyklad 3.



Na podstawie serii pomiarowej obliczono:
X = 0,00110963

niepewnos¢ Ax = 0,0000737, po zaokragleniu Ax =0,00008; X =0,00110.
Wynik koncowy zapisujemy:
x=0,00110 £ 0,00008

Dokonywanie zaokraglen jest konieczne daje bowiem poprawnie podane wyniki o przedziaty
niepewnos$ci. Podawanie zbgdnych cyfr nie §wiadczy o skrupulatnos$ci wykonanych obliczen
lecz o brakach wiadomosci z zakresu niepewnos$ci pomiarow.

Obliczanie niepewnos$ci w przypadku pomiarow zlozonych
W wigkszosci ¢wiczen wykonywanych w laboratorium fizycznym dokonujemy pomiarow

kilku wielkosci fizycznych mierzonych bezposrednio i1 na podstawie tych pomiarow
obliczamy inng wielkos$¢ fizyczna

A=f(X1 5 X2 5 X3, .y Xk)
A — wielko$¢ ztozona,
X1, X2, ..., Xk — wyniki pomiaréw bezposrednich mierzonych z niepewno$ciami
odpowiednio Ax;, Axz, ..., Axy

Niepewno$¢ ztozong (bezwzgledng) AA mozna obliczy¢ metoda rézniczki zupelnej
opisang rOwnaniem:

of

0x,

of

0X,

of

OXy,

AA = ‘AX; + “AX, + o+ - AXy

Uwaga: wszystkie pochodne czastkowe sa w modutach, a wyrazy wielomianu dodajemy.
W ten sposob otrzymujemy maksymalng niepewnos¢ bezwzgledng wielkos$ci ztozone;.

Podany powyzej sposob obliczen daje prawdopodobienstwo znalezienia warto$ci rzeczywistej
w przedziale (A - AA, A + AA) wynoszace 0,999.

Wzgledna niepewnos¢ maksymalna:

AA 1 | of | of

° A f(xl,xz, s Xk).(‘axl‘.AXI et OXy,

W przypadku, gdy wielkos¢ ztozona:

—C.xY . xv?2, 3%
A=C-x)" X5 o Xy

jest iloczynem dowolnych poteg mierzonych bezposrednio wielkosci X .... Xi; (C - dowolna
stata, potegi a; , ..., ax moga by¢ dodatnie, ujemne, catkowite, utamkowe), stosujemy metode
pochodnej logarytmiczne;.



Niepewno$¢ wzgledna:

AA A A
c= —| 1| - +[a 2| - -+|ak|i
Xy
Niepewno$¢ bezwzgledna wyraza si¢ wzorem:
AA = A(|31|AX1 +| 2|AX2 | k|Aij

Uzycie modutow 1 dodawanie wyrazow w1elom1anu zapewnia obliczenie maksymalnej
niepewnos$ci ztozonej. Kazdy z wyrazow wielomianu przedstawia wktad wnoszony przez
niepewnosci poszczegolnych pomiaréw bezposrednich do niepewnosci pomiaru ztozonego.

Przyklad 4.
Moment bezwtadnosci walca o masie m, promieniu R wzgledem osi rownoleglej do osi walca
1 przechodzacej od niej w odleglosci d wyraza wzor:

2
I= m(R—+ dzj
2

W celu wyznaczenia warto$ci momentu bezwladnosci wykonano pomiary bezposrednie:
m=553g, Am=0,1lg

R=3,52cm; AR= 0,01 cm

d =20,0cm; Ad= 0,1 cm

(3,52-10—2 m)2

1=553-10" kg +(02m)* | =2,246-107 kg-m?

Niepewno$¢ bezwzgledna:

2
ar= R Am+ |mR|AR +|2md|Ad = 2,64-107° kg m’

Po zaokragleniu zgodnie z obowigzujagcymi zasadami:
I=(2,246+0,027)-107 kg m’

Wzgledna niepewno$¢ ztozona:

:% 100% = 1,2%

Przyklad S.
Przy$pieszenie ziemskie wyznaczamy za pomocg wahadta matematycznego:



_4nl
==

g

[ — dtugo$¢ wahadta,

T — okres drgan wahadta.

W wyniku pomiaréw otrzymano /= 1,00 m; A/=0,01 m; T=2,00s; AT =0,02s.
(Miary niepewnosci Al 1 AT  sg réwne niepewnosciom standardowym).

2
o 4-(3,14) -1m _ 057

e ;

Do obliczenia niepewnosci ztozonej mozna wykorzysta¢ wzor na niepewnos¢ wzgledna:

£=2A—T+£I: 0,03=3%
g /
Niepewnos$¢ bezwzgledna:
2AT Al
Ag = g(— + 7] 0,296
s

Po zaokragleniu zgodnie z obowigzujacymi zasadami:

g= (99037
S

GRAFICZNE OPRACOWANIE WYNIKOW POMIAROW

Celem niektérych pomiarow wykonywanych w laboratorium fizycznym jest potwierdzenie
zwigzkow migdzy mierzonymi wielkosciami fizycznymi (np. sprawdzenie prawa Lamusa) lub
znalezienie zalezno$ci migdzy mierzonymi wielko$ciami (np. badanie zalezno$ci opornosci
materiatu przewodzacego od temperatury). Wyniki takich pomiarow przedstawiane sg zwykle
w formie graficznej na wykresie.

Rysowanie wykresow

Wykresy najczesciej rysuje sie¢ we wspotrzednych prostokatnych (kartezjanski uktad
wspotrzednych), nalezy wykonywac je recznie na papierze milimetrowym formatu A-4 lub
A-5S.

Dobierajac skale wykresu nalezy stosowac nastepujace zasady:

1. 1. Na wykresie powinny si¢ znalez¢ wszystkie punkty pomiarowe.

2. 2. Poczatek uktadu wspotrzednych wybieramy tak, aby najmniejsze zmierzone wartosci
znajdowaty si¢ w poblizu poczatku osi (podziatki nie muszg zaczyna¢ si¢ od zera!).
Dhugo$¢ osi powinna by¢ taka, aby maksymalne zmierzone wartosci lezaty w poblizu ich
koncow.

3. 3. Osie uktadu muszg by¢ opisane. Obok osi powinna by¢ nazwa lub przyjety symbol



Po przygotowaniu osi na wykres nanosimy punkty pomiarowe oznaczone tak, aby byty
wyrazne nawet po narysowaniu krzywej wykresu.

Oprécz punktow pomiarowych zaznaczamy tez przedzialy niepewno$ci w postaci
prostokatow, ktorych srodek lezy w punkcie pomiarowym, a boki sg réwne podwdjnej
warto$ci niepewnosci wielkosci mierzonych (2Ax 1 2Ay). Zamiast prostokata mozna
zaznaczy¢ dwa skrzyzowane odcinki poziomy 1 pionowy o dtugosciach odpowiadajacych
warto$ciom niepewnos$ci wielko$ci mierzonych. Jezeli niepewnosci sg tak mate, ze nie mozna
ich oznaczy¢ na rysunku to pod nim powinna si¢ znalez¢ odpowiednia informacja.

Rysujac wykres nalezy pamigtaé, ze zjawiska fizyczne zwykle opisywane sa
funkcjami gladkimi (rézniczkowymi) dlatego niedopuszczalne jest taczenie punktow
pomiarowych linia lamang. Wykres rysujemy tak, aby przechodzit on mozliwie najblizej
punktow pomiarowych. Jezeli zalezno$¢ jest liniowa uzywamy linijki, w innych przypadkach
krzywikow.

METODA NAJMNIEJSZYCH KWADRATOW

W przypadku pomiaréw dwoéch wielkosci fizycznych x 1 y powigzanych zalezno$cia
liniowa zachodzi potrzeba poprowadzenia prostej y = ax + b najlepiej dopasowanej do
zbioru otrzymanych wartosci (Xp, yn). Po zaznaczeniu punktow na wykresie mozna prostg
poprowadzi¢ ,,na oko”, metoda graficzna, przykladajac linijke.

Istnieje tez procedura rachunkowa, pozwalajaca na obliczenie wspotczynnikéw a i b
dla zbioru n par wynikow doswiadczalnych. Wspotczynniki te nazywamy wspotczynnikami
regresji, a do ich obliczania stosuje si¢ metod¢ najmniejszych kwadratow.

Wspotczynniki regresji opisujg rownania:

Niepewnos¢ standardowa wyznaczenia wspotczynnikow regresji a 1 b regresji proste;j:

n

| g[yi ~(ax, +b)]

i=

n-—



Przyklad 6.
Zalezno$¢ opornosci przewodnika od temperatury opisang wzorem R =R, (1 + at) badano
w przedziale temperatur 30° C + 80° C otrzymujgac nastepujace rezultaty:

t[°C] 30 40 50 60 70 80 Xi

R[] 109,3 109,9 111,9 114,9 114,9 116,1 N

Wyznaczy¢ prosta regresji tej zaleznosci.
Na podstawie wynikow pomiaréw obliczamy:

6 6 6 6
D x; =330 Dy =676,2 D xi =19900 D xiy; = 37447
in1 i=1 i=1 i=1
Wspotczynniki regresji:
, _ 6-37447-330- 6726,2 0146
6-19900— (330)
b = 19900-676,2 - 33037447 _ 104,65

6-19900— (330)*

Niepewnosci standardowe wspotczynnikow regres;ji:

c, = \/6 09534 =0,0117~ 0,012

4 6-19900— (330)°

1
o, = 0,0117- % = 0,674 = 0,7

a= 0,146 £ 0,012
b=104,7+0,7
Poniewaz R=Ry+Rpat oraz y= b+ ax odpowiednio mamy:
b=Ry=104,7Q
a=aRo= 0,146 Q/C

Na podstawie otrzymanych wartosci liczbowych mozna obliczy¢ temperaturowy
wspotczynnik oporu elektrycznego:




a=2= 1,39-10‘30L ~ 1,4-10—30L
b C C

Niepewno$¢ wzgledna wspotczynnika o wynosi:

G:A_a.l()()% :(E.;_A—b)-loo% =8,9% = 9%
o a b



	Szacowanie niepewności pomiarów i metody obliczania niepewności pomiarowych
	Ocena niepewności przypadkowych
	Odchylenie standardowe
	Przykład 1

	Szacowanie niepewności pomiarów prostych
	Obliczanie niepewności w przypadku pomiarów złożonych
	GRAFICZNE OPRACOWANIE WYNIKÓW POMIARÓW
	Rysowanie wykresów


