Catkowanie numeryczne

Pawet Zak

Laboratoria z przedmiotu:
Wybrane zagadnienia z matematyki



Catkowanie

Matematycznie, przez catkowanie rozumiemy operacje odwrotna
do rézniczkowania.

Catka

Catka nieoznaczona Catka oznaczona

j f (x)dx T f (x)dx




Catkowanie — po co ktos to wymyslit ?

Catkowanie wbrew pozorom nie jest po to tylko by byto co robié
na zajeciach z matematyki wyzsze;.

Operacja znajdowania catki oznaczonej moze by¢ wykorzystana
do rozwigzywania wielu problemow pojawiajgcych sie podczas
opisu zagadnien fizycznych.

Catka oznaczona zdefiniowana wg. Riemmana,
jest nieskonczong sumg nieskoniczenie matych.
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Co to oznacza sprobuje wyjasni¢ na nastepnym slajdzie.



Catkowanie — o co w tym chodzi?

Sens catkowania ukrywa sie w samej jego nazwie: catkowanie
czyli budowanie catosci — sumowanie.

yi

Catka ma bardzo prosta
interpretacje geometryczna:
jest to pole zawarte pomiedzy
osig OX, a wykresem funkgiji.

Wyobrazmy sobie, ze mozemy
dowolnie drobno podzieli¢
odcinek [a,b] na podprzedziaty.
Woweczas suma iloczynow N I“’”""
dtugosci przedziatu i wartosci
funkcji podcatkowej w tym
przedziale bedzie catka, jezeli dalsze zageszczanie podziatu
nie bedzie juz wptywato na wartosc¢ sumy.




Catkowanie — o co w tym chodzi?

W przypadku, gdy znamy analityczne rozwigzanie catki
nieoznaczonej:

jf(x)dx:F(x)+C

Mozemy je wykorzysta¢ do obliczania wartosci cafki
oznaczonej, wedtug wzoru:

T f (x)dx = F(b) - F(a)



Catkowanie — Ach, Ci matematycy
Zawsze to samo:
Najpierw wymyslajg skomplikowane operacje, a pdzniej
orientujg sie, ze w wiekszosci przypadkow po prostu nie da

sie tego policzyc....

Wtedy starajg sie sprowadzi¢ problem do dodawania i
mnozenia. Takie podejscie nazywa sie Analizg Numeryczna.
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Wtedy starajg sie sprowadzi¢ problem do dodawania i
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W przypadku problemu poszukiwania catki oznaczonej opracowujg
Metody Catkowania Numerycznego.



Do czego mozemy uzywac catkowania

Catkowanie moze by¢ narzedziem stuzagcym do analizy
procesow fizycznych:

- praca zdefiniowana jest catkg;

- majgc dystrybucje pewnego parametru mozemy znalez¢
jego ilos¢ w osrodku (ziarna, czastki, gestos¢ materii, itp. ... );
- poszukiwanie srodkéw ciezkosci figur;

- pomiar dtugosci toru ruchu;

- obliczanie ciepta wydzielonego podczas przemiany;

- rozwigzywanie pewnych typow réwnan rézniczkowych;

- wiele innych ....



Przyktad 1

Po zastosowaniu odpowiedniego odczynnika mozliwe byto
kolorowe wytrawienie probek materiatu. Analiza statystyczna
ujawnita wartosci Sredniego promienia ziarna oraz odchylenia
standardowego.

Te parametry prowadzg do oszacowania rozktadu wielkosci
ziaren, N(d).

(.
Catka : jN(d)dd jest liczbg ziaren o Srednicy z przedziatu

dmin

[dmin' dmax] :



Przyktad 2

Mikrokalorymetr zapisuje serie danych, miedzy innymi: ilos¢
ciepta wydzielong, w kolejnych krokach czasowych procesu.




Przyktad 2

Dane te umieszczone w kartezjanskim uktadzie
wspotrzednych mogg zostac opisane przez funkcje.
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Przyktad 2

Linia bazowa — hipotetyczna krzywa opisujgca przebieg
procesu w sytuacji w ktérej nie nastepowatyby przemiany
fazowe.

llos¢ ciepta wydzielonego podczas przemiany moze zostac
wyznaczona przy pomocy roznicy catek:

catki pod krzywg opisujacy ilos¢ wygenerowanego ciepta oraz
catki pod linig bazowa.

Obie te catki brane sg w przedziale o kraricach wyznaczonych
przez punkty przeciecia funkcji podcatkowych.



Przyktad 3

Dane jest rownanie rdzniczkowe zwyczajne z warunkiem
poczgtkowym:

{y'(x)z 3x* —2x+1
y(0)=1

Znalez¢ wartosé funkcji  Y(X) w punkcie x = 3.

y(3)=y(0)+ j‘ y'(x)dx =1+ j: (3x% — 2x +1)dx



Jak catkowac doktadnie w programie MAXIMA ?

integrate (3*t, t):

integrate (2*x*x, x, 0, 1);

Rozwigzanie dla przyktadu 3

eq @ 'diff(y,x)=3*x"2-2%x+1;
ode? (eq, v, X);

icl (%, ==0, v=1);

flx):= 2"3—=x"24+x=+1;

£(3):

l+integrate (3*x"2-2*x+1, =x,0,3);



Przyktad 4
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Metody catkowania numerycznego

Metoda prostokatow
Metoda trapezow
Metoda parabol

Metoda Monte Carlo



Metoda prostokatow

Metoda prostokgtow polega na przyblizeniu obszaru ograniczonego
wykresem funkcji przez prostokaty o podstawie rownej dtugosci
kroku catkowania i wysokosci rownej wartosci funkcji w przedziale
okreslonym przez krok catkowania.

,IlrfrT_al' l,rlir.".].-‘

Wartos¢ funkcji moze by¢ brana z punktéw brzegowych lub z wnetrza przedziatu.



Metoda prostokatow

Formuta obliczeniowa:



Metoda prostokatow
Metoda prostokgtow dla przyktadu 4 bedzie wygladata nastepujaco:

fix) := =

dx = 1;

a : 0.e8;

s1 0;

s2 0;

53 0;

N : 3/dx;

for i : 0 while i < N do

—

1 + dx*f(0+1+d=),
2 4+ dx*f(a*d=z+i+d=),
3 4+ dx*f (dxtivd=)
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Metoda prostokatow

Zmiana parametru a i dx w poprzednim przyktadzie pokazuje, ze
doktadnos¢ metody zalezy od:

- wyboru punktu, w ktérym liczymy wartosc¢ funkcji,
- dtugosci kroku catkowania

oraz, ze odpowiednio zmniejszajgc krok catkowania zblizamy sie do
rozwigzania doktadnego.



Metoda trapezéw

Metoda trapezow polega na przyblizeniu obszaru ograniczonego
wykresem funkcji przez trapezy prostokatne o wysokosci rownej
dtugosci kroku catkowania i podstawach o dtugosciach
odpowiadajgcych wartosciom funkcji w punktach weztowych na
brzegu przedziatu.
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Metoda trapezow

Formuta obliczeniowa:

j- f(X)dXZiZAXi(f(Xi)"' f (% +Ax))



Metoda trapezéw

Metoda trapezow zastosowana do przyktadu 4 da rozwigzanie
doktadne. Tak samo ta metoda zachowa sie dla kazdego przypadku
catkowania funkgji liniowej.

£fix) =
dx : 1
S @ 0;
N o: 3/dx;

for i : 0 while i < N do
[
5 : 5 4+ 0.5%dx* (£ (0+i*dx) + £ dx+i*dx))
} 7
displav (3S);



Metoda trapezéw

W przypadku catkowania funkcji innych niz liniowa, doktadnosc
metody trapezow zalezy od dfugosci kroku catkowania.

fix) 1= 3*x"2;
dx @ 1;

S o 0;

N : 3/dx;

for 1 : 0 while 1 < N do
(
S : 8 + 0.5%d=x* (£ (0+1*dx) + £ (dx+ix*d=))
)i
displav(s):

integrate (3*x™2, %, 0, 3);

sprawdzenie




Metoda parabol (metoda Simpsona)

Metoda parabol polega na przyblizeniu pola pod krzywg polami figur
ptaskich budowanych w nastepujacy sposob:

podobnie jak dla trapezéw podstawg jest podprzedziat catkowania,
bokami sg wartosci funkcji catkowanej w punktach brzegowych,
czwarty bok jest opisany parabolg rozpietg na wartosciach funkgji
catkowanej w punkcie srodka przedziatu catkowania oraz punktow

brzegowych.
f(x \

P1 P2




Metoda parabol (metoda Simpsona)

Formuta obliczeniowa:

ZAX(( )+ 41 (x + LA )+ f(x +Ax ))

D C—
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Metoda parabol (metoda Simpsona)

Metoda parabol jest doktadna dla wielomiandw stopnia mniejszego
lub rownego 2.

f(x) := 0.015*%(x"5 — x"™4);
dx @ 1;

S : 0;

N : 3/d=;

for 1 : 0 while i < N do

(
S : 8 4+ (1/6)*dx* (£(0+i*dx) + 4*f(0.5%dx+i%dx) + f(dx+i*dx))

) ;
display (S):

integrate(f(x), %, 0, 3), numer;



Metoda parabol (metoda Simpsona)

W przypadku pozostatych funkcji podcatkowych jej doktadnosc zalezy
od dtugosci kroku catkowania.

f(x) = 0.01*%exp(x"2);
dxz : 1;

S : 0;

N : 3/d=:;

for 1 : 0 while i < N do

(
S : S + fleoat((1l/6) *dx* (£ (0+i%dx) + 4*f(0.5%dx+i*dxn) + f£(dx+i*dx)))

) i
display (S} ;

integrate(f(x), =%, 0, 3), numer;



Catkowanie dla danych doswiadczalnych

W przypadku danych pochodzgcych z eksperymentu mamy do
czynienia z kilkoma ciggami danych:

najczesciej czas
X }i:1,2,..,N

] } pierwszy mierzony parametr w momencie
1)i=1,2,...,N odpowiadajacym i-tej wartosci zmiennej x

{g . } drugi mierzony parametr w momencie
1=1,2,...,N odpowiadajgcym i-tej wartosci zmiennej x

pozostate mierzone parametry



Catkowanie dla danych doswiadczalnych

Zgromadzone w ten sposob dane mogg by¢ bezposrednio

wykorzystane do wyznaczania przyblizonej wartosci catki. Zaktadamy
wowczas, ze:

fi = f(xi)

Ji :g(xi)

i stosujemy podane poprzednio wzory.
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