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1 Wstep

Ponizsze materialy zostaly przygotowane z mys$la o uczestnikach laboratoriow
z przedmiotu ,,Wybrane zagadnienia z matematyki”. W zbiorze tym postaram si¢ zgromadzi¢
opis zagadnien poruszanych podczas ¢wiczen, by umozliwi¢ shluchaczom latwiejsze

przyswojenie wiedzy.

Podczas zajg¢ uzywamy programu MAXIMA. Jest to program opensource. Aby uzyskaé
dostep do kopii tego programu lub oraz do materiatow szkoleniowych proponuje odwiedzié¢

strong: http://maxima.sourceforge.net/



2 MAXIMA - podstawowe funkcje programu

Maxima jest programem stuzagcym do wykonywania obliczen symbolicznych. Mozna go
uzywa¢ do rozwigzywania rownan, przeksztalcania wzorow, jako $rodowisko, w ktéorym
programujemy nieskomplikowane algorytmy, moze mie¢ jeszcze wiele zastosowan mig¢dzy
innymi moze by¢ stosowana jako zwykty kalkulator.

Po zainstalowaniu w menu start pojawia si¢ dodatkowy folder zawierajacy skroty.
Znajduja si¢ tam, migdzy innymi, skroty umozliwiajace dostep do jednej z dwoch wersji
programu WxMaxima oraz XMaxima. Funkcjonalno$¢ obu wspomnianych wersji jest taka
sama jednak interface programu wxMaxima wydaje si¢ by¢ bardziej przyjazny. W tym opisie
wszelkie zrzuty ekranu beda wtasnie z tej wersji.
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Oczekiwanie na wejscie

Rysunek 2-1. Obszar roboczy programu wxMaxima. Biale okno, to obszar w ktérym prowadzimy dialog
z programem. Menu wystepujace w gornej czesci okna pozwala na podstawowe operacje dyskowe oraz na
umozliwia wykonanie polecen w uproszczony sposob.

2.1 Maxima jako kalkulator

Program wxMaxima moze by¢ wykorzystywany do przeprowadzania podstawowych
operacji arytmetycznych z wykorzystaniem zmiennych. Praca z programem odbywa si¢ na
zasadzie dialogu, w ktorym po wystaniu zapytania do jadra systemu na ekranie pojawia si¢
odpowiedz lub komunikat o niemozno$ci zwrdcenia odpowiedzi. Przyktadem takiego
zapytania moze by¢ proba wyznaczenia sumy dwoch liczb:

(¥11) 2.35+46;
(¥0l) 8.35



Pytania wprowadzone przez uzytkownika oznaczane sa symbolem $%$i numer,
odpowiedzi $o numer. Wystanie zapytania do jadra systemu obliczefi symbolicznych
odbywa si¢ po naci$nigciu kombinacji klawiszy Shift + Enter. Sam klawisz Enter przesuwa
nas do nowej linii. W wxMaxima w celu oznaczenia cze¢sci dziesigtnej liczby uzywamy
kropki. Jest to zwigzane z tym, Ze program zostat stworzony w Stanach Zjednoczonych, gdzie
taka nomenklatura jest obowigzujaca. Ewentualne przemieszczenia kodu do nowej linii oraz
nadmiarowe odst¢py nie maja znaczenia. Instrukcja konczy si¢ wraz z napotkaniem przez
program $rednika lub dojscia do konca wprowadzanego przez uzytkownika tekstu. Wowczas
srednik na koncu jest dodawany automatycznie, gdyz jest wymagany przez jadro do
poprawnego wykonania operacji. Jezeli chcemy wykona¢ wigcej niz jedng instrukcje po
jednorazowym naci$ni¢ciu  kombinacji klawiszy Shift+Enter instrukcje rozdzielamy
srednikiem:

" (2i1) 2+3.4;
372 - 5.01;
573 — S%w3;
[ (%01) 5.4
(302) 3.99
(503) 0O

Z poprzedniego przyktadu wida¢, ze podnoszenie do potegi mozna zrealizowac¢ na jeden
z dwoch sposobow. Pierwszym jest operacja analogiczna do tych stosowanych na przyktad
warkuszu kalkulacyjnym Excel: ~ (od symbolu strzatki do géory T - jezyk
programowania AlgoL). Symbol ten uzyskujemy po réwnoczesnym wecisnigciu klawiszy
Shift + 6. Kolejny sposéb pochodzi od jezykéw programowania niskiego poziomu jak
FORTRAN: **,  Operator sklada si¢ z dwoch symboli mnozenia (popularnie zwanych
»gwiazdkami”). Symbol mnozenia uzyska¢ mozemy wciskajac jednoczesnie klawisz Shift + 8
lub wybierajac odpowiedni klawisz na klawiaturze numeryczne;.

W programie mozna rowniez uzywac funkcji elementarnych, takich jak pierwiastek,
logarytm, funkcje trygonometryczne... Do tego konieczna jest znajomo$¢ sktadni —
obowigzujacych nazw tych funkcji. Wszystkie je mozna znalez¢ w pomocy programu. Tutaj
przytoczymy kilka przyktadow.

" (211) sin(2)+cos(2);
tan(l)—cot (3);
exp (0);
log(l);

[ (301) sin(2)+cos(2)
(502) tan(l)—cot(3)
(303) 1
(304) 0

Jak tatwo si¢ domysle¢, funkcje do ktorych si¢ odwolywaliSmy w tym przyktadzie, to :
sinus (sin), cosinus (cos), tangens (tan), cotangens (cot), funkcja wyktadnicza



o podstawie e (exp), funkcja logarytmiczna o podstawie e (1og). W programie nie zostaly
zdefiniowane logarytmy o innych podstawach, zatem uzyteczna moze by¢ wiedza
o sprowadzaniu logarytmu naturalnego (o podstawie e) do logarytmu o dowolnej podstawie:

log, (5)= ") @.1)

- In(a)
przez In rozumiemy logarytm o podstawie e.

Pierwiastkowanie mozemy uzyska¢ przed podnoszenie do odpowiednich utamkowych
poteg. Pierwiastek kwadratowy mozna takze uzyskac¢ stosujac polecenie sqrt.

' (2i1) sart(2);

3*x*(1/2);
(301) ~J2
(302) /3

7 (2i3) 57(1/3);
(303) 5%/3

Obliczenia symboliczne s3 bardzo dobre, gdyz podczas kolejnych operacji komputer nie
popelia bledu zwigzanego z przyblizeniem liczby. Co jednak, gdy wynikiem ma by¢
interpretowalna warto$¢? Czestokro¢ zagniezdzone operacje matematyczne do tego stopnia
komplikujg wyrazenie, ze nie jest mozliwym nawet oszacowanie jego wartosci. Wowczas
mozna poprosi¢ program o podanie wartosci przyblizonej wyniku przeprowadzonych
obliczen.

L ($11) sgrt( exp( sin(2)-cos(sgrt(5))/3 )} * log(4)/65.43);
ccs-l-’u'?)
3in(2) -
Y

($0l) 0.12362649025871 %e 2 *\Jlog{ﬂl]
¥ (2i2) %, numer;

(%302) 0.25419658565668
L (%13) %ol, numer;

(%303) 0.2541965856%668

W powyzszym przykladzie mozna zauwazy¢, ze cigzko bytoby oszacowaé wartos$é
wyrazenia wprowadzonego przez uzytkownika (%$11), mimo iz wyglada imponujaco. Aby
uzyska¢ warto$¢ tego wyrazenia umieszczamy po nim przecinek i wywolujemy polecenie
numer . Nakazuje ono zwrocenie wartosci przyblizonej wyrazenia znajdujacego si¢ przed
przecinkiem. W wyrazeniu widzimy symbol %, zastepuje on ostatnie wystane przez program
wyrazenie. Do wyrazeh wprowadzonych przez uzytkownika, jak rowniez zwroconych przez
program mozna si¢ zawsze odnosi¢ podczas dialogu poprzez podanie $i numer lub
$o_numer. Nie wazne jak dawno temu wyrazenie to bytoby tematem dyskusji.



wxMaxima umozliwia réwniez kopiowanie fragmentow wprowadzonego juz kodu
i wklejanie go podczas komponowania kolejnych zapytan. Po wklejeniu wyrazenie bedzie
zgodne z tym zasadami formulowania zapytan przez uzytkownika. Mimo, Ze podczas
podawania odpowiedzi program stara si¢ jak najwigcej wyrazen zapisywaé w przyjaznej
formie. Zgodnej z tym w jaki sposob zapisujemy wyrazenia matematyczne. Cho¢ wystepuja
pewne modyfikacje, jak np. liczba e zapisywany jest przy pomocy $e. Podobny symbol jest
uzywany podczas wprowadzania 7, stuzy do tego:

spi

Warto pamigtac, ze podczas zageszczania wyrazen zawsze stosowane sg nawiasy okragte,
tak jak podczas wywolywania funkcji elementarnych.

2.2 Wyrazenia algebraiczne i rOwnania

W programie wWxMaxima istnieje mozliwos¢ deklarowania wyrazen algebraicznych.
Mozna zapisa¢ nawet bardzo skomplikowane wyrazenia — wzory. Wyrazenia te mozna
dowolnie przeksztatca¢, a takze mozna znalez¢ ich warto$ci przy pewnych, ustalonych
warto$ciach parametrow. Istnieje tez mozliwos¢ definiowania funkcji oraz przypisywania
calych wyrazen pod pewnymi nazwami.

2.2.1 Wprowadzanie wyrazen algebraicznych
Wyrazenia algebraiczne wprowadzamy bezposrednio z klawiatury. Dozwolone sg
wszystkie litery jak 1 ich kombinacje.

" (2i1) atb* (c-a);
(5cl) bBl{o—a)ta

7 (3i2) (a-b)* (a+b)+ (a—3) * (3pi+b) ~2;
(302) (a-3)(b+T)° +a-b)(b+a)

7 (3i3) =m+y**2-(a*c+2¥c) *3;

(203) yl+x—(ac+2 )

Po przyjeciu wyrazen program przeksztalca je zgodnie ze swoim zwyczajem do réwnan
zblizonych w zapisie do uzywanego przez nas sposobu notacji.

2.2.2 Przypisywanie warto$ci zmiennym
Operacje przypisywania wartosci zmiennej realizuje operator :. Znak roéwnosci
w programie WxMaxima odpowiada relacji pordwnania wartosci.



7 (311) 2%F+3%kr;
(301) 3 kr+2 f

7 (%i2) kr @ 2;

(Fo02) 2
(%o03) 1

[ (%i4) 2%f+3%kr;
(304) 8

7 (3i5)
(%o035)

[ (%i6) b + 2;
(306) b+2

" (317) b : 3;
(307) 3

" (%i8) b + 2;
(308) 5

Powyzszy przyktad pokazuje, ze po zdeklarowaniu wartosci zmiennej program bedzie
zastepowal ja przez te warto$¢ zawsze, gdy zostanie ona wywotana.

2.2.3 Definiowanie i rozwigzywanie réwnan
Réwnania mogg funkcjonowaé w programie podobnie jak zmienne: w formie
zastepujacych je symboli literowych:

7 (2i1) Rowl : x"2 = 4;

(301) x?=4

7 (2i2) solve (Rowl, x);
(202) [x=-2,%=2]

W powyzszym przyktadzie zostalo uzyte polecenie solve, ktore wywotuje algorytm
rozwigzywania réwnan. Jezeli rdwnania zgrupujemy nawiasami kwadratowymi, mozemy
rozwigzywac je potaczone spdjnikiem ,,i”" (uktady réwnan).

($i1) solve([2%x+y = 4, y - x = 1], [x,y]);
(%0l) [[x=1,y=2]]

Jezeli w wyrazeniu znajdujacym si¢ na pierwszej pozycji w poleceniu solve nie bedzie
znaku rownosci, F(x). Na przyktad solve (3*x - 6, x);. wxMaxima potraktuje je
jako réwnanie zapisane w formie ogélnej F(x) = 0.



Polecenie solve zwraca w efekcie liste rozwigzah nawet jezeli istnieje tylko jedno
rozwigzanie. Powoduje to pewna niedogodno$¢, uniemozliwiajaca bezposrednie odnoszenie
si¢ do warto$ci rozwigzania. Mozna to jednak uzyskac korzystajac z polecenia ev.

L (%1i1) rozw : solwve(sin(x) = 0, =)

solve: using arc—-trig functions teo get a sclutiocon.
Some scolutions will be Iost.

(F0l) [x=07]
" (2i2) 2 + solve(sin(x) = 0, x);
solve: using arc—trig functions to get a scluticn.
Some solutions will be lost.

(%02) [x+2=2]

" (2i3) 2 + ev(x, rozwlll);
(303) 2

" (2i4) 2 + evi(x + 1, rozwlll):
(304) 3

W przytoczonym powyzej przykladzie, wida¢, ze sama funkcja solve zwraca
bezuzyteczne, dla dalszych obliczen, wyniki. Jednak uzycie funkcji ev pozwala bezposrednio
wykorzysta¢ warto$¢ wyliczong z rownania. Oczywiscie wyrazenie na pierwszym miejscu
polecenia ev moze juz realizowac cze$¢ obliczen, co zostato zaprezentowane w poleceniu

$14, gdzie warto$§¢ x wyznaczona z rownania jest zwigkszona o 1.

Po raz pierwszy spotykamy si¢ tu z pojgciem [isty. W programie MAXIMA przez liste
rozumiemy skonczony cigg wartosci. Do elementow [listy odwolujemy si¢ przez uzycie
indeksu tego elementu, w tym wypadku rozw[1]. Indeks umieszczany jest w nawiasach
kwadratowych, w przypadku réwnania z jednym rozwigzaniem oczywistym jest, Zze
odwotujemy si¢ do pierwszego elementu listy, ktory jednocze$nie jest elementem jedynym.

3 Definicja rownania rézniczkowego zwyczajnego

3.1 Definicja

Réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym rzedu n nazywamy réwnanie postaci:

Fl, (), (0), 3" (x),.... " (x)) = 0, @3.1)

gdzie poszukiwang warto$cig jest funkcja: y:[xo,xo +a]—>SRd, spetniajagca warunek

(3.1). Przy czym, F:[x,x+a]x R x...x R’ — R" jest funkcja przynajmniej ciagla.

n+l

Jezeli k=d oraz funkcj¢ F mozna rozwikta¢ dla ostatniej wspotrzednej, to rownanie (3.1)
przyjmuje postac:



YO ()= £ (e, 20, ' (@), () (3.2)

1 . d d d
gdzie f:[x,,x, +a]x R x.. xR >R

n

Posta¢ réwnania (3.1) nazywamy uwikfang, natomiast rOwnanie w postaci (3.2)
nazywamy rownaniem w postaci rozwiklanej wzgledem pochodnej y™ (x).

Zmienna y jest poszukiwang funkcja, zmienng x nazywamy zmienng niezalezng. Podczas
opisu proceséw fizycznych czestokro¢ stosujemy trochg¢ inng nomenklaturg. W przypadku
opisu ruchu (zmiana potozenia w czasie) czegsto funkcje nazywamy x, a zmienng niezalezng
przez t. Jest tak ze wzgledu na tradycyjne rozumienie pewnych zmiennych wynikajace
z takich, a nie innych formut definiujacych pewne wielkosci. Dlatego w przypadku rownania
rozniczkowego zawsze nalezy si¢ zastanowi¢, co tak naprawde jest poszukiwang funkcja a co
zmienng niezalezng. Taka wiedze tatwo jest zdoby¢ obserwujac pochodng wystepujaca
w rownaniu. Wielko$¢, wzgledem ktorej rozniczkujemy jest zmienng niezalezng.

3.1.1 Warunki poczatkowe i brzegowe

Roéwnanie rozniczkowe (3.1) opisuje rodzing funkcji, ktore je spetniaja. Funkcji takich
moze by¢ nieskonczenie wiele. Aby ograniczy¢ liczbe rozwigzan do doktadnie jednego
wprowadzamy warunki poczatkowe (lub brzegowe). Warunek poczatkowy dla réwnania
rozniczkowego rzedu n wyglada w nastepujacy sposob:

J’(xo): Yo

:y'(xo):yl (3.3)

y (xo ) = YVua

3.1.1.1 Rozwigzanie ogdlne i szczegélne

Rozwigzanie rOwnania rozniczkowego ZWYyczajnego bez warunkow
brzegowych/poczatkowych nazywamy rozwigzaniem ogolnym. Po uwzglednieniu warunkow
brzegowych/poczatkowych otrzymujemy rozwigzanie szczegolne.

4 Rownania rozniczkowe zwyczajne rzedu pierwszego
i drugiego

4.1 Postaci rownan

4.1.1 Rownania w postaciach rozwiktanych
Roéwnanie rézniczkowe rzedu pierwszego w postaci rozwiklanej wyglada nastepujaco:

¥'(x) = fx, p(x)). 4.1)

Roéwnanie rézniczkowe rzedu drugiego w postaci rozwiktanej wyglada nastepujaco:



V' (@) = f(x,y(0,5' (). 42)
4.1.2 Zagadnienia poczatkowe (zagadnienie Cauchy 'ego)

Zagadnienie poczatkowe czesto zwane jest tez zagadnieniem Cauchy’ego. W przypadku
réwnania rézniczkowego rzedu pierwszego wyglada ono nastepujaco:

?N@Zf@J@»’ “3)
y (xo ) =
dla réwnan roézniczkowych rzedu drugiego:

»"(x0) = £ (3 y(x),' (x))

7(x)= : (44)

Y'(x) =y

Wymienione powyzej warunki poczatkowe fizycznie realizujg sytuacje kiedy znamy stan
poczatkowy procesu — zagadnienie (4.3) — lub stan poczatkowy i szybko$¢ z jaka zmienia si¢
badany parametr y — zagadnienie (4.4).

4.1.3 Zagadnienie brzegowe dla réwnania rézniczkowego rzedu drugiego
W przypadku réwnan rézniczkowych zwyczajnych rzedu drugiego jest sens mowié
o zagadnieniach brzegowych. Ma to miejsce wowczas, gdy badany stan y jest znany na
poczatku 1 koncu procesu, a poszukujemy przebiegu zmian tego parametru znanymi stanami.
Zagadnienie brzegowe dla rownania rozniczkowego zwyczajnego rzgedu drugiego ma postac:

P'(x) = f(xp(x), ¥ (%)
¥(xy) =, . 4.5)
y'(xo) =M

4.2 Przyklady réwnan rézniczkowych

4.2.1 Wahadto matematyczne

Zadanie polega na opisie ruchu wahadla matematycznego (patrz §5.1.2). Skorzystamy
przy tym zpraw dynamiki. Zakladamy, ze wahania sg niewielkie. Oznaczenia do
rozwigzywanego zadania przyjmujemy takie jak na rysunku, Rysunek 4-1.
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Rysunek 4-1. Schematyczna reprezentacja wahadla matematycznego omawianego w zadaniu
oraz rozklad sil.

P — jest punktem w jakim znajduje si¢ punkt materialny o masie m;
a — jest przechtodzeniem wahadta;

g — jest przyspieszeniem ziemskim,;

z — jest odchyleniem od $rodka O mierzonym po tuku OP

Sita grawitacji dziatajaca na punkt m w P rozklada si¢ na dwie skladowe: sile
rOwnowazong przez naciag nici oraz site, od ktoérej pochodzi przyspieszenie a, styczng do
tuku OP w punkcie P i skierowang do punktu O. Sity dzialajace na punkt materialny tworza
trojkat prostokatny, z ktorego mozna zapisac bilans sit dziatajacych na punkt P.

ma =-mgsin(x) (4.6

we wzorze (4.6) wystepuje znak minus, gdyz jest to sila dziatajagca ze zwrotem
przeciwnym do ruchu. Przyspieszenie jest druga pochodng drogi wzgledem czasu.

dt*

_dzz

a =z 4.7

2

d z )
m =—mgsin(x 4.8
e gsin(x) (4.8)

2 2
z definicji radiana (patrz §5.1.1): z = x/, skoro / = const.: dz =1

il wstawiajac co

réwnania, po odpowiednich przeksztalceniach otrzymujemy:

2
‘fﬁf = —%m(x) 4.9)



dla bardzo matych odchylen mozna przyja¢ sin(x) = x natomiast iloraz g 1 / mozna
zastapi¢ stalg zwigzang z wlasnosciami wahadta, np. &. Wowczas rownanie upraszcza si¢ do:

d’x

W =-—0x. (4.10)

Réwnanie (4.10) opisuje ruch wahadla matematycznego przy zalozeniu niewielkich
wychylen. Jest to rownanie rézniczkowe zwyczajne drugiego rzedu. Réwnania tego typu
mozemy rozwigzywac¢ doktadnie w programie MAXIMA.

Zgodnie z tym, co zostalo powiedziane wczesniej, rozwigzanie ogolne bedzie zalezato od
dwoéch parametrow. Odpowiada to r6znym przypadkom ruchu tego wahadta. Dlatego tez, aby
otrzyma¢ jednoznaczne rozwigzanie w postaci zaleznosci x(t), nalezy doda¢ warunki
poczatkowe lub brzegowe:

1. Warunki poczgtkowe — zaktadamy, ze w momencie rozpoczecia obliczen
znamy kat o jaki wychylone jest wahadlo oraz jego predkos$¢ poczatkowa:

d’x
ar’
x(t,) = X,
x'(t)) = x,

2. Warunki brzegowe — przyjmujemy, ze analizujemy przebieg drgan wahadla,
w ktorym znane sg katy x,, x, o jakie wychyla si¢ ono w chwilach ¢, 1 #,. Na
podstawie tych danych mozemy pozna¢ przebieg procesu w przedziale czasu

d’x
dt’

[ts, 1], a nawet dalej: {x(z,) =x,
x(t,)=x,

4.2.2 Poszukiwanie rozwigzania doktadnego problemu drgan wahadta

matematycznego
Otrzymane w poprzednim paragrafie (§4.2.1) rownania rézniczkowe wraz z warunkami
poczatkowymi/brzegowymi mozna rozwigza¢ analitycznie w programie wxMaxima.
Réwniez tutaj nie ma znaczenia wybdr nazw zmiennych, to czy mamy do czynienia
z poszukiwang funkcja, czy zmienng niezalezng zalezy od ulokowania symbolu w formule.

4.2.2.1 Rozwiqgzanie ogdlne

Dla uproszczenia przyjmijmy, ze dtugos¢ nici wynosi [ = [ [m], a przyspieszenie
ziemskie jest rowne w przyblizeniu g = 9.8/ [m s™]. Oto jak rozwiazujemy takie zagadnienie
w wxMaximie:



4 ($11) RRZ1 : '"daiff (=, t, 2) = —-9.81%x;

~
s

(%cl) - x=-95.810000000000001 x

dt*

" (2i2) odeZ (RRZ1, x, t);:

rat: replaced 9.810000000000001 by 251/100 = 5.810000000000001

(3-J109 ) (3~/109 t)
(%02) x=4%k] sinl——— |+ 4k2 cos|———|
Lo10 ) L 10 )

W powyzszym zapisie ‘diff oznacza operator ,,gotowos$¢” do zrdzniczkowania.
W przeciwienstwie do operatora diff nie wykonuje on rézniczkowania, ale przygotowuje
pochodna, ktéra pozniej jest elementem réwnania rozniczkowego. Operatory diff i ‘diff
maj3 nastepujaca skladnie:

diff (wyrazenie, zmienna, stopien pochodnej) —  wykonuje
rézniczkowanie symboliczne wyrazenia wyrazenie wzgledem zmiennej zmienna
stopien pochodnej razy. Jezeli stopien pochodnej nie jest zdefiniowany
przyjmowana jest warto$¢ 1.

‘diff (funkcja, zmienna stopien pochodnej) - wprowadza symbol
pochodnej (nie wykonuje rozniczkowania) stopien pochodnej stopnia wzgledem
zmiennej zmienna z funkcji funkcja.

7 (2i1) Qiff(x"S+x~24x+l, x);
(301) Sx 42 x+1

" (2i2) Qiff(x"S+x~24x+l, x, 2);
(302) 20 x°+2

4 (%13) diff(x"S+x"2+x+l, =, 4);
(%c3) 120 x

7 (2i4) '@iff(y, %, 3);
d3

(304) —— ¥
dx3

" (2i5) "@iff(x, t);
d
($05) —=x
dt

" (2ie) "Aiff(2%*x-4, x, 2);

-
£

(%oB) (2 x-4)

-

dx*

Warto$ci zmiennoprzecinkowe wprowadzane do komputera nie zawsze moga byc¢
reprezentowane  dokladnie.  Komputer liczy na  skofczonym  zbiorze liczb



zmiennoprzecinkowych 1 doktadnie moze wyrazi¢ tylko liczby z tego zbioru. Niestety jak
pamigtamy pomigdzy kazdymi dwiema liczbami wymiernymi mozna wskaza¢ liczbe
wymierng. Arytmetyka komputerowa na to nie pozwala. Zatem przy pomocy liczb
zmiennoprzecinkowych nie jeste§my w stanie wyrazi¢ nawet catego zbioru liczb wymiernych,
nie mowigc o liczbach rzeczywistych. MAXIMA wykonuje obliczenia symbolicznie, dlatego
mozemy dostrzec, ze warto§¢ przyspieszenia ziemskiego zostanie przeksztatcona do
wyrazenia 981/100. Co poprawia doktadno$¢ obliczen, jako ze nie sg one przeprowadzane dla
wartosci dziesigtnych, a dla zwigzanych ze soba wartosci catkowitych (ktéore moga by¢
wyrazone doktadnie). Program informuje o tym uzytkownika informacja:

rat : replaced 9.810000000000001 by 981/100 = 9.810000000000001

W rozwigzaniu oglélnym réwnania rézniczkowego zwyczajnego wystepuja stale,
oznaczone $k1 1 %$k2. W zaleznosci od warunkéw poczatkowych/brzegowych wartosci te
wyrazone s3 przez wartosci rzeczywiste.

4.2.2.2 Rozwiqgzania szczegolne
Rozwigzania szczegolne wyznaczamy w MAXIMIE korzystajac z polecen ic2 i bc2.

4 (¥i1) RRZ1 : 'diff(x=, t, 2) = -9.81%x;

-
£

(%ol)

~ x=-9.810000000000001 x
4l
" (2i2) odeZ (RRZ1, x,t);

rat: replaced 9.810000000000001 by 981/100 = 9.810000000000001

(3109 ¢) (34109 ¢)
(302) x=%k1 s5inl————|+4%k2 cos| —— |
Lo10 ) Lo10 )

" (2i3) ic2 (%02, t=0, x=0.5, 'diff(x,t) = 0);

rat: replaced 0.5 by 1/2 = 0.5

(3109 &
cog|l—————————
. 10

(F03) x=
2
7 ($14) bc2 (%02, t=0, x=0.5, t=1, ==0.25);
rat: replaced 0.5 by 1/2 = 0.5
rat: replaced 0.25 by 1/4 = 0.25

(3J109' ) | (3703 | 3109 ¢
cos| ————— I2cos -1lsin|——
. 10 . . 10 ) . 10

(F0d) x= —
3+)109

2
4 sin'
. 10

Wyniki obliczen mozna zaznaczy¢ przy pomocy wskaznika myszy i skopiowaé do
schowka, a nastepnie wykorzysta¢ podczas dalszych obliczen.

4.2.3 Prezentacja uzyskanych wynikow
Otrzymany wynik jest pewna funkcja, okreSlong przedziale /¢y, ty+a/. Funkcje te
mozemy wykresli¢ w programie MAXIMA. Aby tego dokona¢ nalezy najpierw przypisac jej



pewng nazwe¢. Wykonujemy, to korzystajagc z wymienionej wczesniej mozliwosci kopiowania
do schowka tresci zwroconej przez system.

(%15) funkl(t):=cos((3*sgrt(10%9)*t)/10)/2;

|'f3 109 t)
cog|———
. 1D
(%02) funkl(t):= 5

Nastepnie wykres tej funkcji mozemy narysowa¢ w odpowiednim przedziale. Ze wzgledu
na matematyczne podstawy teorii rozwigzywania réwnan rézniczkowych zwyczajnych,
przedzial, w ktorym rysujemy wykres funkcji powinien rozpoczyna¢ si¢ od wartosci #. Do
rysowania wykresu funkcji zaleznej od jednego argumentu wykorzystujemy funkcje plot2d
(wywoluje zewnetrzny program gnuplot) lub jej wersje do umieszczania wykresu w arkuszu
wxplot2d.

" (2i6) wxplot2d(funkl, [t,0,51);

| 0.5
0.4

0.3

0.2

0.1

(5t6) -B:
-8.2

-8.3

-8.4

-35

t

funki

(306)
Na osi pionowej odczytujemy kat o jaki wychyla si¢ wahadlo w pewnej chwili czasu,
ktorag mozemy odczytac z osi poziome;.

4.2.3.1 Wiecej funkcji na jednym wykresie

Mozliwe jest tez umieszczanie wigkszej ilosci funkcji na jednym wykresie oraz
kontrolowanie pewnych parametrow wykresu. Tutaj poprzez przyktad zostanie
zaprezentowana ingerencja w niektore z opcji kreslenia wykresow.

Sproébujemy narysowa¢ wykres funkcji oraz jej pochodnej, opisa¢ osie i krzywe
wystepujace na wykresie.



" (%i5)

(%05)

V' (2i6)

(%o0E)

' (217)

(507)

funkl (t) :=cos{ (3*sgrt (109) *t)/10)/2;

(34109 t]

CDS‘

\ 10
funkl(t):= P

diff (funkl(t), t):

(34109 ¢
34/109 sin| ————
10

,

20

pochodnal (£) :=

(3109 ¢
—34/109 zin| ————
10

,

ochodnal(t):=
P () >0

—(3*sgrt (109) *sin((3*sgrt (109) *t)/10))/20;

Powyzsze polecenia pozwalajg wyznaczy¢ zmienne opisujgce wyznaczong funkcje oraz jej

pochodna. Aby narysowac te krzywe na jednym wykresie stosujemy polecenie plot2d:

i (%i8)

plotid(
[legend,
[vlabel,

[funkl (t), pochodnalit)].,
"funkecja™, "pochodna™],
"kat (rad) |

wykres otwiera si¢ w nowym oknie:

[t,
[x1label,
szybkosé zmiany kata

0, 31;
"czas (s1"1],
(rad/s)"] );:

kat (rad) | szybkosc zmiany kata (radfs)
o

funkcja
pochodna

05 1 15 2

czas (s}

25 3

Zastosowane tu polecenie plot2d zawiera dodatkowe opcje: wziete w nawiasy kwadratowe

nazwy rysowanych funkcji pozwalaja umiesci¢ wigcej niz jedng krzywa na wykresie;

legend pozwala doda¢ legendg, opisy w legendzie wzigte s3 w cudzystowie 1 beda
przypisane do konkretnych funkcji w takiej kolejnosci, w jakiej pojawialy si¢ ich nazwy;

xlabel i ylabel pozwala nada¢ opisy osiom x i y.



5 Schematy rodéznicowe dla rownan roézniczkowych
zZzwyczajnych
W dalszej czgsci bedziemy zajmowaé si¢ przyblizonym rozwigzywaniem rdéwnan
rozniczkowych zwyczajnych. Zaktadamy, ze podstawowy problem, z ktorym mamy do
czynienia wyglada nastepujaco:

y'(@)=flerx) GO

Jezeli funkcja po prawej stronie zalezy tylko od zmiennej y réwnanie to nazywamy
autonomicznym. W takim przypadku pole predkosci zmiany parametru y jest state w catlej
dziedzinie rownania r6zniczkowego. Jezeli f jest zalezne od x, to pole predkosci zmienia si¢
w zaleznosci od x. Roéwnanie rdézniczkowe zwyczajne nazywamy — wOwczas
nieautonomicznym.

Rozwigza¢ numerycznie rownanie rozniczkowe znaczy to poda¢ przyblizone wartosci
rozwigzania rOwnania rozniczkowego wraz z ustalong funkcja f, warunkami poczatkowymi,
brzegowymi w dyskretnym zbiorze punktow nalezacych do dziedziny réwnania.

5.1 Obserwacja wrazliwosci rownania rdozniczkowego na wartoSci
poczatkowe oraz na parametry modelu

5.1.1 Pole kierunkéw zwigzane z rownaniem rézniczkowym

Pole kierunkéw opisane réwnaniem rozniczkowym (5.1) w ukladzie x x Rn wyglada
nastepujaco [I, y’(x)], zatem [I, f(x,y(x))]. Pole kierunkow opisanych rownaniem
rozniczkowym, to zbioér wektorow stycznych do rozwigzania réwnania (5.1).

W MAXIMie istnieje mozliwos$¢ przedstawienia pola kierunkow. Realizuje to
polecenie plotdf:

(3i1) plotdf(y"2 + x, [x, -5,51, [y, -5,51);

W efekcie otrzymamy nastgpujace pole:
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Strzatki na wykresie obrazuja chwilowe predko$ci w réznych punktach. Sprobujmy wybrac

ktéry$ z tych punktow na tym wykresie. Jak wtedy bedzie si¢ poruszat punkt startujacy
z wybranego punktu? Wyobrazmy sobie trajektori¢ jego ruchu.

5.1.2 Wrazliwo$¢ rozwigzania na wybér warunku poczatkowego

Odpowiadajac na pytanie, ktore pojawito si¢ na koncu poprzedniego paragrafu wyobraziliSmy
sobie trajektori¢ ruchu rozpoczynajacego si¢ w pewnym punkcie obszaru umieszczonego na
wykresie. Mozemy teraz sprawdzi¢ czy nasza intuicja byla poprawna. Kliknijmy wybrany
przez nas punkt. Na wykresie pojawi si¢ trajektoria. Kliknijmy jeszcze raz, pojawi si¢ kolejna:
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Jak wida¢ na rysunku ksztalt krzywej bardzo znaczaco zalezy od miejsca, w ktorym
klikneliSmy. Zaznaczona na czerwono krzywa to rozwigzanie szczegdlne problemu
poczatkowego Cauchy’ego (4.3).

Wybor punktu poczatkowego przez kliknigcie nie jest najdoktadniejszy. Skoro krzywa
jest az tak bardzo wrazliwa na wybor warunku poczatkowego potrzebujemy dodatkowego
narzg¢dzia pozwalajacego wybrac¢ konkretny punkt. Wprowadzajac polecenie:



(%12) plotdf(yv~2 + =, [x, -5,5], [v¥, —-5,3], [trajectory at, 0, 01);

w wyniku czego otrzymujemy nastepujace pole kierunkéw wraz z narysowanym
rozwigzaniem przechodzgcym przez punkt [0, O]:
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5.1.3 Wrazliwo$¢ rozwigzania na parametry modelu

Dotychczasowa analiza pozwolita nam zaobserwowa¢ wplyw wyboru warunku
poczatkowego na ksztalt rozwigzania réwnania rdézniczkowego zwyczajnego. Sprobujmy
teraz zastanowi¢ si¢ nad innym zagadnieniem. Funkcja f stojaca po prawej stronie roOwnania
rozniczkowego (5.1) ma pewng postac. Zarowno przed zmienng x jak 1 y mozemy wstawiac
dowolne wspotczynniki. Czy bedzie to miato duzy wptyw na pole kierunkéw? Na ksztatt
krzywej bedacej rozwigzaniem?

Przeanalizujemy ten problem przy uzyciu narz¢dzi dostarczonych przez program
MAXIMA. Wprowadzajac nastgpujace wyrazenie:

- (%$i3) plotdf(m*y~2 + k*x, [sliders, "m=-2:3, k=-2:3"]1,
[%, -5,2], [¥vr -5,5]1, [traje‘:tery_atr 0, 01):

otrzymujemy pole kierunkow wraz z suwakami, ktore pozwalaja zmodyfikowac¢ warto$ci
parametrow m i k:

Modyfikacja wartosci tych parametrow pozwala obserwowac jak bardzo zmienia si¢ krzywa
rozwigzania w zalezno$ci od przyjetego modelu. Zmiana warto$ci parametrow m 1 k jest
zwigzana z modyfikacjg parametrow fizycznych opisywanego procesu. Znaczace zmiany
w ksztatcie krzywej bedacej rozwigzaniem problemu poczatkowego pokazujg jak duze biedy
mozna popetni¢ przez zbyt grube szacowanie, chocby parametrow termofizycznych.




5.1.4 Cwiczenia
Prosze przeanalizowa¢ w sposob analogiczny do opisanego w §5.1.2 1 §5.1.3 nastepujace
roéwnania rézniczkowe:

a) y'(x) =m*y + k*°
b) y'(x) =s%*y

5.2 Schemat Eulera
Omowione powyzej pole kierunkéw zwigzanych z réwnaniem rézniczkowym daje nam
intuicj¢ na temat sposobow tworzenia metod numerycznych.

5.2.1 Wyprowadzenie schematu przy wykorzystaniu interpretacji

geometrycznej

Nalezy rozwigza¢ problem poczatkowy (4.3). Rozwigzanie bedzie wyznaczone
w dyskretnym zbiorze punktow. Dziedzing réwnania dzielimy wedlug ustalonego kroku
catkowania & = (Ax). Stojac w punkcie o wspotrzednych (x), yy) poruszamy si¢ zgodnie
z kierunkiem wyznaczonym przez pole kierunkéw. W punkcie (xy, yy) wektor zdefiniowany
przez réwnanie rézniczkowe jest postaci [1, y’(xg)] = [I, f(xoyo)]. Poruszajac si¢ we
wskazanym przez niego kierunku z krokiem o dlugosci Ax docieramy do punktu
(x0, yo) + Ax [1, f(x0, vo)] = (xo + Ax, yp + Ax f(x0, ). Chcac obliczy¢ w ten sposodb wartos¢
funkcji y(x) w punkcie x;, nalezy wykonaé N’ krokéw opisanym schematem.

Powstaty w ten sposob schemat przyblizania rozwigzania roéwnania roézniczkowego
mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci:

Xy =X, +h .
dla i=0,1,...N-1
Via = V: thf; (5.2)

h=Ax, f, zf(xi’yi)

Algorytm ten tworzy na ptaszczyznie, bedacej dziedzing rozwigzania, tamang, ktora
powinna odtwarza¢ ksztatt krzywej bedacej rozwigzaniem.

Wzglad na oméwiong w poprzednim rozdziale §5.1.2 wrazliwo$¢ rozwigzania rdwnania
rozniczkowego na wybdr warunku poczatkowego sugeruje od razu problem z doktadnoscia.
Tak naprawde, w kazdym kolejnym kroku schematu stajemy przed zadaniem rozwigzania
innego problemu poczatkowego. Rownanie rozniczkowe jest takie samo, jednak zmienia si¢
warunek poczatkowy. Prawie zawsze kolejne punkty naszej tamanej znajdujg si¢ poza krzywa
opisujacg rozwigzanie doktadne. Startujac z punktu lezacego poza krzywa mozemy juz nigdy
na nig nie wroci¢, a czasem bardzo szybko oddala¢ si¢ od niej. Oddalanie si¢ nie bedzie
w tym wypadku spowodowane dodatkowymi bledami, a raczej charakterem pola kierunkow
w obszarze do ktérego przesungliSmy si¢. Nawet najdrobniejsze przesunigcie si¢ z krzywej

(x, =)

' Dla podanych w przyktadzie parametrow N = A



rozwigzania doktadnego powoduje, ze trafiamy na krzywa bedaca rozwigzaniem problemu
o innym warunku poczatkowym.

Jednak pomimo wymienionych niedoskonatosci, ze wzgledu na bardzo intuicyjny
charakter, prostot¢ implementacji oraz nieduzy koszt obliczen metoda ta jest bardzo szeroko
stosowana. Nawet w przypadku bardzo skomplikowanych zagadnien osoby, ktore probuja
znalez¢ ich rozwigzania numeryczne najpierw probuja tego dokona¢ metoda Eulera. Dopiero
kiedy ona zawodzi podejmowane sg proby zastosowania bardziej ztozonych schematow.

5.2.2 Przykiad obliczen schematem Eulera
W tym paragrafie podjeta zostanie proba znalezienia przyblizonego rozwigzania
zagadnienia poczatkowego Cauchy’ego:

'=0.6x>—1.6
{y * —Lby (5.3)

10)=3

Rozwigzanie doktadne tego problemu mozemy znalez¢ przy pomocy programu MAXIMA,
wykonujac polecenia:

ode2 ('diff(y,x) = 0.6*x**2 - 1.6*%y, vy, X);
icl (%, x=0, y=3);
Rozwigzanie doktadne jest postaci:

Eixi;' 8 x H'|

. 5 - |
e ° |(96x°-120x+75)%= ° +693)
256

Y:

Wyznaczong zalezno$¢ przejmiemy przy uzyciu myszy i korzystajac z operacji kopiuj do
schowka oraz wklej definiujemy funkcje

e (=(8*x)/5)* ((96*x72-120*x+75)

rozDokl (x) :=(
*%e” ((8*x)/5)+693))/256;

%
%

Jak wida¢ uzyskane rozwigzanie jest bardzo skomplikowane i by¢ moze znalezienie go
stanowitoby problem dla niewprawnej osoby. Teraz zastosujmy metod¢ Eulera do tego
zadania.

Odtworzenie rozwigzania rownania rozniczkowego wymaga przechowywania
wszystkich punktow tamanej, ktora je przybliza. Jest ona zdefiniowana przez dwa ciagi
punktow x;, yi.. Mozna oczywiscie za kazdym razem definiowa¢ nowg zmienng, w ktorej
przechowujemy kolejne przyblizenie, jednak podejscie takie jest mato efektywne, gdyz
uniemozliwia automatyzacj¢ obliczen. Innym podej$ciem jest praca na tablicach. W ten
sposob zapewniona jest zawsze taka sama nazwa zmiennej, a odwotanie do kolejnego
elementu tablicy odbywa si¢ przez wybor odpowiedniego indeksu.



(%11) =i : make array(flonum, 11);
vi : make array(flonum, 11);

(%0l) Lisp array [11]

(%02) Lisp array [11]

W MAXIMIE istnieje wiele sposobow definiowania tablic. W tym przyktadzie wykorzystano
polecenie make array. Jako argumenty tego polecenia podajemy typ elementow tablicy,
w tym wypadku flonum — typ zmiennoprzecinkowy i liczbe elementow w tablicy — tablica
numerowana jest indeksami od 0 do N-1 (N liczba podana jako drugi argument polecenia

make array)

6 Dodatek A
6.1 Definicje

6.1.1 Radian

Jest to miara tukowa kata plaskiego, jest jednostka uzupehiajacg uktadu SI. Przez jeden
radian rozumiemy kat ptaski wycinajacy z okrgegu tuk rowny promieniowi tego okregu (patrz
Rysunek 6-1. Graficzne przedstawienie kata o mierze jednego radiana). Radian [rad] jest jednostka
uktadu SI. Jest jednostkg niemianowana.

< ;

o = 1 radian

Rysunek 6-1. Graficzne przedstawienie kata o mierze jednego radiana



Korzystajac z definicji radiana mozna wyznaczy¢ wartos¢ dowolnego kata. Jezeli kat
o mierze « wycina z okregu o promieniu R tuk o dlugosci /, jego miar¢ w radianach
znajdziemy stosujac wzor:

o= Il{[rad]. (6.1)

Jeden radian w mierze stopniowej jest roéwny 57,29578°. Kat petny w radianach jest
rowny 2 7.

6.1.2 Wahadto matematyczne

Wahadlem matematycznym nazywamy punkt materialny o masie M zawieszony na dtugie;j,
cienkiej i nierozciggliwej nici, Rysunek 6-2. Wahadto matematyczne Wykonuje ono wahania
wokot najnizej potozonego punktu O, zwanego srodkiem wahan.

P . e

iy

6-2. Wahadlo matematyczne

6.1.3 Wzor Taylora i rozwiniecie funkcji w szereg potegowy

6.1.3.1 Wzor Taylora
Zatozmy, ze f: [a,b] — Y jest (n+1) razy rdzniczkowalng funkcjg w sposob ciagly. Wowcezas
dla kazdego x € (a, b):

70)= £@)+ =Y @)+ 5 e 57 o) R (1) 62)

2! n!

gdzie R,(x,a) spetnia: lim R, (x.a) 0.
x—a ()C _ a)"

6.1.3.2 Szereg Taylora
Niech funkcja f{x) ma w pewnym otoczeniu punktu x, wszystkie pochodne i1 niech xy + 4
nalezy do tego otoczenia. W mysl wzoru Taylora mamy dla n=1,2, ...

P+ = £l )+ ) et 7 ) PR () 63)
1 (n—1)




gdzie:

e (xo,xo +h) (6.4)

6.1.3.3 Szereg Maclaurina
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