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1 Wyliczanie wartosci wielomianu w punkcie

Przez caly okres szkoty $redniej byliSmy uczeni znajdowaé wartosci wielo-
mianéw réznych stopni metoda, ktora polegata na podstawieniu wartosci
zmiennej x i sukcesywnym podnoszeniu do potegi, wykonywaniu mnozen
i dodawan. Ze wzgledu na to, ze kazdy z nas potrafi ja zastosowaé¢ mozemy ja
okresli¢ jako metode klasyczng. Oczywiscie kiedy liczymy wartosé wielomia-
nu na kartce papieru, nie zadajemy sobie pytan o to ile dziatan wykonamy,
a ile moglibySmy wykona¢. Czasem potrafimy zauwazy¢ pewne specyficz-
ne cechy badanego wielomianu i korzystajac z praw rzadzacych rachunkami
przyspieszamy prace. Nie jest to jednak jakis schemat dziatania, ktory zawsze
doprowadza nas do rozwiazania szybciej, a wynik dziatania naszej wyobrazni
i kreatywnosci wspartych wiedza o prawach matematycznych. Co wiecej, jak
ktos ma tej kreatywnosci zbyt wiele w stosunku do wiedzy, to moze wybraé
droge takich przeksztatcen, ktore zamiast przyblizy¢, znaczaco oddalg go od
pozadanego wyniku. Nie zastanawiamy si¢ nad ztozonoscig obliczeniowa da-
nego problemu i nie prébujemy zoptymalizowaé¢ obliczen, gdyz zwykle mamy
do wyliczenia 2, 3,5 wartosci wielomianu i po prostu nie chce nam si¢ mar-
nowaé czasu na zastanawianiem sie nad metodami przygotowywania danych
do obliczen. Ze wzgledu na to, ze ilo$¢ czasu, ktory zaoszczedzimy, bytaby
znikoma w stosunku do tego, ktory poswiecimy na dumanie o nowatorskim
algorytmie, wolimy ten czas poswieci¢ na co$ bardziej przyjemnego.

Inaczej sprawa przedstawia si¢ podczas przygotowywania programu, w kto-
rym wyznaczanie warto$ci wielomianu wysokiego stopnia jest elementem nie-
zbednym do poprawnej pracy algorytmu i moze sie powtarza¢ wielokrotnie.
W takim przypadku oszczednosé, nawet kilku obliczen arytmetycznych, pod-
czas jednokrotnego przebiegu funkcji moze w efekcie pozwoli¢ na przyspiesze-
nie pracy duzych programéw nawet o 70—90%. Podczas tworzenia takiego al-
gorytmu konieczne jest rowniez zwrocenie uwagi na to, by wynik uzyskiwany
dzieki jego zastosowaniu byt taki sam jak wynik uzyskany metoda klasyczng.
Te warunki spelnia schemat Hornera.

ZADANIE

Mamy dany wielomian

w(x) = ax™ + ...+ a1z + ay, (1)

chcemy znalez¢ jego wartosé dla x = xy. Aby rozwigzacé takie zadanie mozemy
skorzysta¢ z co najmniej dwoch metod postepowania:
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1.1 Metoda klasyczna

Jest to metoda wyznaczania wartosci wielomianu w punkcie. Opiera si¢ ona
na wyznaczeniu wartosci kazdej potegi zg, 22, ... az do zjJ, w ten sposob wy-
znaczone wartosci po pomnozeniu przez wspoOlezynniki wielomianu (1) suk-
cesywnie dodajemy i otrzymujemy poszukiwang wartosc.

Przyklad

Niech bedzie dany wielomian p(z) = 3z* + 22? — x + 5, poszukujemy
warto$ci tego wielomianu dla xy = 2. Zgodnie z zasada pracy algorytmu
klasycznego najpierw wyznaczamy wartosci xj :

.%'0:2,
22 =2.2=4,

3 =2-2-2 =8 - mimo, ze wspolczynnik a3 = 0, wedtug schematu
musimy poswieci¢ czas na wyznaczenie tej wartosci,

zi=2.2.2.2=16

Teraz uzyskane warto$ci mozna wykorzysta¢ do wyliczenia wartosci wielo-
mianu: 3-164+2-4—-245=59.

Niestety metody tej, pomimo prostoty, nie mozna zastosowa¢ do przygo-
towania programu poszukujacego wartosci wielomianu w punkcie. Jej praca
kosztuje nas bardzo wiele operacji arytmetycznych. Sprobujmy policzy¢ ile
mnozen potrzeba, by wyznaczy¢ warto$¢ wielomianu (1):
dla kazdej potegi wykonujemy mnozen tyle ile wynosi jej stopien i jeszcze
jedno mnozenie przez wspotczynnik, czyli

Sm=n+n—-1)+Mn—-2)+...+42+1+0. (2)

W przypadku wyrazu wolnego nie wykonujemy zadnego mnozenia, stad zero
na kornicu sumy (2). Zauwazamy, ze jest to suma ciagu arytmetycznego. Ciag
ma n wyrazow z ktorych pierwszy jest rowny 1, a ostatni n, réznica tego ciagu
wynosi 1. Majac te wszystkie dane mozemy z tatwoscig wyliczy¢ doktadng
liczbe mnozen w schemacie klasycznym. Korzystamy ze wzoru na sume N—
elementowego ciggu arytmetycznego o najwiekszym wyrazie rownym by x
i najmniejszym rownym b7y :

Sy — barrn 42- barax N (3)
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W naszym przypadku:

- n+1  nn+1)
=5 n= 5 (4)

Sm

Oproécz tego wykonujemy jeszcze doktadnie n dodawan, by z wyliczonych
wezesniej iloczynow wyznaczy¢ poszukiwana sume.

1.2 Schemat Hornera

Inne podejscie do naszego zadania polega na zastosowaniu schematu Horne-
ra. Metoda ta polega na takim przeksztalceniu wielomianu (1), by mozliwe
byto zminimalizowanie liczby mnozen koniecznej do znalezienia wartosci tego
wielomianu w punkcie zy. Algorytm ten jest bardzo prosty w swoim zatoze-
niu, cho¢ moze rzeczywiscie przeksztatca wielomiany do postaci ,nie bardzo”
czytelnej.

Przy budowie tego algorytmu wykorzystujemy to, ze kazdy wyraz xj moz-
na utworzy¢ mnozac xf ' przez zo. Rozpoczynamy prace od elementu o naj-
wigkszym wyktadniku i mnozymy go przez a, - xy, nastepnie do iloczynu
dodajemy a,_; i uzyskang sume znéw mnozymy przez xy. Procedure te po-
wtarzamy, az do momentu, w ktérym dodamy element ayg. W wyniku takich
przeksztatcen wielomian zostaje zapisany w nastepujacej postaci:

w(z) = (... ((an - o+ an_1) - o+ an_2) - o+ ...) To + ao. (5)

Przygotowany w ten sposob algorytm nadaje sie do zastosowania w pro-
gramach komputerowych jak i w przypadku recznego wyznaczania wartosci
wielomianu w punkcie.

Przyktad

Niech bedzie dany wielomian p(z) = 3z* + 22? — x + 5, poszukujemy
wartosci tego wielomianu dla zy = 2. Zadanie identyczne jak w poprzednim
paragrafie (§1.1), ale tym razem wykonamy je przy uzyciu schematu Hornera.
Wedtug algorytmu (5) p(z) przeksztatca sie do postaci:

p(2)=({(3-240)-2+2)-2+(-1))-2+5. (6)

Wykonujac powyzszy ciag operacji arytmetycznych (6) otrzymujemy warto$é
wielomianu p(x) w punkcie o = 2 :

P(2) = (((6+0)-2+2) -2+ (1)) - 24+5=((12+2) -2+ (-1))- 2+ 5=

= (14-24(=1))-2+5=(28+ (1)) -2+ 5=27-2+5 = 59,
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/néw pojawia sie pytanie o liczbe operacji koniecznych, by wyznaczy¢
warto$¢ wielomianu. Kazdorazowo kolejne wyniki mnozymy przez wartosé¢ xg
w zwigzku z tym mnozymy doktadnie tyle razy ile wynosi najwyzsza potega
n. Czyli tatwo dochodzimy do wniosku, ze w tym schemacie wykonujemy n
mnozen. Liczba dodawan sie nie zmienita w stosunku do poprzedniej metody
(§1.1) 1 wynosi n.
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2 Rozwigzywanie rownan nieliniowych

Zadanie polega na rozwiazaniu réwnania, ktore moze by¢ nieliniowe. Jest ono
przedstawione zwykle w nastepujacej formie:

p(r) = (x) (7)

Rozwigza¢ rownanie znaczy to: znalezé wszystkie wartosci, ktore je spetnia-
ja badz wykazac, ze wartosci takie nie istnieja. W przypadku przyblizonego
rozwigzywania z zastosowaniem metod numerycznych nie jest mozliwe takie
postepowanie. Musimy przyjac¢, ze rozwigzanie w danym przedziale istnieje
oraz dokladnos¢ z jaka to rozwiazanie chcemy znalezé. Musimy zdaé sobie
sprawe z faktu, iz rozwiazanie, ktore znajdziemy bedzie tylko rozwigzaniem
przyblizonym. Wazna rzecza jest to bySmy mogli kontrolowa¢ doktadnosé
z jaka zostanie wyznaczony wynik. Dlatego wiele metod numerycznych po-
zwala nam okresli¢ ten parametr. Tradycyjnie oznaczamy go jako . Wartosé
ta zwykle przyjmowana jest jako niewielka liczba dodatnia. Poszukujemy ta-
kiego x € D, by réwnos¢ (7) byta prawdziwa. Aby moc znalezé taka warto$é
przeksztalcamy réwnanie do postaci:

p(z) —P(z) =0 (8)
Nastepnie definiujemy nowa funkcje f :
f(z) = p(x) — () (9)

Tak, przeksztatcone zadanie sprowadza sie do zadania znalezienia miejsca
zerowego funkcji f(z), ktore jest rownowazne zadaniu (7).
Przyklad

Zadanie polega na rozwigzaniu rownania:

2sinz — 72 = 3In(z — 3) — Vo
Réwnanie to przeksztalcamy do postaci:
2sinz — 72° — 3In(z — 3) + Vo =0

Wowcezas funkcje f okreslamy jako:

f(z) =2sinz — 72° — 31In (x — 3) + V/=.
|

Istnieje bardzo wiele metod przyblizonego poszukiwania miejsc zerowych
funkcji w tym dokumencie przedstawione zostang tylko wybrane metody.
W dalszej czesei zaktadamy, ze funkcja f(z) ma doktadnie jeden pierwiastek
w przedziale [a,b] C D.
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2.1

Metoda podziatu przedziatu

Matematyczna podstawg tej metody jest Tw. Bolzano-Cauchy’ego mowiace
o tym, ze jezeli funkcja ciggta zmienia znak na koncach przedziahi, to ma
ona co najmniej jedno miejsce zerowe w tym przedziale.

Poszukiwanie zera polega na odpowiednim podziale przedziatu [a, ] i od-
rzuceniu sposréd nowopowstatych przedziatow tych, w ktérych funkeja nie
posiada miejsca zerowego. Proces ten powtarzamy do momentu, az trafimy
w poszukiwany punkt(znajdziemy doktadne miejsce zerowe) lub bedziemy
dostatecznie blisko miejsca zerowego.

Algorytm polega na przygotowaniu ciggu zbieznego do wartosci bedacej
miejscem zerowym funkcji f(z).

Jako dane wejsciowe do algorytmu przyjmujemy:

punkty a i b bedace konicami przedziatu, w ktorym poszukujemy miejsca
zerowego,

a € (0,1) — liczbe, ktéra okresla w jakim stosunku bedziemy dzieli¢
przedziat na podprzedziaty; gdy a = 0.5 mamy do czynienia z metoda
bisekeji

e ¢ > ( tolerancje obliczen. Liczbe, ktora okresla przedzial o minimalnej

dtugosci dla ktorej chcemy prowadzi¢ obliczenia.

Kroki algorytmu:

1)

Najpierw analizujemy wszystkie przypadki w ktorych mogliby$my unik-
na¢ zmudnego obliczania wartosci ”krok po kroku”. Takie przypadki, to
sytuacja w ktorej nie sg spelione zatozenia tw. Bolzano — Cauchy’ego:
f(a)f(b) > 0 lub przypadek kiedy f(a) =0 lub f(b) = 0.

Wyznaczamy kolejne przyblizenie miejsca zerowego z,, = t, gdzie t =
aa + (1 —a)b = b+ a(a — b). Sprawdzamy, czy f(t) = 0 jezeli tak,
to t jest poszukiwanym rozwiazaniem — konczymy obliczenia. Jezeli nie
przechodzimy do nastepnego kroku. W niektorych wersjach algorytmu
mozna sie spotka¢ z warunkiem przerwania w ktorym wystarczy, ze
|f(t)] < e. Ze wzgledow praktycznych (bardziej przejrzysty algorytm)
zwykle warunek ten sprawdza sie na koncu petli realizujacej przepis na
znalezienie miejsca zerowego.

Sprawdzamy, czy f(t)f(a) < 0, jezeli tak, to nowym punktem b jest ¢.
W innym wypadku, a = t. Przechodzimy do nastepnego kroku algoryt-
mu.
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Rysunek 1: Forma okna programu, w ktérym procedura zostata zastosowana

4) Sprawdzamy warunek przerwania algorytmu [b — a| < e, jezeli jest
on speliony przerywamy obliczenia, rozwigzaniem jest punkt x = ¢
w innym wypadku wracamy do pierwszego kroku algorytmu.

Realizacja algorytmu — procedura Delphi

function f(x : Real): Real;

begin
result := x*x - 9;
end;

procedure TForml.ButtonlClick(Sender: TObject);

var
a : Real;
b : Real;
Alfa : Real,;
TOL : Real;
t : Real;
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begin
a := StrToFloat(Editl.Text);
b := StrToFloat(Edit2.Text);

Alfa := StrToFloat(Edit3.Text);
TOL := StrToFloat(Edit4.Text);

if f(a) = 0 then
Edit5.Text := FloatToStr(a)
else if f(b) = 0 then
Edit5.Text := FloatToStr(b)
else if f(a)*f(b) > 0 then
Edit5.Text := ’Nie moge znalezc rozwiazania’
else
begin

repeat
t := Alfa *x a + (1 - Alfa)* b;
if £(t) * f£(a) < O then
b =t
else a := t
until (£(t)

| -

0) or ((b - a) < TOL);

Edit5.Text :

FloatToStr(t);

end;

2.2 Metoda siecznych

Jest to metoda znajdowania miejsca zerowego funkcji okreslonej w pewnym
przedziale [a, b]. Oczywiscie, zeby mozna byto méwi¢ o poszukiwaniu miejsc
zerowych musimy wiedzie¢, ze w rozwazana funkcja takowe (co najmniej
jedno) posiada. Moglibysmy to sprawdzi¢ przy pomocy podobnego wyrazenia
jak w przypadku metody podziatu, ale specyfika metody siecznych pozwala
znajdowaé miejsca zerowe nawet poza przedzialem poczatkowym [a, b].

Idea metody polega na ”prostowaniu” krzywej f(z) przez prosta przepro-
wadzong przez dwa punkty nalezace do krzywej f. Takie zadanie nazywamy
interpolacjg krzywej przez wielomian odpowiedniego stopnia. W naszym wy-
padku wielomian ten jest bardzo prosty, bo jego stopien wynosi zaledwie 1.
Jak tatwo si¢ domysli¢, uzyskane w ten sposéb rozwigzanie bedzie wysoce
niedoktadne, dlatego bedziemy ten proces powtarzac¢ kilkakrotnie, aby je po-
prawi¢. Zawsze prostujemy na poprzednich dwoch argumentach x,,_1, x,_o.
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Jezeli dobrze wybraliSmy punkt poczatkowy, to wraz ze wzrostem indekséow
powinnismy otrzymywac¢ wartosci coraz blizsze miejscu zerowemu. W ten spo-
sob uzyskamy cigg argumentéw przyblizajacy miejsce zerowe. Kiedy element
tego ciggu x,, bedzie juz odpowiednio bliski poszukiwanemu rozwiazaniu (to
my zadajemy z jakiego rozwigzania bedziemy zadowoleni poprzez wartosé
parametru ¢) przerywamy prace algorytmu i uzyskana warto$¢ traktujemy
jako miejsce zerowe.
Jako dane wejsciowe do algorytmu przyjmujemy:

e dwa rézne punkty a i b bedace konicami przedziatu, w ktérym poszuku-
jemy miejsca zerowego (pamietamy, ze niekoniecznie w tym przedziale
znajdziemy rozwiazanie). Beda one dwoma pierwszymi przyblizeniami
rozwiazania. Kolejne przyblizenie bedzie punktem, w ktorym wygene-
rowana przy ich uzyciu sieczna przecina o§ OX.

e ¢ > 0 tolerancje obliczen. Liczbe, ktora okresla o ile nowy wartos¢ w x,,
moze sie rézni¢ od wartosci 0.

Przy uzyciu tych danych generujemy kolejne wyrazy ciagu przyblizaja-
cego poszukiwane miejsce zerowe. Ciag ten powstaje z kolejnych punktéow
przeciecia siecznych wykresu funkcji f(z) z osia OX. Na podstawie wzo-
row interpolacyjnych mozemy zapisaé jawne wzory na kolejny wyraz ciggu
(wsp6hrzedna kolejnego punktu).

Top = a

x1 =10 (10)
Tpoy = T — LEEnzTz1) = 1 93
n+1 n Flzn)—f(@n_1) ) Ly Iy e

Algorytm zdefiniowany iteracyjnie (10) przerywa swoja prace dla zy, gdy
|flzn)| <e.

2.3 Metoda stycznych (Newtona)

Podobnie jak w przypadku metody siecznych poszukujemy miejsca zerowego
funkcji w pewnym przedziale [a,b]. I jak w przypadku poprzedniej metody
wypadaloby mie¢ pewnos¢, ze takie miejsce zerowe istnieje. Idea dziatania
metody siecznych opiera sie na wyznaczaniu kierunku stycznego w wybra-
nym punkcie i budowaniu na tym kierunku stycznej do wykresu krzywej f.
Punkt przeciecia stycznej z osig OX jest kolejnym przyblizeniem miejsca ze-
rowego. Jezeli rozpoczelismy prace algorytmu od odpowiedniego punktu, a
badana funkcja jest ciagta i f'(z) oraz f”(z) sa statego znaku, to mamy pew-
nos¢, ze metoda znajdzie miejsce zerowe. Oczywiscie pojecie ”odpowiedniego
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styczne

Rysunek 2: Graficzna prezentacja metody stycznych(Newtona)|[3]

punktu” nie jest bardzo precyzyjne, ale chodzi tu o to, ze wybierajac punkt
z przedziatu, w ktorym funkcja:

e posiada co najmniej jedno miejsce zerowe,
e funkcja jest ciggta i rozniczkowalna w calym przedziale,
e pochodna f'(x) oraz f”(z) sa statego znaku w calym przedziale,

e warto$¢ pierwszej pochodnej jest znaczaco rézna od zera (chodzi o to
bysmy nie trafili w punkt ekstremalny na krzywej).

Nawet jezeli powyzsze zatozenia nie beda spelione, metoda Newtona moze
znalez¢ rozwigzanie, ale nie koniecznie bedzie to warto$¢ z zadanego przedzia-
tu, jednakowoz niespetnienie powyzszych zalozen moze rowniez spowodowaé
awaryjne przerwanie pracy algorytmu.

Algorytm pracy metody stycznych jest bardzo podobny jak w przypad-
ku metody siecznych. Jako dane wej$ciowe przyjmujemy punkt poczatkowy
i kryterium przerwania, czyli parametr . Niestety by moc stosowaé te me-
tode potrzebujemy znaé warto$é¢ pochodnej funkcji f'(z). Nawet jezeli nie
mielibySmy jawnego wyrazenia na pochodng, to mozemy znalezé jej nume-
ryczne przyblizenie!. W pewnym punkcie startowym wyznaczamy kierunek
styczny do krzywej. Punkt przecigcia tej stycznej z osia OX jest kolejnym

Lfi(x) =~ M, dla pewnego niewielkiego ustalonego h # 0, h nie moze by¢
zbyt male gdyz produkuje wtedy dodatkowe bledy zwiazane z mnozeniem przez duza
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punktem przyblizenia miejsca zerowego. Dla tego punktu znéw wyszukujemy
stycznej i caly proces powtarzamy az do momentu gdy warto$¢ |f(x)| < e.

W formie ciggu zdefiniowanego iteracyjnie metode mozna przedstawié
nastepujaco:

Top = a
{ Tpi1 = Tp — Jf,(é’;)), n=1223,... (11)

Podobnie, jak w metodzie siecznych obliczenia przerwiemy, dla pewnego zy,
gdy |f(zn)] <e.

Przyklad

Najczesciej przytaczanym przykladem zastosowania metody Newtona do
rozwigzywania rownan nieliniowych, jest wyprowadzenie wzoru na ciag przy-
blizajacy pierwiastek kwadratowy z liczby rzeczywistej dodatniej [1].

Niech ¢ € R oraz ¢ > 0. Zadanie polega na znalezieniu przyblizonej warto-
$ci liczby +/c. Poszukiwana liczba jest rozwigzaniem réwnania kwadratowego:

fx)=a2>—c=0. (12)

Wyznaczymy pochodna funkcji f, okreslonej jak w (12): f/(x) = 2z. Pod-
stawienie tak wyznaczonych f(x) i f'(x) do wzoru (11) daje nam réwnanie:

22 —c 1 c
nt+l — dn — = =3 nT — |, =1,2,3,... 1
Tpi1 =T o 5 (:c +xn> dla n 2,3 (13)

Oczywiscie wzory (13) maja sens tylko dla z, # 0.

liczbe (dzielenie przez malo — to, to samo co mnozenie przez duzo), ale nie moze tez by¢
duze, bo wtedy nie mamy juz przyblizenia stycznej, tylko kolejna sieczna. W ogdle takie
traktowanie pochodnej, sprowadza metode do metody siecznych, w ktérej réznica miedzy
punktami na ktérych budujemy sieczna jest stala.
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3 Metody catkowania numerycznego

Kolejnym zagadnieniem, ktorym bedziemy sie zajmowaé¢ na laboratorium
jest numeryczne poszukiwanie wartosci catki oznaczonej funkcji rzeczywistej.
Przez catke oznaczong bedziemy rozumieé¢ pewng liczbe rzeczywista, ktora
spetia definicje Riemanna [2]. Celem tej pracy nie jest zapoznanie czytelni-
ka z matematyczng definicjg calki oznaczonej. Tutaj przedstawimy tylko jej
zarys. Calke oznaczona w przedziale [a, b] (przedzial catkowania) zapisujemy:

I= /abf(x)dx. (14)

W dalszej czesci tego rozdziatu ff f(z)dz bedziemy uzywaé zastepczo z ozna-
czeniem [.

Aby zdefiniowaé catke oznaczona w przedziale [a,b] wprowadzimy po-
dzial na N podprzedzialéow [z;, z;11], gdzie i = 0,1,...,N — 1. W kaz-
dym z takich przedziatow wprowadzamy pewien punkt srodkowy x; < & <
xir1. Jezeli tak wprowadzony podzial spelia odpowiednie zatozenia (do-
ktadna liste zatozen mozna znalezé w pozycji [2]), miedzy innymi warunek:

max;—o12,. N1 ||Tit1 — ]| 530, to mozemy zapisa¢ nastepujaca granice:

b N
S RICEER TS WIORCIESD (15)

Jezeli granica ta istnieje, to nazywamy ja catka oznaczona® w przedziale [a, b].

Calka oznaczona (14) z funkcji f(x) > 0 jest interpretowana jako pole
powierzchni pod wykresem ograniczonym krzywymi: f(x), x = a, © = b,
y = 0. Sytuacja tak jest przedstawiona na rysunku 3, zaznaczony na nim
obszar S jest poszukiwanym polem powierzchni. Aby wyznaczy¢ ten obszar
mozemy skorzysta¢ wtasnie z catki oznaczonej, czyli S = f;’ f(x)dx. Teraz
juz tylko wystarczy znaé funkcje f(x) opisujaca ksztalt obszaru S i wiedzieé
jak sie liczy calki oznaczone i juz mogliby$my wyznaczy¢ pole obszaru S.

Przyktad

Wyprowadz wzor na pole powierzchni trojkata prostokatnego o bokach
dhugosci 3, 4, 5. Zadanie jest bardzo proste i pewnie potrafiliby$Smy je roz-
wigza¢ natychmiast — ,w pamieci”, ale chodzi tu o to, bySmy zobaczyli w jaki

2Przedstawiony tutaj opis catki oznaczonej nie jest formalna definicja. Opis ten zostal
zamieszczony, by skierowaé Panstwa uwage na fundamenty, z ktérych wyrastaja opisane
tutaj metody numeryczne. Zamieszczone opisy maja poméc dostrzec ogolna idee, na ktorej
bazuja te metody. Zainteresowanych formalna definicja catki oznaczonej wedtug Riemanna
odsylam do ksiazki [2].
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Rysunek 3: Graficzna interpretacja caltki oznaczonej jako pola pod wykresem
funkcji [3]

spos6b mozna zastosowac catke oznaczong do tego typu zadan. Najpierw pro-
bujemy wrysowac¢ trojkat w uktad wspotrzednych. Tak narysowany trojkat
zostal przedstawiony na rysunku 4. Nastepnie opisujemy funkcje f(x), ktora
jest w naszym przypadku linig prostg o réwnaniu y = %x (rysunek 4) — jest to
przeciwprostokatna trojkata prostokatnego. Korzystajac z interpretacji geo-
metrycznej catki oznaczonej, nasze zadanie mozna sprowadzi¢ do postaci:
3 /9 9 3
(4 0)_8-16_6.

4
o= [ Bpdp =3 / d——— -
/Oy(a:)a: Omx 1 ), %dz Nl
(16)

Zatem bez najmniejszych ktopotéw mozna policzy¢ pole powierzchni takiego
trojkata. Oczywiscie warto$é, ktora otrzymaliSmy niczym sie nie rézni od
wartodci, ktorg otrzymalibySmy stosujac szkolny wzor na pole trojkata:

1 1
Co jednak, gdy obszar jest ograniczony przez bardziej skomplikowang krzy-

wa? Wowcezas musimy postuzyé sie catky oznaczona.
|

Wré6émy jeszeze na moment do zagadnienia interpretacji geometrycznej
calki oznaczonej. Otéz byto powiedziane, w jaki sposob interpretowaé catke
dla f(z) > 0. Kiedy nasza funkcja w przedziale catkowania [a, b] zmienia znak
na ujemny zmienia si¢ tez interpretacja znaku catki (Rys. 5), co za tym idzie:



3 METODY CALKOWANIA NUMERYCZNEGO 15

YA

4:3)

a|%

N\

Rysunek 4: Trojkat prostokatny zaczepiony jednym wierzchotkiem w poczat-
ku uktadu wspoétrzednych

znaku pola. Ma to znaczenie w przypadku rozwiazywania wielu praktycznych
zagadnien przy uzyciu catek — interpretacja wielkosci fizycznych w zalezno-
Sci od ich znaku — przyktady mozna by mnozy¢ bez konca. Dla nas istotne
jest, ze po wyliczeniu calki moze sie zdarzy¢, ze wynik, ktory otrzymalismy
jest ujemny lub maleje w wyniku zwiekszania przedziatu catkowania. Chcac
policzy¢ sume pol powierzchni pod i nad wykresem S musimy zmieni¢ znak
funkcji dla podprzedziatow, w ktorych jest ujemna. Efekt ten najprosciej jest
uzyskaé stosujac wartos¢ bezwzgledna:

b
S = / f(@)|de. (17)
Przyktad
W przedziale catkowania [—2, 2] policzymy dwie calki:
yi(x) =2’
oraz
ya() = ‘x?"

Cze$¢ z czytelnikow moze nie zna¢ metod analitycznego wyliczania caltki
oznaczonej, dlatego podaje tutaj dwa wzory:

— F(b) - Fl(a), (18)
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Sfx) Yy

Rysunek 5: Zmiana znakéw catek oznaczonych w zalezno$ci od potozenia
krzywej f(x) w stosunku do osi OY [3]

funkcje pierwotna F'(x) w przypadku wielomiandéw n—tego stopnia (n # —1)
liczymy ze wzoru:

1
"dy = ——a" . 19
/a: x n+1a: T (19)

Zastosujmy te wzory w naszym zadaniu. Najpierw skorzystamy z wyrazenia

(19): )
/x3 = 1$4.

Teraz kolej na wyliczenie wartosci calki oznaczonej (wzér 18):

2 2 1
/ y1(z)de = / g = ot
9 —2 4

W wyniku catkowania otrzymalismy 0. Jest to spowodowane tym, ze catko-
waliSmy w przedziale symetrycznym wzgledem zera, a badana funkcja byta
nieparzysta. Po prostu tyle samo pola nad wykresem dodawalismy ile odejmo-
walismy spod wykresu. Teraz przychodzi kolej na wyznaczenie catki z funkcji
y2(x). Ta operacja powinna juz wyprodukowaé wartosé dodatnia, gdyz mo-
zemy ja zinterpretowaé jako sume pél pod i nad wykresem funkcji 2.

2 0 —2
/ ‘x3‘dx = / —23dx +/ 2dr =
) -2 0

W przedziale = € [—2, 0] funkcja jest silnie ujemna dlatego korzystajac z de-
finicji wartosci bezwzglednej mozemy dodaé przed nig znak minus. Dla po-

S (=2)' = (2)* =16 —16 = 0.

-2
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zostalych argumentow funkcja ma wartosci dodatnie, dlatego wartosé bez-
wzgledna nie wptywa na jej znak. Mozna to rozumiec jeszcze inaczej:

Skoro dla z € [—2,0] pole bedzie ujemne, to trzeba je pomnozy¢ przez —1,
by uzyska¢ warto$¢ dodatnig.

0 -2 1
— —/ 23dx +/ 22dr = ——z*
-2 0 4

:_i (0 = (-2)) + (2" ~0") =4 +4 =38,

0 1 2
=4
L

0

3.1 Metoda prostokagtow

Metoda prostokatow jest metoda numeryczna, ktéra bezposrednio opiera sie
na definicji calki oznaczonej (14) wedtug Riemanna. Jak pamietamy (15)
wypowiedz definicyjna metody liczenia jest mocno skomplikowana i zawiera
w sobie symbol, ktorego dziatania nie jestesmy w stanie zrealizowac¢ na zad-
nym komputerze: operacje wyznaczania granicy. Dlatego trzeba wprowadzi¢
kilka uproszczen w tym wzorze, dzieki ktérym bedziemy mogli stosowaé go
do przyblizonego wyznaczania wartosci catki oznaczonej.

Przede wszystkim zaktadamy z géry wartos¢ N, czyli liczbe podprzedzia-
tow, ktore chcemy uzyskac¢. Pamigtajac o tym, ze wraz ze wzrostem N dhugosé
nawet najszerszego przedzialu powinna male¢ (warunek: max;—o12. . n-1
|ziy1 — 2il|5=0,) przyjmujemy, ze przedziaty beda réwne, o dtugosci h =
b_T“. Tak zdefiniowane h rzeczywiscie maleje do zera ze wzrostem N, ktore
bedziemy wedtug uznania ustala¢. Majac okreslone N i h mozemy wyznaczy¢
punkty podziatu:

Top=a
{ﬂfi:ZUo—i—i'h, iZl,Q,...,N (20)

W ten sposéb granica we wzorze (15) zamienia sie w skoficzona sume, ktéra
przybliza caltke:

N N

[%Zf(gz)(xz_xzfﬁzz‘f(fz)h:hZf<€z) (21)

i=1 =1
Pozostaje jeszcze wybor punktu posredniego &;. Sa rézne podejscia do te-

go zagadnienia. Najprostsza i kosztujacg nas najmniej operacji arytmetycz-
nych metoda jest wybér punktu x;_; lub x;. Metoda taka zachowuje jednak
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i tak duze btedy przyblizen, ktére daje ta metoda. W przypadku wyboru we-
wnetrznego punktu przedziatu, wewnatrz przedziatu (z;_1, z;) wprowadzamy
dodatkowy punkt. Wysokos¢ takiego prostokata, jest jakby érednia wysoko-
Scig dla dwoch sasiadujacych prostokatow (rysunek 6), ktére pojawityby sie
gdybysmy podzielili przedzial [a,b] na 2N podprzedzialow. Widaé stad, ze
lepiej jest wybra¢ punkt wewnatrz przedziatu, niz ktérys z punktéw brze-
gowych. Natomiast w przypadku wyboru punktu wewnetrznego, o ile nie
znamy charakteru funkcji, nie ma podstaw do kategorycznego stwierdzenia,
ze ktorys punkt jest ,lepszy”.

INTUICIA

Najbardziej obrazowo metode prostokatéw?® mozna przedstawi¢ nastepu-
jaco. Ot6z dzielimy przedziat calkowania na N podprzedzialow. W kazdym
z takich przedziatéw umieszczamy prostokat, ktérego jednym bokiem bedzie
dtugos¢ podprzedziatu, a drugim pewna wartosé¢ zalezna od wartosci funkcji
f. Wedtug naszej nomenklatury dlugosé drugiego boku wynosi f(&;). Na-
stepnie wyznaczamy pola wszystkich powstatych w ten sposéb prostokatow
i sumujemy je. Wyliczona suma, to przyblizona wartos¢ catki oznaczonej.

Przedstawimy tutaj trzy odmiany metody prostokatow. Pierwsza bedzie
bazowaé na wartosci funkcji w poczatku, druga w koncu, a trzecia w srodku
przedziatu bedacego podstawa prostokata. Takie & wyznaczamy ze wzoru:

Li — Tj—1

W przypadku wyboru punktu poczatkowego & = x; 1,2 =1,2,..., N wzor
na wyznaczanie catki metodg prostokatow bedzie mial postac:
N
Tah-Y f (@), (23)
i=1
W przypadku wyboru & = z;, 1 = 1,2, ..., N calke wyznaczamy ze wzoru:
N

i=1

Dla &;, ktére jest srodkiem przedziatu (22) wzér na wyliczanie wartosci catki
oznaczonej metoda prostokatow przyjmuje postac:

Izhéf(x_;l> (25)

3co pieknie koreluje z jej nazwa
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Warto zauwazy¢, ze metoda ta (25) jest bardzo kosztowna w stosunku do
wezednie] wymienionych (23, 24) odmian tej metody. Aby znalezé punkt $rod-
kowy potrzebujemy wykona¢ N dodatkowych dodawan i dzielen, co moze
znacznie przedtuzy¢ prace programu.

Oczywiscie wynik otrzymany metoda prostokatéw nie jest wartoscia do-
ktadng. Cata procedura stuzy do uzyskania wynikéw przyblizonych. Metody
(23, 24, 25) jedynie w przypadku funkcji statej y = const. daja rozwiazanie
doktadne. Dla wielomianu stopnia pierwszego y = ax + b tylko odmiana me-
tody w ktérej jako & przyjmujemy punkt srodkowy(25) daje wynik doktadny.
W kazdym innym wypadku wynik bedzie przyblizony, a jego doktadnosé za-
lezy od liczby punktéw podziatu. Cho¢ w realizacji komputerowej zawsze
istnieje taka graniczna warto$¢ parametru N powyzej ktorej duze znaczenie
zaczynaja mie¢ bledy przyblizen wartosci zmiennoprzecinkowych. Mozemy
stad jednak wyciggnaé¢ wniosek, ze aby zwiekszy¢ doktadnosé z jaka oblicza-
my catke oznaczong powinnismy zwickszaé¢? wartosé N.

3.2 Metoda trapezow

Zauwazamy, ze metoda prostokgtow(§3.1) wpasowuje pod wykresem funkcji
f(z) prostokaty. Ich ksztalt nie jest w zaden sposéb zwiazany z ksztaltem
przyblizanej funkcji f(x). Jasnym jest, ze zwiekszanie liczby prostokatéw
powoduje poprawe jakosci dopasowania, jednak znacznie zwieksza liczbe ob-
liczen wymaganych do zakonczenia catkowania numerycznego. Aby poprawic
jakos¢ rozwigzania podjeto proby wpasowywania w obszar ograniczony krzy-
wa f(x) innych figur. Taka figura moze by¢ trapez (rysunki 6, 7). Znéw
pojawia sie¢ wiele mozliwosci wpasowania tego trapezu. Przez analogie do
przyblizania krzywej f(x) przez prosta (ramie trapezu) do metod znajdo-
wania miejsc zerowych mogliby$my ramie trapezu przyblizaé¢ prostg sieczng
(§2.2), badz prosta styczna (§2.3). Jednakze od razu odrzucamy wybér stycz-
nej, jako ze wymaga ona znajomosci pierwszej pochodnej f'(x) i wyznaczania
wartosci stycznej w punktach z; 1, x;. Aby uprosci¢ algorytm i zmniejszy¢
ilos¢ koniecznych dziatan arytmetycznych wybieramy przyblizanie ksztattu
krzywej nad trapezem przez sieczng.

Cata procedura przygotowania obszaru catkowania [a, b] jest bardzo zbli-
zona do tej w metodzie prostokatéw. Najpierw deklarujemy N, czyli licz-
be trapezéw®. Wyznaczamy $rednig dtugoéé przedziatu h = b’T“ Nastepnie
wprowadzamy punkty podziatu: x; = a+(i—1)-h, i=1,2,..., N. W ten spo-
s6b uzyskalismy podziat przedziatu calkowania na podprzedziaty® [z; 1, x;].

4choé nie bezkrytycznie
Spodprzedziatéw, na ktére dzielimy przedzial calkowania
bméw i =1,2,...,N
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W przedziatach tych bedziemy osadzaé trapezy, ktérych podstawy maja dtu-
gosci f(x;i—1), f(x;), podstawa jest stalej dtugosci h = z; — z;_1, a ramie
stanowi sieczna krzywej f(x), przechodzaca przez punkty: (x; 1, f(z;-1)),
(x;, f(x;)) . Pole powierzchni takiego trapezu wyliczamy ze wzoru:

Prrapess = ;(f(asi_l) b @) h, i=1,2,... N (26)

Majac pole pojedynczego trapezu mozemy zapisa¢ wzor na przyblizenie catki
metoda trapezow, ktory jest suma pol kazdego z N trapezéw:

25 (1) + (1)) h- Z (wia) + f(x)).  (27)

Znéw otrzymujemy przyblizong wartos¢ catki. Podobnie jak w przypadku
metody prostokatéw w ktorej wybieramy punkt srodkowy przedziatu (25),
metoda ta jest doktadna dla funkcji y = const. i y = ax + b. Dla pozosta-
tych funkcji metoda trapezow daje wynik, ktory jest tylko przyblizeniem.
W metodzie tej zachowanie funkcji f(z) w badanym podprzedziale wplywa
na dtugosci podstaw” trapezu. Nawet w przypadku duzych podprzedzialow
jakosé¢ przyblizenia, w stosunku do metody prostokatow, powinna byé lep-
sza dla funkcji, ktore szybko zmieniaja swoje wartosci (porownaj rysunki 6,
7). Szczegblnie w przypadkach, kiedy zmiany wartosci nabieraja impetu przy
krawedziach przedziatow. Wowczas nadmiary lub niedomiary produkowane
przez metode prostokatow bytyby znacznie wigksze niz w przypadku metody
trapezow. W przypadku innych funkcji, podobnie jak w metodzie prostoka-
tow, wynikiem pracy algorytmu opartego na tej metodzie bedzie przyblizona
warto$¢ catki oznaczonej. Znow mechanizmem, ktory pozwala nam poprawic¢
jako$¢ rozwigzania jest manipulowanie liczbg podprzedziatéw N. Oczywiscie
pami¢tamy, ze zwickszanie liczby N wydtuza obliczenia, a przekroczenie pew-
nej (bardzo duzej) wartosci zaczyna powodowaé, ze dzialania arytmetyczne
wykonywane beda z bardzo niewielkg precyzja i pomimo zwiekszenia nakta-
du obliczen nie otrzymamy lepszego rozwigzania, a nawet mozemy dostac
wyniki o gorszej doktadnosci.

Analiza zachowania obu metod: trapezow i prostokqtow nie pozwala stwier-
dzié¢, ze ktéras z nich jest znaczaco lepsza. Jako$¢ otrzymanych wartosci be-
dzie zalezata od funkcji, dla ktorej liczymy wartosé calki, od przedziatu i wy-
branych punktow podziatu. Czesto mozemy spotkaé sie z sytuacja, w ktorej
blad popetiony metodg prostokatéw® bedzie mniejszy niz btad popeliony
metoda trapezow.

Tprzez co tez zmienia sie warto$é pola powierzchni
8mimo, ze metoda ta wymaga mniej operacji arytmetycznych i ogélnie jest prostsza do
implementacji
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Rysunek 6: Graficzna prezentacja metody prostokatow [4]

Rysunek 7: Graficzna prezentacja metody trapezéw [4]

3.3 Metoda parabol

Abstrahujac od ksztaltu prostokatow, ktore odwzorowywaly obszar pod funk-
cja f(x) w definicji catki oznaczonej (15), doszlisSmy do trapezéw, ktére le-
piej odwzorowuja obszary pod charakterystycznymi® funkcjami. Zauwazmy,
ze podobnie jak w metodzie siecznych poszukiwania miejsc zerowych (§2.2)
i tu tworzgc ramie trapezu korzystalismy z interpolacji!® funkcji wielomia-
nem pierwszego stopnia. Kontynuujac te dywagacje, mozna by zadac¢ pyta-
nie: w jaki sposob zaowocuje podniesienie stopnia wielomianu interpolacyjne-
go? Ot6z znéw nie mozna stwierdzi¢ kategorycznie, ze doktadnosé tak skon-

Yintuicja dotyczaca charakteru funkeji, dla ktérych lepiej jest stosowaé metode trape-
z6w, zostala przedstawiona w poprzednim paragrafie (§3.2)

10zastepowanie funkcji przez wielomian odpowiedniego stopnia na podstawie danych
o punktach nalezacych do wykresu funkcji [2]
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Rysunek 8: Graficzna prezentacja metody parabol [3]

struowanej metody wzrosnie, ale dla pewnych klas funkcji, metoda taka be-
dzie doskonalsza. Wielomian interpolacyjny, ktorym domkniemy figure bedzie
mial drugi stopieri. Jak wiemy wielomian ten jest postaci P(z) = ax?+bx+c,
a wykresem jego jest parabola (rys. 8). Stad nowa metode nazwiemy metoda
parabol. Metode te nazywa sie rowniez zamiennie metoda Simpsona.

Na rysunku 8 zostat przedstawiony schemat wpasowywania paraboli pod
wykres funkcji f(x). Wielomian interpolacyjny, ktory przybliza funkcje na-
zwany zostal P(x). Jest to funkcja kwadratowa.

Obliczanie calki metodg parabol sktada sie z etapéw analogicznych do
wezedniej poznanych metod. Najpierw dzielimy przedzial catkowania [a, b] na
N podprzedziatéw. Znéw jak poprzednio ustalamy podzial o staltej dhugosci
podprzedziatu h = I’_T“ W takim przypadku wzor na kolejne wezty podziatu
bedzie wygladal z; = a + (¢ — 1) - h. Powstaje w ten sposéb ciag podziatéw
{z;} i=0.12,...n » Ktory uzupetniamy dodatkowo punktami srodkowymi postaci

Tttt i =1,2,...,N. Dla kazdej trojki punktéw x;_q, “=3 z; budujemy

parabole (jak na rys. 8) i wyliczamy pole powierzchni pod ta parabola. Wzér
z ktorego korzystamy, by wyliczy¢ to pole:

Broraaie = o (F@) + 47 (P55 pw)) . 29)

Po poszczegdlnych pél nad podprzedziatami [z;_1, x;], sumujemy je by otrzy-
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maé przyblizona wartosé catki w calym przedziale catkowania:

Z (e () sa) = @)

N
z( Pl +4- 1 (P + ).

Metoda ta (29) nie jest doktadna dla funkcji statej, ani dla wielomianu pierw-
szego stopnia, jak to miato miejsce w przypadku metod prostokatow i tra-
pezow. Natomiast daje doktadne rozwigzania w przypadku catkowania wie-
lomianéw drugiego stopnia. Metoda ta daje dobre przyblizenia catki ozna-
czonej z funkcji o przebiegu zblizonym do wielomianéw. Niestety stosowanie
tej metody wymaga od nas duzo wigkszej liczby obliczen oraz znajomosci
wartosci funkcji w punkcie posrednim. Czas pracy tej metody dla poréwny-
walnej liczby podprzedziatow jest znacznie dtuzszy niz dla metody trapezow
i prostokatow. Metoda parabol jest jednak czesto stosowana ze wzgledu na
prostote implementacji oraz z uwagi na to, ze dla wickszosci funkcji da nam
warto$ci doktadniejsze niz pozostate poznane przez nas metody. Nie moz-
na jednak zapomina¢, ze w przypadku wielu funkcji rozwigzania otrzymane
metoda prostokatow, czy trapezow beda rownie dobre, a czasem nawet do-
ktadniejsze!

Mechanizmem, ktory pozwoli nam zwigkszy¢ doktadno$é metody parabol
jest zwiekszenie liczby podprzedziatow N, na ktore dzielimy przedziat cal-
kowania. Ze wzgledu na bltedy przyblizen musimy pamieta¢ o tym, by nie
doszto do sytuacji w ktorej wartos¢ parametru N jest zbyt duza i operacja
dzielenia mogtaby generowac¢ takie btedy.

3.4 Zagadnienie optymalizacji algorytmoéw numerycz-
nych przyblizania wartosci calki oznaczonej

Wydaje sie, ze nie ma znaczenia w jaki sposob przedstawimy metode ob-
liczania pewnego zagadnienia. Tak rzeczywiscie jest w przypadku obliczen
analitycznych. Kiedy wyznaczamy wartos¢ pewnego wyrazenia matematycz-
nego na kartce papieru, nie jestesmy wybitnie zaaferowani iloscig dziatan,
ktore bedziemy zmuszeni wykonac¢. Wazne dla nas jest by, przede wszystkim,
otrzymaé¢ wynik doktadny. Takie obliczenia wykonujemy tez sporadycznie
i nie ma dla nas znaczenia, czy zajma nam one 10 min, czy tez 1 min. Jak
wspomnielismy: wazne jest by problem rozwigzac¢ i otrzymaé¢ wynik doktad-
ny. Inaczej jest podczas tworzenia algorytmow, ktére mozna by zaadaptowac

"ponadto otrzymamy je w krétszym czasie
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Rysunek 9: Poréwnanie liczby operacji arytmetycznych (dodawan i mnozen),
ktore musimy wykona¢, by wyznaczy¢ wartos¢ wielomianu odpowiedniego
stopnia schematem klasycznym i Hornera

jako programy komputerowe. W tym wypadku musimy bra¢ pod uwage fakt,
ze nasze obliczenia beda powtarzane znaczna ilosé¢ razy. Dlatego nawet nie-
wielki zysk czasu na pojedynczym etapie obliczen, w sumie moze nam dac
znaczng oszczednosé czasu w globalnym rozliczeniu czasu pracy programu.

WidzieliSmy juz, na przyktadzie schematu obliczania wartosci wielomianu
w zadanym punkcie, jak znacznie mozna zmodyfikowaé naktad obliczen tylko
przez troche inny zapis zadania. Wielomian zapisany w postaci klasycznej,
przepisywaliSmy do postaci Hornera, ktora redukowata znaczaco liczbe ko-
niecznych mnozen (rysunek 9). Na wykresie widaé, jak szybko wzrasta réz-
nica miedzy liczbag operacji, ktore wykonujemy dla kazdego ze schematow.
W rzeczywistych zastosowaniach czesto mamy do czynienia z wyznaczaniem
wartosci wielomianéw!? w punkcie. Oszczedno$é czasu, ktorg osiggamy dzie-
ki zastosowaniu lepszego algorytmu, jest suma zyskow dla poszczegdlnych
wartosci.

Podobnie jest w przypadku catkowania numerycznego. Zajmijmy sie przed-
stawionymi we wczesniejszych paragrafach metodami. Jak wida¢ wzory (25,
27, 29) nie sg wzorami odwzorowujacymi bezposrednio definicje, ale juz prze-
ksztatconymi. Zobaczmy na przyktadzie metody prostokatow, co zyskalismy
dzigki takiemu przeksztatceniu.

Podstawowym rownaniem, na ktérym bazujemy podczas wyliczania catki

127wykle wielomiany te musza odwzorowywaé bardzo skomplikowane funkcje, przez co

maja one wysokie stopnie
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metoda prostokatow jest (21). Dobér wartosci &; zalezny jest od metody przy-
blizania przez nas przyjetej i w zaleznosci od tego wyboru otrzymamy, ktorys
z prezentowanych juz wezedniej schematow: (23, 24, 25). Pierwsza wypowiedz
metody prostokatow, moze by¢ odcezytana jako ,suma iloczynéw” (21). Skoro
jednak h jest wartoscig stata, korzystajac z zasady rozdzielnosci mnozenia
wzgledem dodawania, mozemy najpierw wyliczyé¢ sume SV, f(&), a poz-
niej wymnozy¢ ja przez h. Przeliczmy teraz, ile operacji kosztuje nas kazda
z wersji tego algorytmu. Gdybysmy brali pod uwage algorytm, w ktérym
sumujemy iloczyny SN h - f(&), okaze sie, ze musimy wykona¢ N mnozeri
i tyle samo dodawan. Czyli 2N operacji arytmetycznych. W przypadku dru-
giego algorytmu mamy do wykonania N dodawan i tylko jedno mnozenie.
Czyli musimy wykona¢ N + 1 operacji arytmetycznych. Prawie dwukrotna
oszczedno$é czasu obliczen! Ponadto czas, ktory procesor musi poswieci¢ na
mnozenia jest duzo wiekszy niz w przypadku dodawan. Widzimy, ze rzeczy-
wiscie zyskali$émy sporo czasu. Wiemy tez dlaczego wyrazenia (27, 29) zostaty
tez sprowadzone do postaci, w ktérej najpierw sumujemy, a pézniej mnozymy
te sume przez zmodyfikowang dtugosé kroku. Tak na prawde jednak najwie-
cej czasu kosztuja nas odwotania do wartosci funkcji. Sa one duzo bardziej
kosztowne'® niz mnozenia i duzy zysk czasu obliczen mogtaby daé¢ redukcja
ich liczby.

Przyjrzyjmy sie wzorom, ktére opisuja poszczegélne metody (21, 27, 29).
Zastanowmy sie, czy nie udato by sie ktérego$ z wywotan funkcji oszcze-
dzi¢, czy wyznaczanie wartosci funkeji w ktoryms z obiegdw sumowania nie
powtarza sie. W metodzie prostokatéw (21) nic juz nie da sie poprawié. Popa-
trzmy na pozostale metody (27, 29)... A moze moglibysmy tak przeksztatci¢
te sumy, by moc wyznacza¢ warto$¢ w kazdym punkcie x; tylko jeden raz?

Stosujac metode trapezéw w postaci (27) wyznaczamy dwukrotnie wszyst-
kie wartosci f(z;) dlai = 1,2,..., N—1. Gdyby teraz poprzenosi¢ te wartosci
miedzy sktadnikami o poszczegélnych indeksach mozna by potaczyé f(x;) ze
sktadnika o indeksie ¢ — 1 oraz 1. Wowczas otrzymalibysSmy optymalny wzor:

1 = 1
]xg'h'f(xoﬂ'h'Ef(xi)+§'h'f($1v)- (30)

We wzorze tym 2 z sumowania wartosci skraca sie z % stojacym przed zna-

kiem sumowania. Zauwazmy, ze zaoszczedzilismy N — 2 odwotania do war-
tosci funkcji. W przypadku wielokrotnego stosowania tego algorytmu jest to
bardzo znaczacy zysk.

Bardzo tadnie udato nam sie poprawi¢ szybko$é¢ dziatania metody tra-
pezow. Teraz sprobujmy zastosowaé podobny zabieg do metody parabol. Po

13w sensie dlugosci czasu po$wiecanego na pojedyncze wyznaczenie wartoéci funkcji
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ulepszeniu metody trapezow, jestedmy juz tak biegli w analizie kosztéw ob-
liczeniowych, Ze pierwsze spojrzenie na wzér (29) pozwala nam stwierdzié,
iz jest nieoptymalny. Znéw dwukrotnie odwotujemy sie do wartos$ci funkcji
w punktach weztowych f(z; dlai = 1,2,..., N — 1. Wartosci w punktach
dodatkowych punktach posrednich pojawiaja sie tylko jeden raz, tu zatem
specjalnie nie mozemy nic poprawia¢. Przeksztalémy podobnie jak poprzed-
nio sumy, a otrzymamy optymalny wzor:

thl

I%Z'f(xo)-l—glzl <f(a?z‘)+2'f<

W)) + k. flzn). (31

2 6

Oszczednos¢é w odwotaniach do wartosci funkceji znow wynosi N — 2 operacje.
Przeksztaltcenia, ktére zaprezentowalismy (30, 31), rzeczywiscie znaczaco

wplywaja na szybko$é obliczen i sg stosowane w praktyce. A chociaz rownania

wygladaja inaczej, niz te wyjsciowe, wartosci zwracane przez nie sg takie

same.
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4 Roéwnania rézniczkowe
Réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym rzedu n nazywamy réwnanie postaci[5):
F(r,2(r),2'(r),...,2" (7)) = 0. (32)

W réwnaniu tym, poszukiwana funkcja jest funkcja x(7), ktéra spelnia waru-
nek (32), gdzie F jest funkcja przynajmniej ciagta. Niejednokrotnie réwnanie
to mozna rozwiktaé¢ wzgledem z(™ (1) :

2™ (1) = f (r,2(r),2'(7),...,. 2" V(7). (33)

W tej pracy interesuja nas proste przypadki réwnan rozniczkowych i przy-
ktady zastosowania postawowych metod numerycznych, ktére mozemy zasto-
sowa¢ do ich rozwigzania. Oméwmy parametry wystepujace w powyzszych
(32, 33) réwnaniach. Parametr 7 jest argumentem poszukiwanej funkcji z(7),
jego przebieg bedziemy analizowaé¢ w przedziale T € [7g, 7o + a]. Poszukujemy
funkeji z(7) i jest to funkcja, ktéra opisuje zmiane pewnej whasciwosci w za-
leznosci od parametru 7. Réwnanie rézniczkowe (32) opisuje zaleznosci mig-
dzy funkcja z, jej argumentem 7 oraz znanymi pochodnymi o/, 2", ...z,

W przypadku proceséw, ktore zmieniajg si¢ w czasie, parametr 7 bedzie
oznaczal czas. Wiec, rownanie to opisuje w jaki sposob zmieniata sie bedzie
funkcja w zaleznosci od zmiany czasu, ale réwniez w zaleznosci od juz zaist-
niatej zmiany funkcji z(7) oraz parametréw opisujacych szybkosci jej zmiany
2, x", ..., 2" Kiedy analizowaliby$émy w jaki sposéb zmienia sie wtasnosé =
w przestrzeni, to parametr 7 oznaczaltby odlegto$¢ od punktu poczatkowego.
W zaleznosci od modelowanego matematycznie procesu, parametry 7, z(T)
moga by¢ roéznie interpretowane.

Réwnania rézniczkowe zwyczajne (32, 33) moga mie¢ nieskonczenie wiele
rozwigzan. Dla przypadku ptaskiego, sa to krzywe x(7) identycznego ksztal-
tu, przesuniete wzgledem siebie. Aby jednoznacznie zdefiniowaé taka krzywa,
wystarczy wybraé jej doktadnie jeden punkt. Taki punkt nazywamy warun-
kiem poczatkowym', a zagadnienie problemem poczgtkowym Cauchy’ego:

™ () = f (T, x(7),2'(1),. .. ,x(”*l)(T))

(1) = 2,y -
34

x'(1y) = 11

ZL’(T()) = 29

Hzwykle jest to punkt, ktéry jest opisany przez parametry poczatkowe procesu, np. jaka
warto$¢ miala poszukiwana funkcja w momencie poczatkowym 7
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W przypadku réwnania rézniczkowego pierwszego rzedu:

{ ZL‘,(T) - f (T,ZE(T)) (35)

x(19) = xo

Aby méc znalezé jednoznaczne rozwigzanie zagadnienia odnoszacego sie do
rzeczywistej sytuacji, problem powinien by¢ przedstawiony w postaci proble-
mu Cauchy’ego. Wowczas, dzieki zwigzkowi z jakas realng sytuacja jestesmy
w stanie przewidzie¢ ewolucje procesu.

Przyktad[5]

W momencie 7y wplacamy do banku pewng kwote!® Kj. Bank oferuje
nam oprocentowanie zmienne w czasie, ktére mozna opisaé¢ zaleznoscia p(7).
Jaka bedzie warto$¢ naszego kapitatu po uptywie czasu «, czyli w momencie
T = 19 + a? Oczywiscie odpowiedz znaczaco zalezy od tego jak w jakich
odstepach czasu'® bank nalicza nam odsetki. Zalézmy, ze okres kapitalizacji
wynosi h, woéwczas:

K(t+h)=K(t)+h-p(r) - K(1). (36)

Przeksztatémy to réwnanie do postaci, w ktérej bedziemy mieli porownanie
przyrostu kapitalu AK = K(7+h) — K(7) do przyrostu czasu h, czyli jakby
szybkos$¢ wzrostu naszego kapitahu.

AK  K(t+h)— K(7)
h h

W ten sposdb mamy wyznaczong szybko$é¢ wzrostu naszego wktadu przy ko-
lejnych kapitalizacjach. Jezeli teraz przeanalizujemy zmiany naszego kapitatu
w kolejnych okresach h, az do momentu 7y + o bedziemy mogli wyznaczy¢
warto$¢ naszego kapitatu po uptywie czasu «a. Zatem nasz zysk. Pojawia sie
pytanie, co by sie dzialo, gdyby bank stosowal kapitalizacje ciagta. Czyli
naliczal odsetki w kazdej chwili. Wowczas okres kapitalizacji bytby poréwny-
walny z zerem: h — 0, a nasze rownanie na szybkos¢ wygladato by:

& = p(r)K(7),

= p(T) K (7). (37)

Jest to réwnanie na szybkosé¢ chwilowa zmiany naszego kapitatu w czasie. Po
lewej stronie wystepuje pierwsza pochodna funkcji opisujacej nasz kapitat.
A po prawej stronie zwigzek funkcji z wysokoscig odsetek, a aktualng war-
toscig kapitatu. W drugiej linii mamy warunek, méwiacy o tym jaka wartosé
miat nasz kapitat w chwili poczatkowej 7.

15kapitat poczatkowy
16okres kapitalizacji odsetek
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Odpowiedz na pytanie jaka kwota bedziemy dysponowaé po dowolnie dtu-
gim czasie «, kiedy bank proponuje nam kapitalizacj¢ ciagta mozna uzyskac
rozwigzujac réwnanie rézniczkowe zwyczajne (38). Funkcja K (7) jest poszu-
kiwang funkcja, w réwnaniu uogélnionym (33), jest to funkcja x(7). Parametr
%(7 to pierwsza pochodna poszukiwanej funkcji, czyli w réwnaniu uogdlnio-
nym z'(7). Réwnanie przez nas uzyskane, jest zatem réownaniem rézniczko-
wym zwyczajnym pierwszego rzedu.

Innymi przyktadami réwnan rézniczkowych moga byé¢ prawa fizyczne za-
pisane w postaci matematycznej. Znajac prawa, ktore rzadza przyroda, moze-
my zapisa¢ je w postaci rownan rézniczkowych, ktorych rozwiazanie pozwoli
nam przewidzie¢ efekty naszej dziatalnosci. Tak jest tez w Odlewnictwie.
Analizujac réwnania opisujace przeptyw ciektego metalu, dyfuzje pierwiast-
kéw i wymiane temperatury mozemy przewidzie¢, czy zaproponowana przez
nas technologia produkcji odlewu da produkt bez wad, pozadany na ryn-
ku. Rownania te jednak sa nazbyt skomplikowane, by mozna bylto od nich
rozpoczynaé kurs numerycznego rozwigzywania rownan rézniczkowych.

Szybkos¢ Srednig z jaka poruszal sie punkt materialny, definiujemy jako
iloraz przyrostu drogi As do czasu A7 w jakim ja pokonat:

_ As
=X
Znéw gdybysmy byli zainteresowani szybkoscia, w kazdej chwili czasu prze-
szlibySmy do granicy z AT — 0 i okaze sie, ze szybkos¢ chwilowa jest pierwsza
pochodng drogi wzgledem czasu:

v(T) = f_ = s'(7). (40)
7 kolei przyspieszenie, definiujemy jako przyrost predkosci Av do przyrostu
czasu AT :

Av

~Ar
I znéw przyspieszenie chwilowe otrzymamy przechodzgc z przyrostem czasu
do granicy A7 — 0. Przyspieszenie chwilowe jest pochodna szybkosci wzgle-
dem czasu i za razem druga pochodng drogi wzgledem czasu:

a(t) = fl:}' ='(1) = 372:; = s"(7). (42)

(39)

UST‘

(41)

a/ST'

Przyklad
Biegacz biegnie z szybkoscia, ktéra mozna opisaé¢ réwnaniem v(7) = 4 —

-7, []. Policz jaka droge pokona, biegnac przez 20 min.

1000
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ZastanOwmy sie, co wiemy o opisywanym przypadku:

1
(1) =4— ——T, [m}
1000 s

T0o — O, [S]
7, = 20 - 60, [s] = 1200, [s]

Zadanie to mozna rozwiaza¢ formutujac odpowiednie réwnanie roézniczko-
we i znajdujac jego rozwigzanie. Przywotajmy rozniczkowy zwiazek drogi
i predkosci(40) i podstawmy nasze dane:

1
/
s(1)=4— ———7

(7) 1000
Po rozwigzaniu tego réwnania otrzymamy wzér na droge jaka przebyl nasz
biegacz do momentu 7.

Jest to bardzo proste réwnanie rézniczkowe i jego rozwiazanie mozna

znalez¢ wyznaczajac catke oznaczona:

Tk 1
s(t) = 4 — ——7dr.
() /m 1000

Metody rozwigzywania catek oznaczonych juz znamy, wigc mogliby$my zna-
lez¢ te wartosé. Juz jednak réwnania (38) nie daliby$my rady tak rozwiazad,
poniewaz poszukiwana funkcja wystepuje po prawej stronie. Musimy zatem
poznac¢ bardziej wyszukane metody przyblizonego rozwigzywania réwnan roz-
niczkowych, dedykowane specjalnie do rozwigzywania tych problemdw.

4.1 Schemat Eulera

Od tej pory zaktadamy, ze problem, ktéry mamy do rozwiazania, to rownanie
rézniczkowe z warunkiem poczatkowym (35).

Schemat Eulera to jedna z najprostszych metod znajdowania rozwiazan réw-
nan rozniczkowych. Mozemy ja wyprowadzi¢ bezposrednio z definicji pochod-
nej funkcji w punkcie.

dx . x(t+h) — (1)
dr h—0 h '

(43)

Jak pamietamy na maszynie cyfrowej nie jesteSmy w stanie wyznaczy¢ gra-
nicy funkcji. Jezeli wiemy natomiast, ze ta granica istnieje mozemy wziac
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odpowiednio mate h i wyznaczy¢ przyblizong wartos¢ tej granicy. Dla takie-
go h mozna wzér (43) przeksztalcié do postaci:

1y BT D) —a(7)
(1) ~ . : (44)

Mnozac obie strony rownania przez h i przenoszac odpowiednie sktadniki
otrzymujemy schemat, ktéry pozwala nam wyznacza¢ kolejne przyblizenia
poszukiwanej funkeji x(7) :

o(r +h) = (1) + h- 2'(7). (45)

Majac jednak w pamieci postaé¢ problemu, ktory rozwiazujemy (35) mozemy
podstawié¢ funkcje f w miejsce x’ :

z(t+h)=x(r)+ h- f(r,2(7)). (46)

Przyklad
Rozwiaz réwnanie rézniczkowe:

przy warunku poczatkowym:
z(0) = 1.

7 rozwigzanie tego zadania:

o(r) = VT L

Mozemy tatwo sprawdzi¢, ze rzeczywiscie jest to rozwiazanie. Wystarczy
zrozniczkowaé funkcje x wzgledem 7 :

Znamy analityczne

372 372

B /31 - 2-x(r)

Szukamy rozwiagzania w punkcie 7 = 5. Rozwigzanie doktadne bedzie wyno-
sito v/126 & 11.225. Poszukajmy teraz rozwiazania przyblizonego. Najpierw
zastosujemy schemat Eulera dla h =1 :

2(1) = 2(0) + h-2'(0) = z(0) + h - 2% =1,

'(7)

2-z(0)
2(2) =x(1) +h-2'(1) = x(1) + h- 25 = 2.5,
2(3) = x(2) +h-2'(2) =2(2) + h- 225 = 49,

17dokladne
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(4) =x(3) +h-2/(3) = x(3) + h- 23 ~ 7.65,5

2(5) = x(4) + h- 2/(4) = 2(4) + h - 45 ~ 10.79.

Przy takim h wyliczona dla punktu 7 = 5 wartos¢ wyniosta z(5) = 10.79
Jak wida¢, popelniamy btad bliski 0.435. Sprobujmy teraz rozwigza¢ to réw-
nanie dla h = % Spodziewamy sie, ze zmniejszenie kroku wywota poprawe
doktadnosci obliczen:

2(0.5) = 2(0) + h- 2% =1,

2(0)
R 20— 11875,

5)
~ 1.819,

(0
312

2-3:(
2) = 2(L.5) + h- 5o

)
5~ 2.T47,
2.5) = x(2) + h - 32(2)~3839

)
)
)
z(2)
2.5) + h - 225~ 5.06,
)
)
)

2-2(2.5)
35) =z(3)+h- ?ZZ)~6394
+h- 3?;35 ~ 7.831,

4.5) = w(4) + h - 245 ~ 9.363,

2(5) = 2(4.5) + h - ;’;tf; ~ 10.985.

Rzeczywiscie zmniejszenie kroku schematu poprawito jako$¢ rozwigzania.
btad, ktory teraz popetniamy wynosi 0.24 — niemalze dwukrotnie mniejszy

btad.

4.2 Schematy jednokrokowe

Schemat Eulera (§4.1) jest jednym z przykladow duzo szerszej klasy schema-
tow roznicowych. W ogdlnym przypadku mozemy je zapisac:

x(r+h)=x(r)+h-®(h,7,2(7),2(T + h)). (47)

Jezeli funkcja @ nie zaleZy od z(7 + h) to mamy do czynienia ze schematem
jednokrokowym jawnym®®, jezeli zalezy, to schemat nazywamy niejawnym?®.
Jezeli schemat jest otwarty, mozemy go zapisa¢ w postaci:

x(t+h)=x(t)+h-®(h,7,2(7),2(T+ h)). (48)

18 otwartym
19zamknigtym
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4.2.1 Przykltady schematéw jednokrokowych

Przytoczymy tu kilka przyktadéw schematéw jednokrokowych. Jest ich bar-
dzo wiele, podobnie jak w przypadku réznych metod catkowania numeryczne-
go, mozemy je stosowa¢ w zaleznosci od rozwiazywanego zagadnienia. Wy-
bierajac bardziej skomplikowane metody mozemy uzyskiwaé¢ dokladniejsze
rozwiazanie juz przy duzych wartosciach kroku h. Niestety, schematy te wy-
magaja duzo wiekszego naktadu obliczen i w efekcie, czesto wystarczy uzyé
schematu ,stabszego” ale skrocié¢ krok h.

~+ ZMODYFIKOWANY SCHEMAT EULERA

Zmodyfikowany schemat Eulera jest postaci:

x(r+h)=z(r)+h-f <7’ + ;h,ZL‘(T) + ;hf(T,[E(T))) ) (49)

W schemacie tym bierzemy pod uwage wartosci funkcji f w punkcie 7 oraz
w punkcie 7 + %h. Jest to jakby poprawianie wyliczonej wartosci pochodnej.
Dzigki temu warto$¢ uzyskana powinna by¢ doktadniejsza, jednak czas mamy
tu znacznie wiecej operacji arytmetycznych oraz odwotan do wartosci funkcji
w poréwnaniu do schematu Eulera (46).

~> SCHEMAT HENNA (TRAPEZOW)

Schemat Henna nazywany jest takze schematem trapezow, jest tak ze wzgle-
du na to, ze we wzorze go opisujacym mozna zauwazy¢ analogie do wzoru na
wyliczanie pola trapezu:

o By =a(r) 4 ghe (fo4 S+ ha(r) +hE), (50)

W powyzszym wzorze przez f, rozumiemy f(7,z(7)). W schemacie tym war-
tos¢ funkcji f w punktach 7 i 7 4+ h udredniamy. Posta¢ rownania z ktérego
wyliczamy wartos¢ sredniej jest zblizona do wzoru na wartos¢ pola trapezu,
stad druga nazwa tej metody.

4.3 Przykltady zastosowan schematéw réznicowych

Schematy réznicowe stuza do rozwigzywania zagadnien, ktére mozna opi-
saé przy pomocy problemu poczatkowego Cauchy’ego (35) i interesuje nas
ewolucja wartodci (1) w zaleznosci od parametru 7. Parametr 7 jest naj-
czedciej interpretowany jako czas. W bardziej skomplikowanych problemach
fizycznych funkcja z(7,v1,ve,...) moze zaleze¢ od ciggu parametrow. Wow-
czas funkcja prawej strony f w réwnaniu (35) moze zawieraé¢ tez pochodne
funkcji x wzgledem innych parametrow. Mamy wowczas do czynienia z réw-
naniem, ktére nazywamy rownaniem rézniczkowym o pochodnych czastko-
wych. Przyktadem takiego réwnania jest rownanie Fouriera - Kirchhoffa. Jest
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to rOwnanie stosowane:

or o0 or 0 oT 0 or )

“Cor T oz <)\8:17>+8y <A8y>+8z (Aaz>+q (51
Opisuje ono rozktad temperatury 7" w danym osrodku, w czasie. Wiemy
z codziennego doswiadczenia, ze temperatura nie zalezy tylko od momentu
w ktérym ja mierzymy, ale roéwniez od miejsca w ktéorym pomiar zostal do-
konany. Dlatego temperatura jest funkcja zalezng od parametréow takich jak
czas T oraz polozenie x,y, z, mozemy zapisaé¢ T(7,x,y, z). Zalezno$¢ tempe-
ratury od lokalizacji jest w tym réwnaniu uwzgledniona po prawej stronie. 0
to symbol pochodnej czastkowej. W kazdym z kierunkéw x, y, z bierzemy po-
chodne czastkowe. Parametr A\ jest wspotczynnikiem przewodzenia ciepta, ¢
oznacza ciepto wtasciwe, p gestosé¢ substancji. Zatem te trzy sktadniki sumy:
a% ()\‘3—5) + a% (A%) + % 5)\‘37;) oznaczaja wpltyw temperatury ,w okolicy”
na zmiane temperatury w analizowanym punkcie. Podczas krzepniecia wy-
dziela sie dodatkowe ciepto zwigzane ze zmiang stanu skupienia substancji.
Szybkos¢ z jaka sie ono wydziela opisuje funkcja ¢. W przypadku, gdy nie ma
zmiany stanu skupienia funkcja ¢ bedzie réwna zeru. Pochodna temperatury
po prawej stronie g—f, to nic innego jak szybkos$¢ zmiany temperatury w czasie.
We wezesniejszych paragrafach oznaczaliSmy ja jako T(7). Zatem réwnanie
to (51) opisuje bilans miedzy trzema szybkosciami zmiany temperatury:

e szybkos¢ zmiany temperatury w czasie: %Z;

e szybko$¢ zmiany temperatury w przestrzeni:
8 (yor 8 (y\or 8 (T .
o (V) 3 {Aay) + 3 (V5E):

e szybkos$¢ zmiany temperatury zwiazana ze zmiang stanu skupienia: ¢.

Do rozwigzania tego typu zadan mozna zastosowac jedna z wielu numerycz-
nych metod rozwigzywania réwnan rozniczkowych czastkowych. Na bazie
takich metod pracuje wiele programéw stuzacych do symulowania przebie-
gu procesow odlewniczych. Najbardziej popularne programy komercyjne, to:

MAGMASoft® — metoda réznic skonczonych, ProCAST® — metoda ele-

mentéw skonczonych, NovaFlow & Solid® — metoda roéznic skonczonych.
Przyklad
Zalozmy, ze znamy funkcje opisujacg szybkosé odprowadzania ciepta z ana-
lizowanego punktu P. Niech funkcja ta bedzie postaci:

R(r) = =10 {

T+1’

=] (52)

S
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W momencie 19 = 0, temperatura zmierzona w punkcie P wynosita 300°C.
Do jakiej temperatury spadnie po czasie a = 20, s7
Zadanie to mozna rozwigzac przy uzyciu nastepujacego réwnania roznicz-
kowego:
{ T'(r) = R(r) = 22, [¢]
T(0) = 300,°C.

Rozwigzaniem dokltadnym tego réwnania jest funkcja:
T(r) = —101In(7 + 1) + 300.
Rozwiazanie przyblizone mozemy uzyskac:

e catkujac R(7), ktéras z poznanych metod numerycznych:
o R(r)dr;

e poszukujac rozwigzania schematem Eulera:
T(r+h)=T(r)+ h-R(7);

e poszukujac rozwiazania, innym poznanym schematem:

— zmodyfikowanym schematem Eulera (49),

— schematem Henna (50).

4.4 Sprawozdanie z laboratoriéow

Sprawozdanie powinno by¢ napisane odrecznie. Jako wydruki mozna zataczy¢
wykresy, ewentualnie tabele z wyliczeniami kolejnych przyblizen, o ile takie
bytyby przygotowywane w arkuszu kalkulacyjnym.

Sprawozdanie powinno sktadaé sie z pieciu czesci: cze$é teoretyczna, przed-
stawienie rozwiazywanego problemu, obliczenia, analiza uzyskanych wyni-
kéw, wnioski.

Czes¢ teoretyczna

Prosze przedstawi¢ co to jest rOwnanie rozniczkowe, w jakich sytuacjach
je stosujemy — mozna podaé przyktady, krotko opisaé schematy réznicowe.

Przedstawienie rozwigzywanego problemu

Prosze zamiesci¢ problem poczatkowy, ktory bedziecie Panstwo rozwia-
zywac, podac jego doktadne rozwigzanie i napisac, ktére zagadnienie wybra-
liscie na temat swojego sprawozdania z listy:
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1) wplyw zageszczania kroku h dla kazdej z metod przyblizonego rozwia-
zywania rownan rézniczkowych (46, 49, 50) oraz analiza poréwnawcza
tego zachowania metod, czyli proba udzielenia odpowiedzi na pytanie:
dla ktorej z metod ten wpltyw byt najwiekszy,

2) dla réznych krokéw schematu h sprawdzié, ktéra z poznanych metod
daje najlepsze przyblizenie poszukiwanej wartosci funkcji oraz préba
odpowiedzi na pytanie: ktora z metod jest najmniej czuta na zmiane
dhugosci kroku h,

3) dla kazdej metody przy kroku h = i przeanalizowaé przebieg krzy-
wej rozwigzania doktadnego i poréwnaé¢ wartosci wyliczone schemata-
mi z wartodciami doktadnymi, przeanalizowaé jak zachowuje sie btad
podczas kolejnych przyblizen (btad moze sie kumulowaé — rosnaé, by¢
staty, moze tez male¢ — doktadno$¢ rozwiazania sie poprawia), zacho-
wanie ktorej z metod mozemy uznaé za najbardziej pozadane?

Analiza proponowana w punkcie trzecim jest najbardziej skomplikowana dla-
tego studenci, ktérzy podejma si¢ tego zadania moga liczy¢ na oceng celujaca.

Obliczenia
Prosze przedstawi¢ wyznaczone przyblizenia dla wszystkich poznanych
schematow przy krokach h = %, h = i oraz wartosci dokladne wyznaczone

w tych punktach.

Analiza wynikow

Prosze przygotowaé¢ wykresy adekwatne do wybranego przez Panstwo te-
matu i postarac sie je trafnie omoéwi¢, w kontekscie analizowanego zagadnie-
nia.

Whioski

Prosze przedstawi¢ wnioski wynikajace z przeprowadzonej i zaprezento-
wanej przez Panstwo pracy.

W razie wszelkich problemow 1 niejasno$ci zapraszam na konsultacje.
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