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Zagadnienie klasyfikacji 

ÅDane: 

ï½ōƛƽǊ ǳŎȊŊŎȅΥ $ ὼȟώ ȟ  

ï ὼȟώ  ς obserwacje, instancje 

ïὼ - ƻōǎŜǊǿŀŎƧŜ όǿŀǊǘƻǏŎƛ ŀǘǊȅōǳǘƽǿ ǊƽȍƴŜƎƻ ǘȅǇǳύ  

ïώᶰ ὧȟȣȟὧ  - etykiety klas 

ÅCelem jest znalezienie modelu ὧὼȡ ὼO ὧȟȣȟὧ  
ǇƻȊǿŀƭŀƧŊŎŜƎƻ ƴŀ ǇǊȊȅǇƛǎŀƴƛŜ ŜǘȅƪƛŜǘȅ ƪƭŀǎȅ ƴƛŜȊƴŀƴȅƳ 
wektorom ὼ 

ÅKlasyfikacja binarna Ὧ ς ǿƽǿŎȊŀǎ ὧὼȡ ὼO ὧȟὧ   

Å9ŦŜƪǘȅǿƴƻǏŏ ƻǘǊȊȅƳŀƴŜƎƻ ƳƻŘŜƭǳ  Ǉƻǿƛƴƴŀ  ōȅŏ ƻŎŜƴƛŀƴŀ Ȋ 
ǳȍȅŎƛŜƳ  ƻŘǊťōƴŜƎƻ ȊōƛƻǊǳ ŘŀƴȅŎƘ 
ïtƻŘȊƛŀƱ όǘŜǎǘ split) oryginalnego zbioru danych na Ὀ  i Ὀ  

ï½ŀǎǘƻǎƻǿŀƴƛŜ ǿŀƭƛŘŀŎƧƛ ƪǊȊȅȍƻǿŜƧ ό/±Σ ŎǊƻǎǎ validation)  
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tǊȊȅƪƱŀŘȅ ȊŀƎŀŘƴƛŜƵ ƪƭŀǎȅŦƛƪŀŎƧƛ 

ÅYƭŀǎȅŦƛƪŀŎƧŀ ǘǊŀƴǎŀƪŎƧƛ ƪŀǊǘŀƳƛ ǇƱŀǘƴƛŎȊȅƳƛ όŀǳǘƻǊȅȊƻǿŀƴŜ ŎȊȅ 
oszustwa) 

ÅYƭŀǎȅŦƛƪŀŎƧŀ ǿƴƛƻǎƪƽǿ ƪǊŜŘȅǘƻǿȅŎƘ όǳŘȊƛŜƭƛŏκƻŘǊȊǳŎƛŏύ 

ÅYƭŀǎȅŦƛƪŀŎƧŀ ǊƻǎȊŎȊŜƵ ǳōŜȊǇƛŜŎȊŜƴƛƻǿȅŎƘ όǳȊŀǎŀŘƴƛƻƴŜ ŎȊȅ 
ǇǊƽōŀ ǿȅƱǳŘȊŜƴƛŀύ 

ÅtǊȊŜǿƛŘȅǿŀƴƛŜ ƻŘŜƧǏŎƛŀ ƪƭƛŜƴǘƽǿ ŦƛǊƳ ǘŜƭŜƪƻƳǳƴƛƪŀŎȅƧƴȅŎƘ  
(ang. churn) 

ÅYŀǘŜƎƻǊȅȊŀŎƧŀ ǘŜƪǎǘƽǿ όƴǇΦ ǿƛŀŘƻƳƻǏŎƛΣ ŀǊǘȅƪǳƱƽǿύ ƧŀƪƻΥ 
finanse, pogoda, rozrywka, sport 

ÅFiltrowanie spamu 

Å5ŜǘŜƪŎƧŀ ǘǿŀǊȊȅΣ ǇƻǎǘŀŎƛΣ ƻōƛŜƪǘƽǿ ƴŀ ƻōǊŀȊŀŎƘ 

ÅhƪǊŜǏƭŀƴƛŜΣ ŎȊȅ ȊƳƛŀƴȅ ǊŀƪƻǿŜ ǿ ƪƻƳƽǊƪŀŎƘ ǎŊ ƱŀƎƻŘƴŜ ƭǳō 
ȊƱƻǏƭƛǿŜ 

ÅYƭŀǎȅŦƛƪŀŎƧŀ ǎǘǊǳƪǘǳǊȅ ōƛŀƱŜƪ 
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tƻǊƽǿƴŀƴƛŜ ƪƭŀǎȅŦƛƪŀŎƧƛ ƛ ǊŜƎǊŜǎƧƛ 

ÅtƻŘƻōƛŜƵǎǘǿŀ 
ïaƻŘŜƭ Ƴŀ Ǉƻǎǘŀŏ ŦǳƴƪŎƧƛ ὢᴼ9 

ïW obu zagadnieniach problemem jest wymiar ὢ όǘȊǿΦ ƪƭŊǘǿŀ 
ǿȅƳƛŀǊƻǿƻǏŎƛύΦ WŜȍŜƭƛ ǿȅƳƛŀǊ ὢ wynosi ὲΣ ŀōȅ ǊƽǿƴƻƳƛŜǊƴƛŜ ǇƻƪǊȅŏ · 
Ὧ ƻōǎŜǊǿŀŎƧŀƳƛ ǿ ƪƛŜǊǳƴƪǳ ƪŀȍŘŜƎƻ ǿȅƳƛŀǊǳ  ǇƻǘǊȊŜōŀ Ὧ  obserwacji. 

ï² ƻōǳ ǇǊȊȅǇŀŘƪŀŎƘ ƛǎǘƻǘƴŜ ǎŊ ȊŘƻƭƴƻǏŎƛ ƎŜƴŜǊŀƭƛȊŀŎƧƛ modelu: 
ǿȅȊƴŀŎȊŀƴƛŜ ōƱťŘǳ ǘŜǎǘƻǿŜƎƻ ǿ ȊŀƭŜȍƴƻǏŎƛ ƻŘ ȊƱƻȍƻƴƻǏŎƛΣ ȊƧŀǿƛǎƪƻ 
nadmiernego dopasowania (overfitting) 

ï/ȊťǏŏ ƳƻŘŜƭƛ ƳƻȍŜ ōȅŏ ǳȍȅǘŀ ȊŀǊƽǿƴƻ Řƻ ǊŜƎǊŜǎƧƛΣ Ƨŀƪ ƛ ƪƭŀǎȅŦƛƪŀŎƧƛΥ 
drzewa regresji/decyzyjne, sieci neuronowe  

ÅwƽȍƴƛŎŜ 
ï² ȊŀƎŀŘƴƛŜƴƛŀŎƘ ƪƭŀǎȅŦƛƪŀŎƧƛ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ǿȅƧǏŎƛƻǿŜ ǎŊ ƪŀǘŜƎƻǊȅŎȊƴŜ 
όŘȅǎƪǊŜǘƴŜΣ ǎƪƻƵŎȊƻƴȅ ȊōƛƽǊ ǿŀǊǘƻǏŎƛύΥ лκмΣ ǘŀƪκƴƛŜ 

ïaƻȍƭƛǿŀ ƧŜǎǘ ƪƭŀǎȅŦƛƪŀŎƧŀ ǿƛŜƭƻǿŀǊǘƻǏŎƛƻǿŀ όmultilabelύΣ ǿƽǿŎȊŀǎ 
ὣ ς, gdzie ὅ ƧŜǎǘ ȊōƛƻǊŜƳ ŜǘȅƪƛŜǘΣ ƴǇΦ ƪŀǘŜƎƻǊȅȊŀŎƧŀ ǘŜƪǎǘƽǿ 

ï{ǘƻǎƻǿŀƴŜ ǎŊ ƛƴƴŜ ŦǳƴƪŎƧŜ ƻŎŜƴȅ   
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Regiony decyzyjne i granice klas 
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Region y=0 

Region y=1 

Granica klas 
(decision boundary) 
Granica klas 
(decision boundary) 

ÅRegion decyzyjny dla danej klasy ὧ ǘƻ ǇƻŘȊōƛƽǊ ƻōǎŜǊǿŀŎƧƛ  
ὢὧ ὼɴ 8Ḋὧὼ ὧΣ ƪǘƽǊȅƳ ƪƭŀǎȅŦƛƪŀǘƻǊ ǇǊȊȅǇƛǎȊŜ ƪƭŀǎť 
όŘŜŎȅȊƧťύ ὧ. 

ÅGranica klas to brzeg regionu  



Regiony decyzyjne i granice klas 

ÅwŜƎƛƻƴȅ ŘŜŎȅȊȅƧƴŜ ƴŀ ƻƎƽƱ ƴƛŜ ǎŊ ǿȅȊƴŀŎȊŀƴŜ ŀƴŀƭƛǘȅŎȊƴƛŜΣ ŀƭŜ 
ǎŊ ǇƻŎƘƻŘƴŊ ǇŀǊŀƳŜǘǊƽǿ ǿȅȊƴŀŎȊƻƴŜƎƻ ƳƻŘŜƭǳΦ 5ƭŀ ƳƻŘŜƭƛ 
ƴƛŜǇŀǊŀƳŜǘǊȅŎȊƴȅŎƘ ƳƻƎŊ ōȅŏ ƻƪǊŜǏƭƻƴŜ ǿȅƱŊŎȊƴƛŜ ǇǊȊŜȊ 
ǘŜǎǘƻǿŀƴƛŜ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ǿŜƧǏŎƛƻǿȅŎƘΦ  

ÅYǎȊǘŀƱǘȅ ǊŜƎƛƻƴƽǿ ƳƻŎƴƻ ȊŀƭŜȍŊ ƻŘ ǇǊȊȅƧťǘŜƎƻ ƳƻŘŜƭǳ ƛ ƧŜƎƻ 
ȊƱƻȍƻƴƻǏŎƛ  
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Naive Bayes SVM + RBF kernel 



Regiony decyzyjne i granice ƪƭŀǎΥ ƛƴƴŜ ǇǊȊȅƪƱŀŘȅ 
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Drzewo decyzyjne k-NN (k=3) 

Å ² ȊŀƭŜȍƴƻǏŎƛ ƻŘ ƳŜǘƻŘȅ ƎǊŀƴƛŎŜ ǊŜƎƛƻƴƽǿ ƳƻƎŊ ōȅŏ ƪǊȊȅǿȅƳƛ 
ǎŜǇŀǊǳƧŊŎȅƳƛ ŘŀƴŜΣ ƳƛŜŏ Ǉƻǎǘŀŏ ƱŀƳŀƴȅŎƘΣ ȊŀǿƛŜǊŀŏ ǿȅǎǇȅΦ 

Å bƛŜ ǿǎȊȅǎǘƪƛŜ ƻōǎŜǊǿŀŎƧŜ ȊōƛƻǊǳ ǳŎȊŊŎŜƎƻ ƳǳǎȊŊ ōȅŏ ǇǊȊȅǇƛǎŀƴŜ Řƻ 
ǊŜƎƛƻƴǳ ȊƎƻŘƴŜƎƻ Ȋ ŜǘȅƪƛŜǘŊ ƪƭŀǎȅΦ 

Å ½ƱƻȍƻƴŜ ƪǎȊǘŀƱǘȅ ǊŜƎƛƻƴƽǿ ŘŜŎȅȊȅƧƴȅŎƘ ƴŀƧŎȊťǏŎƛŜƧ ǎŊ ƻȊƴŀƪŊ ƴŀŘƳƛŜǊƴŜƎƻ 
ŘƻǇŀǎƻǿŀƴƛŀ Řƻ ŘŀƴȅŎƘ ǳŎȊŊŎȅŎƘ όŘǳȍŜƧ ǿŀǊƛŀƴŎƧƛύ 

Å ²ƛȊǳŀƭƛȊŀŎƧŜ н5 ƳŀƧŊ ǊŀŎȊŜƧ ŎƘŀǊŀƪǘŜǊ ǇƻƎƭŊŘƻǿȅΣ ƴƛȍ ȊƴŀŎȊŜƴƛŜ ǇǊŀƪǘȅŎȊƴŜ  



Perspektywa probabilistyczna 

ÅNiech # ὧȟȣȟὧ  

Åὴὧ  ǘƻ ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿƻ ǿȅǎǘŊǇƛŜƴƛŀ ƪƭŀǎȅ ὧ w 
pewnym zbiorze obserwacji.  

ïWŜȍŜƭƛ ȊōƛƻǊŜƳ ǘȅƳ ƧŜǎǘ ȊōƛƽǊ ŘŀƴȅŎƘ ǳŎȊŊŎȅŎƘ Ὀ i  dla pewnej klasy ὧ, 

ὴὧ  ƧŜǎǘ ƳŀƱŜΣ ǿƽǿŎȊŀǎ ȊōƛƽǊ ǘŜƴ ƴŀȊȅǿŀƴȅ  ƧŜǎǘ ƴƛŜȊǊƽǿƴƻǿŀȍƻƴȅƳ 

(niezbalansowanym, ang. unbalanced).  

Åὴὧȿὼ ǘƻ ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿƻΣ ǇǊȊȅǇƛǎŀƴƛŀ Řƻ ƻōǎŜǊǿŀŎƧƛ ὼ 
klasy ὧ.  

Å½ŀƪƱŀŘŀƧŊŎΣ ȍŜ ƪƭŀǎȅŦƛƪŀǘƻǊ ƧŜǎǘ ǿ ǎǘŀƴƛŜ ǿȅȊƴŀŎȊȅŏ ὴὧȿὼ, dla 
Ὥ ρȟȣȟὯΣ ǿƽǿŎȊŀǎ ƻǇǘȅƳŀƭƴŊ ŘŜŎȅȊƧŊ ƧŜǎǘ ǿȅōƽǊ ƪƭŀǎȅΥ 

ὧ ÁÒÇ άὥὼ ὴὧὼȡὭ ρȟὯ 
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Jednowymiarowy przypadek klasyfikacji 
binarnej 

Å wŜƎƛƻƴȅ ŘŜŎȅȊȅƧƴŜ Řƭŀ ŘŀƴŜƧ ƪƭŀǎȅ Υ ǿŀǊǘƻǏŎƛΣ ƎŘȊƛŜ ƪƭŀǎŀ ƧŜǎǘ ōŀǊŘȊƛŜƧ 
prawdopodobna, czyli ὴὧὼ ὴὧὼ 

Å Granica klas: ὴὧὼ ὴὧὼ πȢυ 
Å Sigmoidalna ŦǳƴƪŎƧŀ ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿŀΥ Řƻǿƻƭƴȅ ȊŀƪǊŜǎ Ȅ ƳƻȍŜ Ȋƻǎǘŀŏ 
ƻŘǿȊƻǊƻǿŀƴȅ ǿ ǇǊȊŜŘȊƛŀƱ ώлΣмϐ  
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x

p

p(c1| x) p(c2| x)

0

0.5

1

granica klas granica klas 

¾ǊƽŘƱƻ ōƱťŘƽǿ ¾ǊƽŘƱƻ ōƱťŘƽǿ 



tǊȊȅƪƱŀŘΥ ǊŜƎǊŜǎƧŀ ƭƻƎƛǎǘȅŎȊƴŀ 
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ÅBinarne zagadnienie klasyfikacji 
ÅDǊŀƴƛŎŀ ƪƭŀǎ ƧŜǎǘ ƘƛǇŜǊǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴŊ όƭƛƴƛŊ ǿ ǇǊȊȅǇŀŘƪǳ  ŘǿǳǿȅƳƛŀǊƻǿȅƳύ 
ÅtǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿƻ ƧŜŘƴŜƧ Ȋ ƪƭŀǎȅ ǊƻǏƴƛŜΣ ŀ ŘǊǳƎƛŜƧ ƳŀƭŜƧŜ  ǿǊŀȊ Ȋ 
ƻŘŘŀƭŀƴƛŜƳ ǎƛť ƻŘ ƎǊŀƴƛŎȅ ƪƭŀǎ 

ÅNa granicy:  ὴὧὼ ὴὧὼ  



Modele Bayesowskie 

Å Modele Bayesowskie  ǿȅƪƻǊȊȅǎǘǳƧŊ ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿƻ ǿȅǎǘŊǇƛŜƴƛŀ ƻōǎŜǊǿŀŎƧƛ 
ὼ dla klasy ὧΣ ŎȊȅƭƛ ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿŀ ǿŀǊǳƴƪƻǿŜΥ 

ὴὼȿὧ , Ὥ ρȟȣȟὯ 

Å bŀǎǘťǇƴƛŜ ὴὧȿὼ ƧŜǎǘ ǿȅȊƴŀŎȊŀƴŜ Ȋŀ ǇƻƳƻŎŊ ǊŜƎǳƱȅ .ŀȅŜǎŀΥ 

ὴὧ ὼ  ,  

Å tǊŀǿŘǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿƻ  ὴὼ jest obliczane jako: ὴὼ Вὴὼὧὴὧ  

Å tƻƴƛŜǿŀȍ ŎŜƭŜƳ ƧŜǎǘ ǿȅȊƴŀŎȊŜƴƛŜ ÁÒÇ άὥὼ ὴὧὼȡὭ ρȟὯ, 
ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿƻ ὴὼ Ƨŀƪƻ ǿǎǇƽƭƴȅ ŎȊȅƴƴƛƪ ǎƪŀƭǳƧŊŎȅ ƳƻȍŜ Ȋƻǎǘŀŏ ǇƻƳƛƴƛťǘŜΦ  
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wƻȊƪƱŀŘ  
ὴὧ ὼ 
wyznaczony 
przez naiwny 
klasyfikator 
Bayesa 
 



Inne metody 

Å Wiele metod nie korzysta z  modeli probabilistycznych. Regiony decyzyjne i 
ƎǊŀƴƛŎŜ ƪƭŀǎ ǎŊ ǿȅȊƴŀŎȊŀƴŜ ƴŀ ǇƻŘǎǘŀǿƛŜ ǊƽȍƴȅŎƘ ǇŀǊŀƳŜǘǊƽǿΥ 

ï{±aΥ ƳŀǊƎƛƴŜǎ ǇƻƳƛťŘȊȅ ƻōǎŜǊǿŀŎƧŀƳƛ  

ï drzewa: zysk informacyjny  

ï kNNΥ ƪƭŀǎŀ ǇǊȊŜǿŀȍŀƧŊŎŀ ǿ ǎŊǎƛŜŘȊǘǿƛŜ 

Å 5ƭŀ ŎȊťǏŎƛ Ȋ ƴƛŎƘ ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿŀ ὴὧ ὼ ƳƻƎŊ Ȋƻǎǘŀŏ ǇǊȊȅǇƛǎŀƴŜ Řƻ 
obserwacji ὼ po wyznaczeniu modelu. 
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SVM z kernelem RBF kNN (k=3) 



tƻŘȊƛŀƱ ƪƭŀǎȅŦƛƪŀǘƻǊƽǿ 

ÅGeneratywne (obserwacje uwarunkowane etykietami klas) 
Å²ȅȊƴŀŎȊŀƧŊ ǇŜƱƴȅ ƳƻŘŜƭ ὴὼȿὧ  

Å¦ȍȅǿŀƧŊ ǊŜƎǳƱȅ .ŀȅŜǎŀ Řƻ ƻƪǊŜǏƭŜƴƛŀ ƎǊŀƴƛŎ ƪƭŀǎ 

ÅtǊȊȅƪƱŀŘȅΥ ƴŀƛǿƴȅ ƳƻŘŜƭ .ŀȅŜǎŀΣ Gaussian mixture model 

ÅDǊŀƴƛŎŜ ƪƭŀǎ ǎŊ  ȊŀȊǿȅŎȊŀƧ ŦǳƴƪŎƧŀƳƛ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿȅƳƛ  

ÅDyskryminatywne  
ïOparte na regresji: 

ÅaƻŘŜƭǳƧŊ ὴὧȿὼ ōŜȊǇƻǏǊŜŘƴƛƻ 

ÅtǊȊȅƪƱŀŘȅΥ ǊŜƎǊŜǎƧŀ ƭƻƎƛǎǘȅŎȊƴŀΣ ǎƛŜŎƛ ƴŜǳǊƻƴƻǿŜ 

ïbƛŜ ǿȅƪƻǊȊȅǎǘǳƧŊŎŜ ōŜȊǇƻǏǊŜŘƴƛƻ ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿ, skupione na 
wyznaczaniu optymalnych granic klas: 

ÅSVM (support vector machines): liniowe i nieliniowe regiony decyzyjne 

ÅbŀƧōƭƛȍǎȊȅŎƘ ǎŊǎƛŀŘƽǿ όnearest neighbor)  - granice klas w postaci 
ƱŀƳŀƴȅŎƘ 

ÅDrzewa decyzyjne ς ƎǊŀƴƛŎŜ ƪƭŀǎ ǿȊŘƱǳȍ ƻǎƛ ŀǘǊȅōǳǘƽǿ 
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hŎŜƴŀ ƪƭŀǎȅŦƛƪŀǘƻǊƽǿ 
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Funkcje oceny klasyfikatora 

ÅtƻŘǎǘŀǿƻǿŊ ŦǳƴƪŎƧŊ ƻŎŜƴȅ ƪƭŀǎȅŦƛƪŀǘƻǊŀ ƧŜǎǘ ǘǊŀŦƴƻǏŏ 
klasyfikacji.  

ÅOznaczmy przez  ὒὭȟὮ ƪƻǎȊǘ ōƱťŘƴŜƧ ƪƭŀǎȅŦƛƪŀŎƧƛΥ 

ὒὭȟὮ
ρ ÇÄÙ É Ὦ
π ÇÄÙ É Ὦ

 

ὥὧὧόὶὥὧώ
ρ

ά
ὒώȟὧὼ  

ÅWŜŘƴŀƪȍŜ ŀƭƎƻǊȅǘƳȅ ǳŎȊŊŎŜ ƴƛŜ ƳƛƴƛƳŀƭƛȊǳƧŊ ōŜȊǇƻǏǊŜŘƴƛƻ ǘŜƧ 
ŦǳƴƪŎƧƛΣ ǊŀŎȊŜƧ ǇƻǎƱǳƎǳƧŊ ǎƛť ǊƽȍƴȅƳƛ ŦǳƴƪŎƧŀƳƛ ȊŀǎǘťǇŎȊȅƳƛΣ 
ƪǘƽǊŜ ǎŊ ƻǇǘȅƳŀƭƛȊƻǿŀƴŜ 
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Macierz ǇƻƳȅƱŜƪ όōƱťŘƽǿύ 

aŀŎƛŜǊȊ ǇƻƳȅƱŜƪ όōƱťŘƽǿύ 
aŀŎƛŜǊȊ ǇƻƳȅƱŜƪ όŀƴƎΦ confussion matrixΣ ǘŀƪȍŜ contigency table) 
ȊŜǎǘŀǿƛŀ ŘŀƴŜ ŘƻǘȅŎȊŊŎŜ ǇǊŀǿƛŘƱƻǿƻκƴƛŜǇǊŀǿƛŘƱƻǿƻ ǎƪƭŀǎȅŦƛƪƻǿŀƴȅŎƘ 
ǇǊȊȅǇŀŘƪƽǿ  
tǊȊȅƪƱŀŘ 
YƭŀǎȅŦƛƪŀŎƧŀ ōƛƴŀǊƴŀΣ ƴǇΦ ŘŜǘŜƪŎƧŀ ŎƘƻǊƻōȅ Ȋŀ ǇƻƳƻŎŊ ōŀŘŀƴƛŀ 
ŘƛŀƎƴƻǎǘȅŎȊƴŜƎƻΦ ¢Ŝǎǘȅ ǇǊȊŜǇǊƻǿŀŘȊƻƴŜ ƴŀ ƎǊǳǇƛŜ рл ǇŀŎƧŜƴǘƽǿ 
ŎƘƻǊȅŎƘ ƛ рл ǇŀŎƧŜƴǘƽǿ ȊŘǊƻǿȅŎƘ 
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Sklasyfikowany 
jako chory 

Sklasyfikowany 
jako zdrowy 

Pacjent chory 34 16 

Pacjent zdrowy 7 43 

ƴƛŜǇǊŀǿƛŘƱƻǿƻ 
sklasyfikowane 
ƴƛŜǇǊŀǿƛŘƱƻǿƻ 
sklasyfikowane 

ǇǊŀǿƛŘƱƻǿƻ 
sklasyfikowane 
ǇǊŀǿƛŘƱƻǿƻ 
sklasyfikowane 



Åὖ (przypadki pozytywne) ὖ  Ὕὖ  Ὂὔ 

Åὔ (przypadki negatywne) ὔ  Ὂὖ Ὕὔ 
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aŀŎƛŜǊȊ ǇƻƳȅƱŜƪ Řƭŀ ōƛƴŀǊƴŜƧ ƪƭŀǎȅŦƛƪŀŎƧƛ 

Sklasyfikowany 
jako chory 

Sklasyfikowany 
jako zdrowy 

Pacjent chory TP (true positive) FN (false negative) 

Pacjent zdrowy FP (false positive) TN (true negative) 



ὥὧὧόὶὥὧώ  
Ὕὖ Ὕὔ

ὖ ὔ

Ὕὖ Ὕὔ

Ὕὖ Ὂὔ Ὂὖ Ὕὔ
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¢ǊŀŦƴƻǏŏ όaccuracy) 

TP = 34 FN = 16 

FP = 7 TN = 43 

Sklasyfikowany 
jako chory 

Sklasyfikowany 
jako zdrowy 

Pacjent chory TP (true positive) FN (false negative) 

Pacjent zdrowy FP (false positive) TN (true negative) 

ὥὧὧ  
στ τσ

ρππ
πȢχχπ 

TP = 8 FN = 2 

FP = 3 TN = 987 
ὥὧὧ  

ψ ωψχ

ρπππ
πȢωωυ 

TP = 0 FN = 10 

FP = 0 TN = 990 
ὥὧὧ  

π ωωπ

ρπππ
πȢωωπ 

Wyniki niemal 
identyczne, ale w 
ostatnim przypadku 
badanie (klasyfikator) 
nigdy nie wykryje 
choroby 



² ǇǊȊȅǇŀŘƪǳ ƴƛŜȊǊƽǿƴƻǿŀȍƻƴȅŎƘ ŘŀƴȅŎƘ ǘǊŀŦƴƻǏŏ ƧŜǎǘ ȊƱŊ ƳƛŀǊŊΦ 
hŎȊŜƪǳƧŜƳȅ ƧŜŘƴŀƪΣ ȍŜ ōŀŘŀƴƛŜ ǿǎƪŀȍŜ ŎƘƻǊƻōť ǿ ǇǊȊȅǇŀŘƪǳΣ ƪƛŜŘȅ 
ǇŀŎƧŜƴǘ ƧŜǎǘ ǊȊŜŎȊȅǿƛǏŎƛŜ ŎƘƻǊȅΦ 

/ȊǳƱƻǏŏ όŀƴƎΦ sensitivityύΣ ǘŀƪȍŜ ¢tw όtrue positive rate ύΣ ǘŀƪȍŜ 
ǇǊȊȅǿƻƱŀƴƛŜ όŀƴƎΦ recall) 

ίὩὲίὭὸὭὺὭὸώ ὝὖὙ  
Ὕὖ

Ὕὖ Ὂὔ
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/ȊǳƱƻǏŏ 

Sklasyfikowany 
jako chory 

Sklasyfikowany 
jako zdrowy 

Pacjent chory TP (true positive) FN (false negative) 

Pacjent zdrowy FP (false positive) TN (true negative) 

/ȊǳƱƻǏŏ ǿȅȊƴŀŎȊŀƴŀ Řƭŀ ŘǳȍŜƧ ƭƛŎȊōȅ ƛƴǎǘŀƴŎƧƛ ƳƻȍŜ ōȅŏ ǘǊŀƪǘƻǿŀƴŀ Ƨŀƪƻ 
ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿƻ ǿȅƪǊȅŎƛŀ ŎƘƻǊƻōȅ ǇǊȊŜȊ  ōŀŘŀƴƛŜ όƪƭŀǎȅŦƛƪŀǘƻǊύΦ 
 

ίὩὲίὭὸὭὺὭὸώὖ3ËÌÁÓÙÆÉËÏ×ÁÎÙ ÊÁËÏ ÃÈÏÒÙȿ0ÁÃÊÅÎÔ ÃÈÏÒÙ 
 



tǊȊȅ ƻŎŜƴƛŜ ƪƭŀǎȅŦƛƪŀǘƻǊƽǿ ŎȊťǏŎƛŜƧ ǳȍȅǿŀƴȅƳ ǘŜǊƳƛƴŜƳ ƧŜǎǘ 
ǇǊȊȅǿƻƱŀƴƛŜ όŀƴƎΦ recall).   
²ȅƻōǊŀȋƳȅ ǎƻōƛŜΣ ȍŜ ȊŀŘŀƴƛŜƳ ƪƭŀǎȅŦƛƪŀǘƻǊŀ ƧŜǎǘ ǿȅōǊŀƴƛŜ ŘƻƪǳƳŜƴǘƽǿ 
ƴŀ ǘŜƳŀǘ ǎǇƻǊǘǳ ǿ ȊōƛƻǊȊŜ Ƴƛƭƛƻƴƽǿ ŘƻƪǳƳŜƴǘƽǿΦ LƴǘŜǊŜǎǳƧŜ ƴŀǎΣ ŀōȅ 
ȊƴŀƭŀȊƱ ƛŎƘ Ƨŀƪ ƴŀƧǿƛťŎŜƧΦ 

 

ὶὩὧὥὰὰ  
ȿᾀὲὥὰὩᾀὭέὲὩ ὨέὯόάὩὲὸώ᷊ὨέὯόάὩὲὸώ ὲὥ ὸὩάὥὸ ίὴέὶὸόȿ

ȿὨέὯόάὩὲὸώ ὲὥ ὸὩάὥὸ ίὴέὶὸόȿ
 

 

Å Licznik ς ƭƛŎȊōŀ ȊǿǊƽŎƻƴȅŎƘ ŘƻƪǳƳŜƴǘƽǿ ƴŀ ǘŜƳŀǘ ǎǇƻǊǘǳ όŎȊȅƭƛ Ὕὖ) 

Å Mianownik ς ƭƛŎȊōŀ ǿǎȊȅǎǘƪƛŎƘ ŘƻƪǳƳŜƴǘƽǿ ƴŀ ǘŜƳŀǘ ǎǇƻǊǘǳ ǿ ŎŀƱȅƳ 
zbiorze (czyli ὖ Ὕὖ Ὂὔ) 

 

 

P. Szwed: Metody eksploracji danych (2017) 20 

Recall 

Sklasyfikowany 
jako sport 

Sklasyfikowany 
jako inne 

sport TP (true positive) FN (false negative) 

inne FP (false positive) TN (true negative) 



ίὩὲίὭὸὭὺὭὸώὶὩὧὥὰὰὝὖὙ 
Ὕὖ

Ὕὖ Ὂὔ
 

P. Szwed: Metody eksploracji danych (2017) 21 

hōƭƛŎȊƳȅ ŎȊǳƱƻǏŏ  

TP = 34 FN = 16 

FP = 7 TN = 43 

Sklasyfikowany 
jako chory 

Sklasyfikowany 
jako zdrowy 

Pacjent chory TP (true positive) FN (false negative) 

Pacjent zdrowy FP (false positive) TN (true negative) 

ὝὖὙ  
στ

υπ
πȢφψπ 

TP = 8 FN = 2 

FP = 3 TN = 987 
ὝὖὙ  

ψ

ρπ
πȢψππ 

TP = 0 FN = 10 

FP = 0 TN = 990 
ὝὖὙ  

π

ρπ
π 



{ǇŜŎȅŦƛŎȊƴƻǏŏ όŀƴƎΦ specificityύ ƧŜǎǘ ŀƴŀƭƻƎƛŎȊƴŊ ƳƛŀǊŊ Řƭŀ 
ǇǊȊȅǇŀŘƪƽǿ ƴŜƎŀǘȅǿƴȅŎƘΦ 

ίὴὩὧὭὪὭὧὭὸώ ὝὔὙ  
Ὕὔ

Ὕὔ Ὂὖ
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{ǇŜŎȅŦƛŎȊƴƻǏŏ 

{ǇŜŎȅŦƛŎȊƴƻǏŏ όǎǿƻƛǎǘƻǏŏύ ǿȅȊƴŀŎȊŀƴŀ Řƭŀ ŘǳȍŜƧ ƭƛŎȊōȅ 
ƛƴǎǘŀƴŎƧƛ ƳƻȍŜ ōȅŏ ǿ ǘȅƳ ǇǊȊȅǇŀŘƪǳ ƛƴǘŜǊǇǊŜǘƻǿŀƴŀ Ƨŀƪƻ 
ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿƻ ƻŘǊȊǳŎŜƴƛŀ ŘƛŀƎƴƻȊȅ ŎƘƻǊƻōȅ ǿ 
ǇǊȊȅǇŀŘƪǳ ȊŘǊƻǿȅŎƘ ǇŀŎƧŜƴǘƽǿΥ  

ίὴὩὧὭὪὭὧὭὸώ  ὖὛὯὰὥίώὪὭὯέύὥὲώ ὮὥὯέ ᾀὨὶέύώȿὖὥὧὮὩὲὸ ᾀὨὶέύώ 
 

Sklasyfikowany 
jako chory 

Sklasyfikowany 
jako zdrowy 

Pacjent chory TP (true positive) FN (false negative) 

Pacjent zdrowy FP (false positive) TN (true negative) 



{ǇŜŎȅŦƛŎȊƴƻǏŏ 
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TP = 34 FN = 16 

FP = 7 TN = 43 
ὝὔὙ  

τσ

υπ
πȢψψπ 

TP = 8 FN = 2 

FP = 3 TN = 987 
ὝὔὙ  

ωψχ

ωωπ
πȢωωφ 

TP = 0 FN = 10 

FP = 0 TN = 990 
ὝὔὙ  

ωωπ

ωωπ
ρ 

ίὴὩὧὭὪὭὧὭὸώ ὝὔὙ  
Ὕὔ

Ὕὔ Ὂὖ
 

Sklasyfikowany 
jako chory 

Sklasyfikowany 
jako zdrowy 

Pacjent chory TP (true positive) FN (false negative) 

Pacjent zdrowy FP (false positive) TN (true negative) 



ROC (Receiver Operating Characteristic) 

aƛŀǊŀ ǊƻȊǿƛƴƛťǘŀ ǇƻŘŎȊŀǎ LL ²ƻƧƴȅ |ǿƛŀǘƻǿŜƧ ƴŀ ǇƻǘǊȊŜōȅ  ƻŎŜƴȅ ŜŦŜƪǘȅǿƴƻǏŎƛ 
ƻǇŜǊŀǘƻǊƽǿ ǊŀŘŀǊǳΦ hǇŜǊŀǘƻǊ Ƴŀ ǳǎǘŀƭƛŏ ŎȊȅ Ǉǳƴƪǘ ƴŀ ŜƪǊŀƴƛŜ ǘƻΥ 

Å samolot wroga (przypadek pozytywny) 

Å ǎŀƳƻƭƻǘ ǿƱŀǎƴȅ ƭǳō ǎǘŀŘƻ Ǉǘŀƪƽǿ όǇǊȊȅǇŀŘŜƪ ƴŜƎŀǘȅǿƴȅύ 
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tǊȊŜǎǘǊȊŜƵ wh/ ǇƻƪŀȊǳƧŜ ȊŀƭŜȍƴƻǏŏ ǇƻƳƛťŘȊȅ  

1. ὊὖὙ  ρ ίὴὩὧὭὪὭὧὭὸώ  

2. ὝὖὙ    ίὩὲίὭὸὭὺὭὸώ 

 
Å Najlepszy klasyfikator jest w punkcie πȟρ 
ÅYƭŀǎȅŦƛƪŀǘƻǊ ƭƻǎƻǿȅ ƭŜȍȅ ƴŀ ǳƪƻǏƴŜƧ ƭƛƴƛƛ 
Å½Ʊȅ ƪƭŀǎȅŦƛƪŀǘƻǊ ƧŜǎǘ ǇƻƴƛȍŜƧ ƭƛƴƛƛ όŀƭŜ ǿǘŜŘȅ 
ǿȅǎǘŀǊŎȊȅ ȊŀƴŜƎƻǿŀŏ ǿȅƴƛƪƛ ƛ ōťŘȊƛŜ 
dobrym klasyfikatorem) 

  

¾ǊƽŘƱƻΥ ƘǘǘǇǎΥκκŜƴΦǿƛƪƛǇŜŘƛŀΦƻǊƎκǿƛƪƛκwŜŎŜƛǾŜǊψƻǇŜǊŀǘƛƴƎψŎƘŀǊŀŎǘŜǊƛǎǘƛŎ 



Krzywa ROC 

bƛŜƪǘƽǊŜ ƪƭŀǎȅŦƛƪŀǘƻǊȅ ǇƻȊŀ ŜǘȅƪƛŜǘŊ ƪƭŀǎȅ ǿȅƧǏŎƛƻǿŜƧ ȊǿǊŀŎŀƧŊ 
ƭƛŎȊōƻǿŊ ƳƛŀǊť ƻŎŜƴȅ ƪƭŀǎȅŦƛƪŀŎƧƛΣ ƴǇΦ ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿƻΦ 
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Ocena C Data 
Ocena 
CPP Klasa 

Prawdop. 
nie_zdal 

3.0 2016-09-01 2.0 nie_zdal 0.961375 

3.0 2016-09-01 3.0 nie_zdal 0.763757 

3.0 2016-09-01 3.5 nie_zdal 0.538138 

3.0 2016-09-01 4.0 zdal 0.295734 

3.0 2016-09-01 4.5 zdal 0.131445 

3.0 2016-09-01 5.0 zdal 0.051721 

3.5 2016-09-01 2.0 nie_zdal 0.93792 

3.5 2016-09-01 3.0 nie_zdal 0.662431 

3.5 2016-09-01 3.5 zdal 0.414256 

3.5 2016-09-01 4.0 zdal 0.203115 

3.5 2016-09-01 4.5 zdal 0.084132 

3.5 2016-09-01 5.0 zdal 0.032046 

4.0 2016-09-01 2.0 nie_zdal 0.901676 

4.0 2016-09-01 3.0 nie_zdal 0.543614 

4.0 2016-09-01 3.5 zdal 0.300348 

4.0 2016-09-01 4.0 zdal 0.133984 

4.0 2016-09-01 4.5 zdal 0.052814 

4.0 2016-09-01 5.0 zdal 0.019699 

4.5 2016-09-01 2.0 nie_zdal 0.847709 

5ƭŀ ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿ ǇǊƻƎƛŜƳ 
klasyfikacji jest 0.5. 
 
WŀƪƛŜ ōȅƱȅōȅ ǿȅƴƛƪƛ ƎŘȅōȅǏƳȅ 
ȊƳƛŜƴƛƭƛ ǇǊƽƎΚ bŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘ ǇǊȊȅƧťƭƛ Υ 
Å 0.05 
Å 0.13 
Å 0.20 
Å 0.53 
Å 0.76 
Å itd 



Krzywa ROC 

ÅtƻǎƻǊǘǳƧƳȅ ǿȅƴƛƪƛ ƪƭŀǎȅŦƛƪŀŎƧƛ ǿŜŘƱǳƎ ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿ 

ÅtǊȊȅƧƳƛƧƳȅ ƪƻƭŜƧƴƻ ǊƻǎƴŊŎŜ ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿŀ Ƨŀƪƻ ǇǊƻƎƛ ƛ 
obliczmy punkty ὊὖὙȟὝὖὙ  
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Ocena C Data 
Ocena 
CPP Klasa 

Prawdop. 
nie_zdal 

5.0 2016-09-01 5.0 zdal 0.007349 

4.5 2016-09-01 5.0 zdal 0.012051 

4.0 2016-09-01 5.0 zdal 0.019699 

5.0 2016-09-01 4.5 zdal 0.02013 

3.5 2016-09-01 5.0 zdal 0.032046 

4.5 2016-09-01 4.5 zdal 0.032737 

3.0 2016-09-01 5.0 zdal 0.051721 

4.0 2016-09-01 4.5 zdal 0.052814 

5.0 2016-09-01 4.0 zdal 0.053928 

3.5 2016-09-01 4.5 zdal 0.084132 

4.5 2016-09-01 4.0 zdal 0.085847 

3.0 2016-09-01 4.5 zdal 0.131445 

4.0 2016-09-01 4.0 zdal 0.133984 

5.0 2016-09-01 3.5 zdal 0.136564 

3.5 2016-09-01 4.0 zdal 0.203115 

4.5 2016-09-01 3.5 zdal 0.206708 

3.0 2016-09-01 4.0 zdal 0.295734 

4.0 2016-09-01 3.5 zdal 0.300348 

5.0 2016-09-01 3.0 zdal 0.305003 



Krzywa ROC 

²ȅƴƛƪƛŜƳ ōťŘȊƛŜ ƪǊȊȅǿŀ wh/ 
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bŀƧƭŜǇǎȊȅ Ǉǳƴƪǘ όƛ ǇǊƽƎ ƻŘŎƛťŎƛŀύ bŀƧƭŜǇǎȊȅ Ǉǳƴƪǘ όƛ ǇǊƽƎ ƻŘŎƛťŎƛŀύ 

WŜŘƴȅƳ ȊŜ ǿǎƪŀȋƴƛƪƽǿ ƻŎŜƴȅ ƪƭŀǎȅŦƛƪŀǘƻǊƽǿ ƧŜǎǘ AUC 
(AUROC) ς area under ROCΣ ŎȊȅƭƛ ǇƻƭŜ ǇƻŘ ƪǊȊȅǿŊ wh/Φ 
tǊȊȅƧƳǳƧŜ ƻƴ ǿŀǊǘƻǏŎƛΥ м Řƭŀ ƛŘŜŀƭƴŜƎƻ ƪƭŀǎȅŦƛƪŀǘƻǊŀΣ лΦр 
dla losowego, 0 dla najgorszego klasyfikatora, 

WŜŘƴȅƳ ȊŜ ǿǎƪŀȋƴƛƪƽǿ ƻŎŜƴȅ ƪƭŀǎȅŦƛƪŀǘƻǊƽǿ ƧŜǎǘ AUC 
(AUROC) ς area under ROCΣ ŎȊȅƭƛ ǇƻƭŜ ǇƻŘ ƪǊȊȅǿŊ wh/Φ 
tǊȊȅƧƳǳƧŜ ƻƴ ǿŀǊǘƻǏŎƛΥ м Řƭŀ ƛŘŜŀƭƴŜƎƻ ƪƭŀǎȅŦƛƪŀǘƻǊŀΣ лΦр 
dla losowego, 0 dla najgorszego klasyfikatora, 



5ƻƪƱŀŘƴƻǏŏ όǇǊŜŎƛǎƛƻƴύ 

5ƻƪƱŀŘƴƻǏŏ όŀƴƎΦ ǇǊŜŎƛǎƛƻƴύ ȊŘŜŦƛƴƛƻǿŀƴŀ ƧŜǎǘ ƧŀƪƻΥ 

ὴὶὩὧὭίὭέὲ
Ὕὖ

Ὕὖ Ὂὖ
 

aƛŀǊŀ ǘŀ ǇƻȊǿŀƭŀ ƻƪǊŜǏƭƛŏ ǿ ƛƭǳ ǇǊȊȅǇŀŘƪŀŎƘ όǇǊƻŎŜƴǘƻǿƻύ 
ƪƭŀǎȅŦƛƪŀǘƻǊ  ȊǿǊƽŎƛƱ ǇƻǇǊŀǿƴȅ ǿȅƴƛƪΦ  

P. Szwed: Metody eksploracji danych (2017) 28 

Sklasyfikowany 
jako chory 

Sklasyfikowany 
jako zdrowy 

Pacjent chory TP (true positive) FN (false negative) 

Pacjent zdrowy FP (false positive) TN (true negative) 

TP = 34 FN = 16 

FP = 7 TN = 43 
ὴὶὩὧὭίὭέὲ  

στ

στ χ
πȢψςω 

TP = 50 FN = 50 

FP = 50 TN = 850 
ὴὶὩὧὭίὭέὲ  

υπ

υπ υπ
πȢυ 



5ƻƪƱŀŘƴƻǏŏ ƛ ŎȊǳƱƻǏŏ - precision vs. recall 

5ƻƪƱŀŘƴƻǏŏ όǇǊŜŎƛǎƛƻƴύ ƛ ŎȊǳƱƻǏŏ όrecallύ ŎȊťǎǘƻ ƳƻƎŊ ȊǿǊŀŎŀŏ 
ǊƻȊōƛŜȍƴŜ ǿȅƴƛƪƛΣ Ŏƻ ǏǿƛŀŘŎȊȅ ƻ ƴƛǎƪƛŜƧ ƧŀƪƻǏŎƛ ƪƭŀǎȅŦƛƪŀǘƻǊŀ 
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TP = 50 FN = 0 

FP = 950 TN = 0 

ὴὶὩὧὭίὭέὲ  
υπ

υπ ωυπ
πȢπυ      ὶὩὧὥὰὰ  

υπ

υπ π
ρȢπ 

TP = 3 FN = 47 

FP = 0 TN = 950 

ὴὶὩὧὭίὭέὲ  
σ

σ π
ρȢπ      ὶὩὧὥὰὰ  

σ

σ τχ
πȢπφ 



Miara F1 

Miara Ὂ (lub po prostu Ὂύ ƧŜǎǘ ǏǊŜŘƴƛŊ ƘŀǊƳƻƴƛŎȊƴŊ ὴὶὩὧὭίὭέὲ i 
ὶὩὧὥὰὰ 

Ὂ ςz
ὴὶὩὧὭίὭέὲὶzὩὧὥὰὰ

ὴὶὩὧὭίέὲὶὩὧὥὰὰ
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TP = 50 FN = 0 

FP = 950 TN = 0 

ὴὶὩὧὭίὭέὲ πȢπυ      ὶὩὧὥὰὰ ρȢπ     Ὂ  πȢπυ 

TP = 3 FN = 47 

FP = 0 TN = 950 

ὴὶὩὧὭίὭέὲρȢπ      ὶὩὧὥὰὰ  πȢπφ   Ὂ πȢπφ 

TP = 34 FN = 16 

FP = 7 TN = 43 

ὴὶὩὧὭίὭέὲπȢψσ      ὶὩὧὥὰὰ  πȢφψ   Ὂ πȢχτ 



ὥὧὧόὶὥὧώ
В ὩὭȟὭ

В В ὩὭȟὯ
 

²ŀǊǘƻǏŎƛ  ὴὶὩὧὭίὭέὲ i ὶὩὧὥὰὰ ƳƻƎŊ ōȅŏ ǿȅȊƴŀŎȊƻƴŜ Řƭŀ ǇƻǎȊŎȊŜƎƽƭƴȅŎƘ ƪƭŀǎΥ 

ὴὶὩὧὭίὭέὲὧ
ὩὭȟὭ

В ὩὮȟὭ
 

ὶὩὧὥὰὰὧ
ὩὭȟὭ

В ὩὭȟὮ
 

Macierz ǇƻƳȅƱŜƪ Řƭŀ ǿƛŜƭǳ ƪƭŀǎ 
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True\ predicted ╬ ὧ ὧ 

ὧ 5 0 2 

ὧ 1 7 2 

ὧ 1 4 3 

ǇǊŀǿƛŘƱƻǿƻ 
sklasyfikowane 
ǇǊŀǿƛŘƱƻǿƻ 
sklasyfikowane 

ƴƛŜǇǊŀǿƛŘƱƻǿƻ 
sklasyfikowane 
ƴƛŜǇǊŀǿƛŘƱƻǿƻ 
sklasyfikowane 

ὶὩὧὥὰὰὧ  

ὴὶὩὧὭίὭέὲὧ  



Miara F1 dla wielu klas 

hōƭƛŎȊŜƴƛŜ ƳƛŀǊȅ Cм ǿȅƳŀƎŀ ǳǏǊŜŘƴƛŜƴƛŀ ǿȅƴƛƪƽǿΦ aƻȍŜ ǘƻ ōȅŏ 
zrealizowane na dwa sposoby: mikro i makro 
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Mikro 

1. 5ƭŀ ƪŀȍŘŜƧ ƪƭŀǎȅ ὧ oblicz Ὕὖὧ , Ὂὖὧ  oraz Ὂὔὧ  

2. Oblicz ὴὶὩὧὭίὭέὲ  

3. Oblicz ὶὩὧὥὰὰ  

4. Oblicz Ὂ ςz
ᶻ

 

Mikro 

1. 5ƭŀ ƪŀȍŘŜƧ ƪƭŀǎȅ ὧ oblicz Ὕὖὧ , Ὂὖὧ  oraz Ὂὔὧ  

2. Oblicz ὴὶὩὧὭίὭέὲ
В

В
 

3. Oblicz ὶὩὧὥὰὰ
В

В
 

4. Oblicz Ὂ ςz
ᶻ

 



Miara F1 dla wielu klas 
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Makro 

1. 5ƭŀ ƪŀȍŘŜƧ ƪƭŀǎȅ ὧ  

1. oblicz Ὕὖὧ , Ὂὖὧ  oraz Ὂὔὧ  

2. Wyznacz ÐὶὩὧὧ  

3. Wyznacz ὶὩὧὥὰὰὧ  

2. hōƭƛŎȊ ǏǊŜŘƴƛŜ ǿŀǊǘƻǏŎƛ 

1.  ὴὶὩὧὭίὭέὲ
ȿ ȿ

  

2. ὶὩὧὥὰὰ
ȿ ȿ

 

3. Oblicz Ὂ ςz
ᶻ

 

Makro 

1. 5ƭŀ ƪŀȍŘŜƧ ƪƭŀǎȅ ὧ  

1. oblicz Ὕὖὧ , Ὂὖὧ  oraz Ὂὔὧ  

2. Wyznacz ÐὶὩὧὧ  

3. Wyznacz ὶὩὧὥὰὰὧ  

2. hōƭƛŎȊ ǏǊŜŘƴƛŜ ǿŀǊǘƻǏŎƛ 

1.  ὴὶὩὧὭίὭέὲ
В

ȿ ȿ
  

2. ὶὩὧὥὰὰ
В

ȿ ȿ
 

3. Oblicz Ὂ ςz
ᶻ

 



F1 mikro vs makro 
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True\ predicted ╬ ὧ ὧ 

ὧ 5 0 2 

ὧ 1 7 2 

ὧ 1 4 3 

Micro Precision 0.6 
Micro Recall 0.6 
Micro F1 0.6 

Macro Precision 0.596429 
Macro Recall 0.593074 
Macro F1 0.594746 

True\ predicted ╬ ὧ ὧ 

ὧ 5 0 2 

ὧ 1 497 2 

ὧ 1 4 3 

Micro Precision 0.980583 
Micro Recall 0.980583 
Micro F1 0.980583 

Macro Precision 0.694429 
Macro Recall 0.711624 
Macro F1 0.702921 

{ƛƭƴŜ ƴƛŜȊǊƽǿƴƻǿŀȍŜƴƛŜ {ƛƭƴŜ ƴƛŜȊǊƽǿƴƻǿŀȍŜƴƛŜ 



²ǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪ YŀǇǇŀ 

²ǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪ YŀǇǇŀ /ƻƘŜƴŀ ǇƻȊǿŀƭŀ ƻƪǊŜǏƭƛŏ ǎǘƻǇƛŜƵ ȊƎƻŘƴƻǏŎƛ 
ŜǘȅƪƛŜǘ ǿ ȊōƛƻǊȊŜ ǳŎȊŊŎȅƳ ƻǊŀȊ ȊǿǊƽŎƻƴȅŎƘ ǇǊȊŜȊ ƪƭŀǎȅŦƛƪŀǘƻǊΦ 

²ȅƻōǊŀȋƳȅ ǎƻōƛŜΣ ȍŜ ƳŀƳȅ ŘǿƽŎƘ αƻŎŜƴƛŀƧŊŎȅŎƘέ ƻǇƛǎŀƴȅŎƘ ŘǿƛŜƳŀ 
funkcjami:  

Ὢὼȡὢᴼ ὧȟȣȟὧ  
Ὢὼȡὢᴼ ὧȟȣȟὧ  

Å Pierwszym jest prawdziwe przypisanie etykiet (ground truth) 

Å Drugim jest zbudowany klasyfikator 

½ƎƻŘƴƻǏŏ ƻŎŜƴ ƳƻȍŜ ƳƛŜŏ Řǿŀ ȋǊƽŘƱŀΥ 
1. wȊŜŎȊȅǿƛǏŎƛŜ ƻōŀƧ αƻŎŜƴƛŀƧŊŎȅέ ǳǿŀȍŀƧŊΣ ȍŜ ƻōǎŜǊǿŀŎƧƛ Ǉƻǿƛƴƴŀ ōȅŏ 

przypisana  ta sama etykieta 

2. ½ōƛŜȍƴƻǏŏ Ƴŀ ŎƘŀǊŀƪǘŜǊ ƭƻǎƻǿȅΣ ŎȊȅƭƛ ǇƛŜǊǿǎȊȅ ƻŎŜƴƛŀƧŊŎȅ ǿȅōƛŜǊŀ 
ŜǘȅƪƛŜǘť ὧ   dla obserwacji ὼ Ȋ ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿŜƳ ὴ Ὢὼ ὧȿὼ, 
ŘǊǳƎƛ Ȋ ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿŜƳ ὴ Ὢὼ ὧȿὼ. Oba zdarzenia wyboru 
ǎŊ ƴƛŜȊŀƭŜȍƴŜΣ ǿƛťŎ  

ὴὪὼ Ὢὼ ὧȿὼ)  ὴ Ὢὼ ὧὼẗὴ Ὢὼ ὧȿὼ 
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²ǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪ YŀǇǇŀ 

²ǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪ YŀǇǇŀ ƧŜǎǘ ƻōƭƛŎȊŀƴȅ ƧŀƪƻΥ  

‖
ὴ ὴ

ρ ὴ
 

ὴ ς ǘƻ ȊŀƻōǎŜǊǿƻǿŀƴŜ ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿƻ ȊƎƻŘƴƻǏŎƛ 

ὴ ς ǘƻ ƪƻǊŜƪǘŀ ǇǊȊȅǇŀŘƪƻǿŜƧ ȊƎƻŘƴƻǏŎƛ Řƭŀ ƴƛŜȊŀƭŜȍƴȅŎƘ 
ƭƻǎƻǿȅŎƘ ǿȅōƻǊƽǿ ŜǘȅƪƛŜǘ 

5ƭŀ ƳŀŎƛŜǊȊȅ ǇƻƳȅƱŜƪ Ὁ oznaczmy przez ά В В ὩὭȟὯ  

ὴ
В ὩὭȟὭ

ά
ὥὧὧόὶὥὧώ 

ὴ  
В ὩὭȟὮ

ά
ẗ
В ὩὮȟὭ

ά
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²ǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪ Kappa - ǇǊȊȅƪƱŀŘ 
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True\ predicted ╬ ὧ ὧ 

ὧ 5 0 2 

ὧ 1 7 2 

ὧ 1 4 3 

╬ ὧ ὧ 

ὧ 0.2 0 0.08 

ὧ 0.04 0.28 0.08 

ὧ 0.04 0.16 0.12 

5ȊƛŜƭƛƳȅ ǇǊȊŜȊ ǎǳƳť ŜƭŜƳŜƴǘƽǿ 
(zamieniamy na 
ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿŀύ 



²ǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪ Kappa - ǇǊȊȅƪƱŀŘ 
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╬ρ ὧς ὧσ 

ὧρ 0.2 0 0.08 ὖρὧρ 0.28 

ὧς 0.04 0.28 0.08 ὖρὧς 0.40 

ὧσ 0.04 0.16 0.12 ὖρὧσ 0.32 

ὖςὧρ 0.28 ὖςὧς 0.44 ὖςὧσ=0.28 

Wyznaczamy ὖ ὧ  i ὖ ὧ  Ƨŀƪƻ ǎǳƳȅ ŜƭŜƳŜƴǘƽǿ ǿ ǿƛŜǊǎȊŀŎƘ ƛ ƪƻƭǳƳƴŀŎƘΦ /Ȋȅƭƛ 
np. ὖ ὧ  ƻǇƛǎǳƧŜ ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿƻΣ ȍŜ ƪƭŀǎȅŦƛƪŀǘƻǊ  ǇǊȊȅǇƛǎȊŜ ŜǘȅƪƛŜǘť ὧ. 

ὴ  ὴ πȢς πȢςψ πȢρς πȢφ 

ὴ   ὴ ὧ ẗὴ ὧ  πȢςψẗπȢςψ πȢτẗπȢττ πȢσςẗπȢςψ πȢσττ 

 
{ǘŊŘ ‖  πȢσω 



²ǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪ YŀǇǇŀ - interpretacja 

hŎŜƴŀ ȊƎƻŘƴƻǏŎƛ Řƭŀ ǊƽȍƴȅŎƘ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ‖ 

Å πȟπȢς ς nieistotna 

Å πȢςρȟπȢτπ ς ǎƱŀōŀ 

Å πȢτρȟπȢφπ ς ǏǊŜŘƴƛŀ 

Å πȢφρȟπȢψπ ς zasadnicza 

Å πȢψρȟρȢπ -- ŘƻǎƪƻƴŀƱŀ ȊƎƻŘƴƻǏŏ 
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True\ predicted ╬ ὧ ὧ 

ὧ 5 0 2 

ὧ 1 497 2 

ὧ 1 4 3 

‖ πȢφυ 



Regresja logistyczna 
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Regresja logistyczna 

Regresja logistyczna jest zagadnieniem klasyfikacji binarnej: 

Å²ŀǊǘƻǏŎƛ ὼ ǎŊ ǿŜƪǘƻǊŀƳƛ ὲ-wymiarowymi: ὼɴ 2  

Å½ōƛƽǊ ŘŜŎȅȊƧƛ όƪƭŀǎύ ὣ zawiera dwa elementy, np. ὣ πȟρ 

ÅGranica klas jest n-м ǿȅƳƛŀǊƻǿŊ ƘƛǇŜǊǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴŊΣ ŎȊȅƭƛ ƴǇΦ ǇǊƻǎǘŊ ǿ 
przypadku 2D  
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wŜƎǊŜǎƧŀ ƭƻƎƛǎǘȅŎȊƴŀΥ ƘƛǇŜǊǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴŀ 

ÅwƽǿƴŀƴƛŜ ƘƛǇŜǊǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴȅ όὼ oznacza Ὥ-ty element wektora): 
ύ ύὼ Ễ ύὼ π 

ÅWektor normalny: ᾀ  ύȟȣȟύ  

ÅNorma ᾀ όŘƱǳƎƻǏŏύ Υ ᾀ Вύ  

ÅhŘƭŜƎƱƻǏŏ Ǉǳƴƪǘǳ ὼ ƻŘ ƘƛǇŜǊǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴȅΥ 

Ὠὼ
ȿύ В ύὼȿ

ᾀ
 

ÅtǊȊŜƪǎȊǘŀƱŎŀƧŊŎ ὢ do Ὑ : ὼO ρȡὼ  
ƳƻȍŜƳȅ ȊŀǇƛǎŀŏΥ  
ïǊƽǿƴŀƴƛŜ ƘƛǇŜǊǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴȅΥ   ύ ὼ π  

ïƻŘƭŜƎƱƻǏŏ Ǉǳƴƪǘǳ ƻŘ ƘƛǇŜǊǇƱŀǎȊȅȊƴȅ: Ὠὼ
ȿ ȿ
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Regresja logistyczna: funkcja klasyfikacji 

bŀƧǇǊƻǎǘǎȊŊ ŦƻǊƳŊ ǿȅōƻǊǳ ŦǳƴƪŎƧƛ ƪƭŀǎȅŦƛƪŀŎƧƛ ὧὼ jest 
ǇǊȊȅǇƛǎŀƴƛŜ ƪƭŀǎȅ ƴŀ ǇƻŘǎǘŀǿƛŜ ǿŀǊǘƻǏŎƛ  ύ ὼ 

ὧὼ
π ÇÄÙ ύ ὼ π

ρ ÇÄÙ ύ ὼ π
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ύ ὼ π ύ ὼ π 

ύ ὼ π ύ ὼ π 



Wŀƪ ŘƻōǊŀŏ ƎǊŀƴƛŎť ƪƭŀǎΚ 
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4 sklasyfikowane 
ōƱťŘƴƛŜ 
4 sklasyfikowane 
ōƱťŘƴƛŜ 

2 sklasyfikowane 
ōƱťŘƴƛŜ 
2 sklasyfikowane 
ōƱťŘƴƛŜ 

2 sklasyfikowane 
ōƱťŘƴƛŜ 
2 sklasyfikowane 
ōƱťŘƴƛŜ 

1 sklasyfikowany 
ōƱťŘƴƛŜ 
1 sklasyfikowany 
ōƱťŘƴƛŜ 

ÅaƻȍŜ ǿŀǊǘƻ ǿȊƛŊŏ ǇƻŘ ǳǿŀƎť ƻŘƭŜƎƱƻǏŏ ƻŘ ǇǊƻǎǘŜƧΚ 
ÅWŜȍŜƭƛ ǇǊƻǎǘŀ ƭŜȍȅ ōƭƛǎƪƻ ǇǳƴƪǘƽǿΣ ǿƽǿŎȊŀǎ ƳƻŘŜƭ ǿȅƪŀȊǳƧŜ ǿǊŀȍƭƛǿƻǏŏ ƴŀ ŘǊƻōƴŜ 
ȊƳƛŀƴȅ ǿ ƛŎƘ ǇƻƱƻȍŜƴƛǳΦ   



Regresja logistyczna: model 
² ƳƻŘŜƭǳ ǊŜƎǊŜǎƧƛ ƭƻƎƛǎǘȅŎȊƴŜƧ ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿƻ ὴὧȿὼ jest wyznaczane 
ōŜȊǇƻǏǊŜŘƴƛƻΦ 

hƎƽƭƴŀ ƛŘŜŀΥ 

Ådla ὼ ǿ Ǉƻōƭƛȍǳ ƎǊŀƴƛŎȅ ƪƭŀǎ όύ ὼ πύ ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿŀ Řƭŀ ƻōǳ ƪƭŀǎ 

ǿȅƴƻǎȊŊ ǿ ǇǊȊȅōƭƛȍŜƴƛǳ  

ÅǿǊŀȊ Ȋ ƻŘŘŀƭŀƴƛŜƳ ǎƛť ƻŘ ƎǊŀƴƛŎȅ  
klas: ȿύ ὼȿO Њ  
ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿƻ ὴὧȿὼ  
jednej Ȋ ƪƭŀǎ ǊƻǏƴƛŜ Řƻ мΣ  
a drugiej maleje do 0. 
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ὴώ ρύ ὼᴼρ ὴώ ρύ ὼᴼπ 



¦ƻƎƽƭƴƛƻƴȅ ƳƻŘŜƭ ƭƛƴƛƻǿȅ 

wŜƎǊŜǎƧŀ ƭƻƎƛǎǘȅŎȊƴŀ ƧŜǎǘ ƧŜŘƴȅƳ Ȋ ǇǊȊȅǇŀŘƪƽǿ ǳƻƎƽƭƴƛƻƴŜƎƻ ƳƻŘŜƭǳ 
liniowego (GLM, generalized linear model): 

ὒὉώȿὼ ύ ὼ 
ïὉώ ς ǿŀǊǘƻǏŏ  ƻŎȊŜƪƛǿŀƴŀ ȊƳƛŜƴƴŜƧ ǿȅƧǏŎƛƻǿŜƧ 

ïὒὼ - ŦǳƴƪŎƧŀ ǿƛŊȍŊŎŀ όŀƴƎΦ ƭƛƴƪ function) 

ÅD[a ǎǘƻǎǳƧŜ ǎƛť ǿ ǇǊȊȅǇŀŘƪǳΣ ƪƛŜŘȅ ƴǇΦ ȊƳƛŜƴƴŀ ǿȅƧǏŎƛƻǿŀ Ƴŀ 
ǿŀǊǘƻǏŎƛ ŘȅǎƪǊŜǘƴŜ ƭǳō ƴŀƭŜȍȅ ȊŀƳƻŘŜƭƻǿŀŏ ƛƴƴŜ ǊƻȊƪƱŀŘȅ 
ǎǘŀǘȅǎǘȅŎȊƴŜ ƴƛȍ ƴƻǊƳŀƭƴȅ  

Å½ŀƪƱŀŘŀƧŊŎΣ ȍŜ ƳŀƳȅ ŘǿƛŜ ƪƭŀǎȅ ƻȊƴŀŎȊƻƴŜ ǇǊȊŜȊ м ƛ лΣ ǿŀǊǘƻǏŏ 
oczekiwana wynosi: 
Ὁώὼ  В ώ ὴώὼ ρẗὴώ ρὼ πẗὴώ ρὼ 

ὴώ ρὼ 

Å5ƭŀ ōƛƴŀǊƴȅŎƘ ǇǊƻōƭŜƳƽǿ ƪƭŀǎȅŦƛƪŀŎƧƛ ǿȅǎǘŀǊŎȊŀƧŊŎŜ ƧŜǎǘ 
aproksymowane ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿƻ ǿȅǎǘŊǇƛŜƴƛŀ ǿȅōǊŀƴŜƧ ƪƭŀǎȅΥ 

ὴώ π ὼ ρ  ὴώ ρὼ 
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Szansa 

ÅwƻȊǿŀȍƳȅ ǿȅǊŀȍŜƴƛŜΥ 

έὨὨί
ὴ

ρ ὴ
 

ÅWŜǎǘ ǘƻ ƛƭƻǊŀȊ ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿŀ ǿȅǎǘŊǇƛŜƴƛŀ ȊŘŀǊȊŜƴƛŀ Řƻ 
zdarzenia przeciwnego,  
ƴǇΦ ƧŜǏƭƛ ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿƻ ǿȅƎǊŀƴŜƧ ƪŀƴŘȅŘŀǘŀ ǿ 

wyborach wynosi 0.8, to szansa έὨὨί
Ȣ

Ȣ
τȡρ 

ÅSzansa przypisania ὼ etykiety klasy 1: 

έὨὨίώ ρὼ
ὴώ ρὼ

ρ ὴώ ρὼ
 

ÅSzanasa έὨὨί ǇǊȊȅōƛŜǊŀ ǿŀǊǘƻǏŎƛ Ȋ ǇǊȊŜŘȊƛŀƱǳ πȟЊ  
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Logit 

wƻȊǿŀȍŀƳȅ ǳƻƎƽƭƴƛƻƴȅ ƳƻŘŜƭ ƭƛƴƛƻǿȅ ὒὉώὼ ὒὴ ύ ὼ, 

gdzie ὒ ς ŦǳƴƪŎƧŀ ǿƛŊȍŊŎŀ όŀƴƎΦ ƭƛƴƪ function) 

Å ½ŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ ŦǳƴƪŎƧŊ ǿƛŊȍŊŎŊ ƧŜǎǘ ŦǳƴƪŎƧŀ ὰέὫὭὸὴ 

ὰέὫὭὸὴ  Ìὲ
ὴ

ρ ὴ
 

Å Dla ὴɴ πȟρȟ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ὰέὫὭὸὴᶰ ЊȟЊ . 
Funkcja ὰέὫὭὸὴ ǇƻȊǿŀƭŀ ǿƛťŎ ƴŀ ǇƻǿƛŊȊŀƴƛŜ ȊŀƪǊŜǎǳ ǿŀǊǘƻǏŎƛ 
ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿ ώлΣмϐ Ȋ ȊŀƪǊŜǎŜƳ ȊƳƛŜƴƴƻǏŎƛ ƳƻŘŜƭǳ ƭƛƴƛƻǿŜƎƻ  
ύ ὼɴ  ЊȟЊ   

Å wƽǿƴŀƴƛŜ ǳƻƎƽƭƴƛƻƴŜƎƻ ƳƻŘŜƭǳ ƭƛƴƛƻǿŜƎƻ Řƭŀ ǊŜƎǊŜǎƧƛ ƭƻƎƛǎǘȅŎȊƴŜƧ Ƴŀ 
ǇƻǎǘŀŏΥ 

ὰέὫὭὸὴώ ρὼ Ìὲ
ὴώ ρὼ

ρ ὴώ ρὼ
ύ ὼ 
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Interpretacja logit 

wykl zal zdal 

14 3.0 1 

12 3.5 1 

12 4.0 0 

10 5.0 1 

2 4.5 1 

4 3.5 0 

0 3.0 0 

1 4.5 1 

2 3.0 0 

8 5.0 1 

4 3.0 0 

0 3.0 0 

1 3.5 0 
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½ŜǎǘŀǿƛŜƴƛŜ ǿȅƴƛƪƽǿ ŜƎȊŀƳƛƴǳ 
Åwykl ς ƴŀ ƛƭǳ ǿȅƪƱŀŘŀŎƘ ǎǘǳŘŜƴǘ ōȅƱ 

obecny 
Åzal ς ocena z zaliczenia (min 3.0) 
Åzdal ς ŎȊȅ Ǉƻ ǇǊȊȅǎǘŊǇƛŜƴƛǳ ȊŘŀƱ ŜƎȊŀƳƛƴ 

w pierwszym terminie (1/0) 
²ǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪƛ ǊŜƎǊŜǎƧƛΥ 
ὰέὫὭὸὴ  ρρȢφσπȢςτzύώὯὰ  ςȢχπzᾀὥὰ 

5ƻŘŀǘƪƻǿŀ ƻōŜŎƴƻǏŏ ƴŀ ƧŜŘƴȅƳ ǿȅƪƱŀŘȊƛŜΥ  
Å ȊǿƛťƪǎȊŀ ὰέὫὭὸὴ o 0.24 
Å ȊǿƛťƪǎȊŀ ǎȊŀƴǎŜ zdania  

razy  ὩȢ ρȢςχ (czyli o 27%) 
hŎŜƴŀ Ȋ ȊŀƭƛŎȊŜƴƛŜ ƻ ǎǘƻǇƛŜƵ ǿȅȍǎȊŀΥ  
Å ȊǿƛťƪǎȊŀ ὰέὫὭὸὴ o 2.7 
Å ȊǿƛťƪǎȊŀ ǎȊŀƴǎŜ zdania  

razy ὩȢ ρτȢψχ (czyli o 1387%) 



tǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿƻ Ǉόy|x ) 
tǊȊŜƪǎȊǘŀƱŎŀƧŊŎ ǊƽǿƴŀƴƛŜΥ 

ÌÎ
ὴώ ρὼ

ρ ὴώ ρὼ
ύ ὼ 

  ƻǘǊȊȅƳǳƧŜƳȅ ǊƽǿƴƻǿŀȍƴŊ ǇƻǎǘŀŏΥ 

ὴώ ρὼ
ρ

ρ ÅØÐ ύ ὼ

ÅØÐ ύ ὼ

ρ ÅØÐ ύ ὼ
 

² Ǌƽǿƴŀƴƛǳ ǿȅǎǘťǇǳƧŜ ŦǳƴƪŎƧŀ sigmoidalna: ίὭὫάὺ  
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Wektor w jest celowo 
nieznormalizowany. 
Å aŀƱŜ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ǿŀƎ όƳŀƱŜ 
άύ ǇƻǿƻŘǳƧŊΣ ȍŜ ƪǊȊȅǿŀ 
ὴώ ρȿὼ ƧŜǎǘ ǇƱŀǎƪŀ 

Å 5ǳȍŜ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ς krzywa 
coraz bardziej przypomina 
ŦǳƴƪŎƧť ǎƪƻƪƻǿŊ 



tǊȊȅƪƱŀŘ 

ύ ὼ πȢχτψρȢφφυ ὼ ρȢρωψ ὼ 
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ÅPo lewej: obserwacje i granica klas: 
ÅōƛŀƱȅ ƻōǎȊŀǊ ὴώ ὦὰόὩὼ ὴώ ὶὩὨὼ πȢυ 
ÅōǊŊȊƻǿȅΥ ὴώ ὶὩὨὼᴼρ 
Ågranatowy: ὴώ ὦὰόὩὼᴼρ 

Åtƻ ǇǊŀǿŜƧΥ ǿȅƪǊŜǎ ƎťǎǘƻǏŎƛ ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿŀ ὴώ ὦὰόὩȿὼ 



5ƻōƽǊ ǇŀǊŀƳŜǘǊƽǿ ƘƛǇŜǊǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴȅ 

Å5ƻōƽǊ ǇŀǊŀƳŜǘǊƽǿ ƘƛǇŜǊǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴȅ ƧŜǎǘ ǇǊƻōƭŜƳŜƳ 
optymalizacyjnym: 
ïŘŜŦƛƴƛǳƧŜƳȅ ŦǳƴƪŎƧť ƪƻǎȊǘǳ 

ïǇǊȊŜǇǊƻǿŀŘȊŀƳȅ ƻǇǘȅƳŀƭƛȊŀŎƧť 

Å5ŀƴȅ ƧŜǎǘ ȊōƛƽǊ ǳŎȊŊŎȅΥ $ ὼȟώ ȟ  

Å5ƭŀ ƧŀƪƛŎƘ ǇŀǊŀƳŜǘǊƽǿ ǊŜƎǊŜǎƧƛ ◌ ƻōǎŜǊǿŀŎƧŜ ȊŜ ȊōƛƻǊǳ 5 ǎŊ 
najbardziej prawdopodobne? 
ïὴώ ρȿύȟὼ  ς ƻƪǊŜǏƭƻƴŜ ƴŀ ǇƻŘǎǘŀǿƛŜ ǇƻǎȊǳƪƛǿŀƴŜƎƻ ƳƻŘŜƭǳ 
ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿƻΣ ȍŜ ώ ρ  

ïὴώ πȿύȟὼ  ςǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿƻΣ ȍŜ ώ π  

ÅbƛŜȊŀƭŜȍƴƛŜ ƻŘ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ώ ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿƻ ǿȅǎǘŊǇƛŜƴƛŀ ǘŜƧ 
ǿŀǊǘƻǏŎƛ Řƭŀ ὼ wynosi: 

ὴώ ρύȟὼ ẗὴώ πύȟὼ  
ὴώ ρύȟὼ ẗρ ὴώ ρύȟὼ  

ïWŜȍŜƭƛ ώ ρ, to drugi czynnik Ƴŀ ǿŀǊǘƻǏŏ  ὴ ρ 

ïWŜȍŜƭƛ ώ π , to pierwszy czynnik Ƴŀ ǿŀǊǘƻǏŏ 1  
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9ǎǘȅƳŀŎƧŀ ƴŀƧǿƛťƪǎȊŜƧ ǿƛŀǊȅƎƻŘƴƻǏŎƛ 

Å tǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿƻ ǿȅǎǘŊǇƛŜƴƛŀ ȊōƛƻǊǳ ƻōǎŜǊǿŀŎƧƛΥ 

ὒύ ὴώ ρύȟὼ ẗρ ὴώ ρύȟὼ  

9ǎǘȅƳŀŎƧŀ ƴŀƧǿƛťƪǎȊŜƧ ǿƛŀǊȅƎƻŘƴƻǏŎƛ (ang. MLE, Maximum likelihood 
estimation) 

²ȅōƛŜǊŀƴŜ ǎŊ ǇŀǊŀƳŜǘǊȅ ύzΣ Řƭŀ ƪǘƽǊȅŎƘ ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿƻ 
ȊŀƻōǎŜǊǿƻǿŀƴƛŀ ȊōƛƻǊǳ ǳŎȊŊŎŜƎƻ ὒύ  ǇǊȊȅōƛŜǊŀ ǿŀǊǘƻǏŏ ƳŀƪǎȅƳŀƭƴŊΥ 

ύz ÁÒÇάὥὼ ὒύ  

tƻŘǎǘŀǿƛŀƧŊŎΥ  

ὴώ ρὼȟύ
ρ

ρ ÅØÐ ύ ὼ
 

otrzymujemy: 

ὒύ
ρ

ρ ÅØÐ ύ ὼ
ẗ
ÅØÐύ ὼ

ρ ÅØÐύ ὼ
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Przebieg L(w) 
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x -4 -3 -2 -1 0 1 
y 0 0 0 1 1 1 

x -3 -2 -1 1 2 3 4 5 
y 0 0 0 1 0 1 1 1 

Å² ƧŜŘƴƻǿȅƳƛŀǊƻǿȅƳ ȊŀƎŀŘƴƛŜƴƛǳ Ǉƻǿƛƴƴȅ ōȅŏ ƻǇǘȅƳŀƭƛȊƻǿŀƴŜ Řǿŀ ǇŀǊŀƳŜǘǊȅΥ 
ύ  i ύΦ ²ȅƪǊŜǎȅ ǎǇƻǊȊŊŘȊƻƴƻ Řƭŀ ƻǇǘȅƳŀƭƴŜƧ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ύᶻ 

Å Po lewej ς ŘŀƴŜ ǎŊ ƭƛƴƛƻǿƻ separowalneΣ ǿƛťŎ ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿƻ ὒύ  ƻǎƛŊƎŀ 
ǿŀǊǘƻǏŏ ρ 

Å Po prawej ς ƴƛŜ ǎŊ ƛ Ƴǳǎƛ ōȅŏ ǇǊȊȅƧťǘȅ ƪƻƳǇǊƻƳƛǎΦ {ǘŊŘ ÍÁØ ,× πȢρ  



Przebieg L(w) 
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x -4 -3 -2 -1 0 1 
y 0 0 0 0 1 1 

Å{ȊŎȊŜƎƽƭƴȅ ǇǊȊŜōƛŜƎ ς granica 
ƪƭŀǎ Řƭŀ ǿŀǊǘƻǏŎƛ л 

ÅtǊŀƪǘȅŎȊƴƛŜ ǿǎȊȅǎǘƪƛŜ ǿŀǊǘƻǏŎƛ 
ύ  ǇƻǿȅȍŜƧ мр ǎŊ ŘƻōǊŜ  

ÅCǳƴƪŎƧŀ [όǿύ ƧŜǎǘ ƴŀ ƻƎƽƱ ŦǳƴƪŎƧŊ ǿƪƭťǎƱŊ 
ÅWŜƧ ƳŀƪǎƛƳǳƳ ƛǎǘƴƛŜƧŜ ƭǳō Ƴƻȍƴŀ ǿȅȊƴŀŎȊȅŏ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ōƭƛǎƪƛŜ 

optymalnym. 
Å.Ǌŀƪ ǊƻȊǿƛŊȊŀƴƛŀ ŀƴŀƭƛǘȅŎȊƴŜƎƻ 



Logarytm L(w) 

Å 5ƭŀ ŘǳȍȅŎƘ ά ƛƭƻŎȊȅƴ ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿ ǿŎƘƻŘȊŊŎȅŎƘ ǿ ǎƪƱŀŘ ὒύ  
ōȅƱōȅ bardzo ƳŀƱȅ ς problem niestabilny numerycznie 

Å Z tego powodu wyznaczany jest logarytm ὒύ  - ƛƭƻŎȊȅƴ ŎȊȅƴƴƛƪƽǿ 
ȊŀǎǘŊǇƛƻƴȅ ƧŜǎǘ ǎǳƳŊ ƛŎƘ ƭƻƎŀǊȅǘƳƽǿ 

Å Dla jednego punktu: 

ὰὰύ ÌÎ 
ρ

ρ ÅØÐ ύ ὼ
ẗ
ÅØÐύ ὼ

ρ ÅØÐύ ὼ
 

ὰὰύ ÌÎρ ÙÌÎρ ÅØÐύ ὼ  
ρ ώύ ὼ ρ ώÌÎ ρ ÅØÐύ ὼ  

{ǘŊŘΥ 

ὰὰύ  ρ ώύ ὼ  ÌÎρ ÅØÐύ ὼ  

ὒὒύ ὰὰύ  
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tƻǊƽǿƴŀƴƛŜ ǇǊȊŜōƛŜƎƽǿ [όǿύ ƛ [[όǿύ 
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Gradient LL(w) 

Å aƛŜƧǎŎŜ ƳŀƪǎƛƳǳƳ [[όǿύ ǿȅȊƴŀŎȊŀƴŜ ƧŜǎǘ Ȋŀ ǇƻƳƻŎŊ ƳŜǘƻŘ 
ƎǊŀŘƛŜƴǘƻǿȅŎƘ όōǊŀƪ ǊƻȊǿƛŊȊŀƴƛŀ ŀƴŀƭƛǘȅŎȊƴŜƎƻύ 

Å Dla pojedynczego punktu ὼ: 

ὰὰύ  ρ ώύ ὼ  ÌÎρ ÅØÐύ ὼ  
Ὠ

Ὠύ
ὰὰύ ὼώ ὼ ὼ

ÅØÐύ ὼ

ρ ÅØÐύ ὼ
 

Ὠ

Ὠύ
ὰὰύ ὼ ώ ρ

ÅØÐύ ὼ

ρ ÅØÐύ ὼ
 

Ὠ

Ὠύ
ὰὰύ ὼ ώ

ρ

ρ ÅØÐύ ὼ
 

Ὠ

Ὠύ
ὰὰύ ὼ ώ ὴώ ρȿὼȟύ  

Å WŜȍŜƭƛ ώ i ὴώ ρȿὼȟύ  ǎŊ ȊƎƻŘƴŜΥ ǿƪƱŀŘ Ǉǳƴƪǘǳ ὼ do gradientu wynosi 
0 

Å W  przeciwnym przypadku gradient w kierunku ύ jest proporcjonalny do 
Ὦ-ǘŜƧ ǎƪƱŀŘƻǿŜƧ ǿŜƪǘƻǊŀ ὼ    
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Gradient LL(w) 

ÅtƻŘǎǳƳƻǿǳƧŊŎΥ 

Ὠ

Ὠύ
ὒὒύ ὼ ώ ὴώ ρȿὼȟύ  

ὒὒύ
Ὠ

Ὠύ
ὒὒύȟ

Ὠ

Ὠύ
ὒὒύȟȣȟ

Ὠ

Ὠύ
ὒὒύȟ 

ÅAlgorytm gradientu prostego (gradient ascentύ Ƴŀ ǇƻǎǘŀŏΥ 
ǿȅōƛŜǊȊ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ǇƻŎȊŊǘƪƻǿŜ ύπ 

while !stop(): 

 ύὸ ρ  ύὸ – ὒὒύ  

ÅZazwyczaj – ƧŜǎǘ ƳŀƱŊ ǎǘŀƱŀ ƭǳō ƳŀƭŜƧŜ ǿǊŀȊ Ȋ ƴǳƳŜǊŜƳ ƛǘŜǊŀŎƧƛ 
ὸ 

Å²ŀǊǳƴŜƪ ƪƻƵŎŀΥ ƭƛŎȊōŀ ƛǘŜǊŀŎƧƛΣ ȿὒὒύȿ π lub brak 
poprawy funkcji celu 
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Suma po obserwacjach 

5ƭŀ ƪŀȍŘŜƎƻ 
wymiaru 



Cechy 

Å² ōŀǊŘȊƛŜƧ ƻƎƽƭƴȅƳ ǇǊȊȅǇŀŘƪǳΣ ȊŀƳƛŀǎǘ ǿŜƪǘƻǊƽǿ ὼɴ 2  
ǊƻȊǿŀȍŀƴȅ ƧŜǎǘ ǿŜƪǘƻǊ cech (ang. features) 

Ὤὼ Ὤ ὼȟȣȟὬ ὼ  

ÅwƽǿƴŀƴƛŜ ǊŜƎǊŜǎƧƛ ƭƛƴƛƻǿŜƧ ǇǊȊȅōƛŜǊŀ ǇƻǎǘŀŏΥ 

Ìὲ
ὴώ ρὼ

ρ ὴώ ρὼ
ύ Ὤὼ 

ὴώ ρὼȟύ
ρ

ρ ÅØÐ ύ Ὤὼ
 

Åtƻ ǳǿȊƎƭťŘƴƛŜƴƛǳ ŎŜŎƘΣ ǿȊƽǊ ǎƱǳȍŊŎȅ Řƻ ƻōƭƛŎȊŜƴƛŀ ǇƻŎƘƻŘƴŜƧ 
ǿȊƎƭťŘŜƳ ύ ǇǊȊȅƧƳǳƧŜ ǇƻǎǘŀŏΥ  

Ὠ

Ὠύ
ὒὒύ Ὤὼ ώ ὴώ ρȿὼȟύ  

Å5Ȋƛťƪƛ Ȋŀǎǘƻǎƻǿŀƴƛǳ ǘǊŀƴǎŦƻǊƳŀŎƧƛ ŘŀƴȅŎƘ ǿŜƧǏŎƛƻǿȅŎƘ Řƻ ǇƻǎǘŀŎƛ 
ŎŜŎƘ ƳƻȍƭƛǿŜ ƧŜǎǘ ǳȊȅǎƪŀƴƛŜ ōŀǊŘȊƛŜƧ ȊƱƻȍƻƴȅŎƘ ǇǊȊŜōƛŜƎƽǿ ƎǊŀƴƛŎ 
klas 
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tǊȊȅƪƱŀŘ 
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.ƱťƪƛǘƴŜ Ǉǳƴƪǘȅ όƪƭŀǎŀ ȅҐмύ ƻǘƻŎȊƻƴŜ ǎŊ  ǇǳƴƪǘŀƳƛ ŎȊŜǊǿƻƴȅƳƛ όȅҐлύΦ 
  

tǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƴƛŜ ȋƭŜΚ tǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƴƛŜ ȋƭŜΚ 

tƻȍŊŘŀƴȅ ƪǎȊǘŀƱǘ tƻȍŊŘŀƴȅ ƪǎȊǘŀƱǘ 

Raczej overfitting Raczej overfitting 



tǊȊȅƪƱŀŘ 

Å²ȅōƽǊ ǇǊƻǎǘŜƧ Ƨŀƪƻ ƎǊŀƴƛŎȅ ƪƭŀǎ ƴƛŜ ŘŀƧŜ ŘƻōǊȅŎƘ ǊŜȊǳƭǘŀǘƽǿ 

Å.Ǌŀƪ ǿȅǊŀȋƴŜƎƻ ǇǊȊŜƧǏŎƛŀ ǿ ŦǳƴƪŎƧƛ ƎťǎǘƻǏŎƛ 
ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿŀ 
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tǊȊȅƪƱŀŘ 

Definiujemy cechy pochodne 
ïὬ ὼ ρ (bias) 

ïὬ ὼ ὼ (czytaj x[1]) 

ïὬ ὼ ὼ 

ïὬ ὼ ὼ 

ïὬ ὼ ὼ 

ïὬ ὼ ὼὼ 

Å½Ŝǎǘŀǿ ƧŜǎǘ ǿȅǎǘŀǊŎȊŀƧŊŎȅΣ ŀōȅ  
ȊŘŜŦƛƴƛƻǿŀŏ  ǊŜƎƛƻƴ ŘŜŎȅȊȅƧƴȅ ǿ ǇƻǎǘŀŎƛ ƪǊȊȅǿŜƧ ǎǘƻȍƪƻǿŜƧΥ 

ὃὼ ὄὼώὅώ Ὀὼ  Ὁώ Ὂ π 

Å² ǇǊȊȅǇŀŘƪǳ ŜƭƛǇǎȅ ǿǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪ ὄ ƻŘǇƻǿƛŀŘŀ Ȋŀ ƻōǊƽǘ 

 
[Rysunek: https://en.wikipedia.org/wiki/Conic_section] 
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Wyniki 

ÅWektor wag: w= [38.35, 0.05, 1.09, -1.47 -1.48 -1.48] ς obecne 
ǿǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪƛ ǿȅȍǎȊŜƎƻ ǎǘƻǇƴƛŀΣ ǿ ǘȅƳ ƻōǊƽǘ 

Å.ŀǊŘȊƻ ǎǘǊƻƳŜ ǇǊȊŜƧǏŎƛŀ ƎťǎǘƻǏŎƛ ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿŀ ƴŀ ƎǊŀƴƛŎȅ 
klas (dobre dopasowanie modelu) 

ÅbƛŜ ȊŀǇƻƳƛƴŀƧƳȅ ƧŜŘƴŀƪΣ ȍŜ ŎŜƭŜƳ ǎŊ ŘƻōǊŜ ǿƱŀǎƴƻǏŎƛ ƎŜƴŜǊŀƭƛȊŀŎƧƛ 
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Konwersje danych do postaci numerycznej 

½ŀǊƽǿƴƻ ǊŜƎǊŜǎƧŀ ȊǿȅƪƱŀΣ Ƨŀƪ ƛ ƭƻƎƛǎǘȅŎȊƴŀ ǳȍȅǿŀ ǿȅƱŊŎȊƴƛŜ ŘŀƴȅŎƘ όŎŜŎƘύ 
ƴǳƳŜǊȅŎȊƴȅŎƘΦ ² ȊōƛƻǊȊŜ ȋǊƽŘƱƻǿȅƳ ƳƻƎŊ ǿȅǎǘťǇƻǿŀŏ ȊƳƛŜƴƴŜ 
ƪŀǘŜƎƻǊȅŎȊƴŜ ƛ ǘŜƪǎǘƻǿŜΣ ƪǘƽǊŜ ƳǳǎȊŊ Ȋƻǎǘŀŏ ǇǊȊŜƪƻƴǿŜǊǘƻǿŀƴŜ Řƻ ǇƻǎǘŀŎƛ 
cech numerycznych. 

Å Dane kategoryczne binarne Ƴƻȍƴŀ ȊŀǎǘŊǇƛŏ ǿŀǊǘƻǏŎƛŀƳƛ ȊŜ ȊōƛƻǊǳ πȟρ  
ὣὉὛȟὔὕᴼ πȟρ 

Å Dane kategoryczne ǇƻǊȊŊŘƪƻǿŜ o Ὧ ǿŀǊǘƻǏŎƛŀŎƘ Ƴƻȍƴŀ ǇǊȊŜƪƻƴǿŜǊǘƻǿŀŏ 
ƴŀ ȊōƛƽǊ ƭƛŎȊō ŎŀƱƪƻǿƛǘȅŎƘ  Ȋ ȊŀƪǊŜǎǳ π Ὧ ρ: 

ὰέύȟάὩὨὭόάȟὬὭὫὬȡ ὰέύO π, άὩὨὭόάᴼρ, ὬὭὫὬOς  

Å Dane nominalne o Ὧ ǿŀǊǘƻǏŎƛŀŎƘ ȊŀƳƛŜƴƛŀ ǎƛť ƴŀ Ὧ-zmiennych o 
ǿŀǊǘƻǏŎƛŀŎƘ лκмΦ  
YƻƴǿŜǊǎƧŀ ǘŀ ƴŀȊȅǿŀ ǎƛť one-hot όƧŜŘƴŀ ƭƛƴƛŀ ŘŀƴȅŎƘ αƎƻǊŊŎŀέύ 
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tǊȊȅƪƱŀŘ 
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Weka zapewnia 
odpowiednie filtry, np.. 
RenameNominalValues 
 



Konwersje danych tekstowych 
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Å 5ƭŀ ŘŀƴȅŎƘ ǘŜƪǎǘƻǿȅŎƘ ǘȅǇƻǿŊ ǊŜǇǊŜȊŜƴǘŀŎƧŊ ƧŜǎǘ bag-of-words, czyli 
przypisanie ίὸὶὭὲὫᴼ. 

zawody#1 
lekkoatletyczny#1 
ƻŘōȅŏІм 
ǎƛťІм 
w#1 
YǊŀƪƽǿІм 

w#1 
zawody#1 
Polak#1 
ȊŀƧŊŏІм 
drugie#1 
miejsce#1 

½ŀǿƻŘȅ ƭŜƪƪƻŀǘƭŜǘȅŎȊƴŜ ƻŘōȅƱȅ ǎƛť 
w Krakowie 
½ŀǿƻŘȅ ƭŜƪƪƻŀǘƭŜǘȅŎȊƴŜ ƻŘōȅƱȅ ǎƛť 
w Krakowie 

² ȊŀǿƻŘŀŎƘ tƻƭŀƪ ȊŀƧŊƱ ŘǊǳƎƛŜ 
miejsce 
² ȊŀǿƻŘŀŎƘ tƻƭŀƪ ȊŀƧŊƱ ŘǊǳƎƛŜ 
miejsce 

ÅbŀǎǘťǇƴƛŜ ǘǿƻǊȊƻƴŜ ǎŊ wektory ǎƱƽǿ ς ich elementami ǎŊ ƭƛŎȊōȅ ǿȅǎǘŊǇƛŜƵ ǎƱƽǿ ǿ 
dokumencie (czasem znormalizowane lub ǇƻƳƴƻȍƻƴŜ przez wagi, np. 
ǊŜǇǊŜȊŜƴǘǳƧŊŎŜ ȊƴŀŎȊŜƴƛŜ ǎƱƽǿ ¢C-IDF ) 

Åbŀ ƻƎƽƱ ǿŜƪǘƻǊȅ ǘŜ ǎŊ ōŀǊŘȊƻ ǊȊŀŘƪƛŜ 
ÅWŜǎǘ ǘƻ ǊƽǿƴƛŜȍ ƪƻƴǿŜǊǎƧŀ ǘȅǇǳ one-hotΥ ƪŀȍŘŜ ǎƱƻǿƻ ǎǘŀƧŜ ǎƛť ŀǘǊȅōǳǘŜƳ 
 



tǊȊȅƪƱŀŘ - Titanic 
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Å W zbiorze danych Titanic ǿȅǎǘťǇǳƧŜ ǇƻƭŜ ǘŜƪǎǘƻǿŜ name (nazwisko, 
ƛƳƛƻƴŀΣ ŦƻǊƳŀ ƎǊȊŜŎȊƴƻǏŎƛƻǿŀΣ ƛǘŘΦύ 

Å Po konwersji filtrem Weka: StringToWordVector ǇƻƧŀǿƛƱƻ ǎƛť мфрл 
ŘƻŘŀǘƪƻǿȅŎƘ ŀǘǊȅōǳǘƽǿΣ w tym a, the, von, van, of, Mr, Mrs, itd. 

½ ŀƴŀƭƛȊȅ ȊōƛƻǊǳ ǇƻŘƻōƴƻ ǿȅƴƛƪŀΣ ȍŜ 
ǿƛťƪǎȊŜ ǎȊŀƴǎŜ ƴŀ ǇǊȊŜȍȅŎƛŜ ƪŀǘŀǎǘǊƻŦȅ 
ƳƛŜƭƛ ŎȊƱƻƴƪƻǿƛŜ ƪƛƭƪǳƻǎƻōƻǿȅŎƘ 
rodzin.  


