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STRESZCZENIE

W pracy przedstawiono problem rekursywnej estymacji zmiennych stanu. Zaklada sie, Ze badany proces jest
nieliniowy oraz, ze moze wystepowa¢ szum o rozkladzie odbiegajacym od rozkladu Gaussa. Zaprezentowano
trzy rozwigzania tego problemu: filtr Kalmana, filtr czasteczkowy oraz filtr bedacy polaczeniem filtra Kalmana i
filtra czasteczkowego. Wszystkie rozwiazania zaimplementowano w jezyku Octave i przetestowano.
Przedstawione zostaly wyniki symulacji dziatania poszczego6lnych filtrow.

PARTICLE FILTERS

ABSTRACT

In this paper a recursive state estimation problem is presented. We shall concentrate on the state space approach
to modeling dynamic systems but the focus will be on the non-linear and non-Gaussian systems. Three
algorithms are presented: Kalman filter, Particle filter and a combination of a Kalman filter and a Particle filter
called Extended Kalman filter. Special attention will be given to Particle filters.

1. Wstep

W wielu zastosowaniach filtracja jest rownowazna problemowi estymacji wektora zmiennych stanu xx na
podstawie wektora pomiar6w yi systemu w warunkach wystepowania zak}dcen np. szumu pomiaru (patrz rys.1).
Aby rozwiazac ten problem nalezy zacza¢ od zbudowania modelu systemu. Czesto sa to modele nieliniowe, za$
szum posiada rozktad odbiegajacy od rozktadu Gaussa.
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Rys. 1. Proces pomiaru: x« - wektor zmiennych stanu w k-tej chwili czasu, y« - wektor pomiaréw w k-tej

chwili czasu.
Rozwigzaniem problemu filtracji jest wyznaczenie warunkowej gestoSci prawdopodobieristwa aposteriori
P(Xix | Y1) (ang. posterior density) przy czym Xiw={Xi,Xo,...,Xx} oraz Y;4={ysYz...,yx}. Aby uwolni¢ sie od
koniecznos$ci zapamietania pelnej historii zmiennych stanu, mozna poshuzy¢ sie rekursywnym obliczeniem
przefiltrowanej warunkowej gestosci prawdopodobienstwa aposteriori (ang. filtered density) p(X« | Y1:x).
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Gdy dana jest przefiltrowana gesto$¢, mozna juz wyznaczy¢ estymaty zmiennych stanu:

Xy =E[Xk | Yl:k] =J-Xk p(x, | Yy, )dx, 1)
Jednym z algorytméw mogacym by¢ wykorzystanym w przypadku nieliniowego systemu jest rozszerzony filtr
Kalmana (ang. Extended Kalman Filter — EKF). Innym podejSciem do problemu filtracji jest uzycie tzw.

sekwencyjnych metod Monte Carlo zwanych réwniez filtrami czqsteczkowymi (ang. Partilce Filters — PF). Filtry
te pozwalaja na Sledzenie dowolnego obiektu nieliniowego w obecnosci szumu o dowolnym rozkladzie.

2. Model obiektu

Badane algorytmy estymacji zostang zastosowane do og6lnego modelu w przestrzeni stanu skladajacego sie z
funkcji przejscia systemu p(Xx | Xw.1) oraz réwnania pomiaru p(yx | Xx). Model moze by¢ wyrazony w nastepujacy
sposob [1]:

P Ix): x =E(X, Vi) @)
Py, [x): Y, =h(x,,n,) 3)
gdzie X, OR™ oznacza wektor zmiennych stanu modelu, Y OR™ oznacza wektor pomiaréw, V, OR™

. , n . . .
jest szumem procesu zas N, OR™ jest szumem pomiaru. Odwzorowania f:R™xR™ [ R™ oraz

h:R®*xR™ [ R"™ reprezentuja deterministyczne modele procesu i pomiaru, ktére w ogélnosci moga by¢

nieliniowe. Naszym celem jest estymacja gestosci prawdopodobienstwa p(Xix | Yix), gdzie Yi4x={ysy2.-..,yx}.
Ponadto zakladamy, ze p(Xx | Xi-1,Xx-2,- - -,X0)=P(Xx | Xk-1) czyli Ze jest to proces Markowa pierwszego rzedu.

3. Filtr Kalmana

Rozszerzony Filtr Kalmana jest estymatorem opartym o rozwiniecie w szereg Taylora nieliniowych funkcji
przejscia systemu f oraz funkcji pomiaru h:

X (x,)
Ox,

(Xk - k|k—1)+77 (Xk _ik“(_l)z +... (4)

X k= X Kyk—

f(x,)=f (G

Funkcja f jest rozwinieta w punkcie X xjx— , bedacym prognoza x, obliczong w oparciu o pomiary yi,...,yi: .
Wykorzystujac tylko liniowy skladnik powyzszego rozwiniecia otrzymujemy réwnania na warto$¢ oczekiwana
XKk bedaca estymata xx wyznaczong na podstawie pomiaréw yi,yo,...,yx i kowariancje Py aproksymowanej
gestosci prawdopodobienstwa p(Xi:« | Y1) [6]:

Xk —F (X e—>0) 5)

P =FP_, F +G,Q,G| (6)

K, =P, H!|U,R, U’ +H,P,, H'|" )
Xige = Xk +Kk(yk _h(’_‘mk—l’o)) ®
Py =Py K H,P, ©)

gdzie, K jest wzmocnieniem Kalmana, Q jest wariancja szumu procesu (zaklada sie, ze posiada on warto$¢
Srednig réwna zero), R jest wariancjg szumu pomiaru (réwniez zaklada sie zerowa warto$¢ Srednia),

F ——"kZ G =AW . . ,
K ox, N oraz G v, e sa Jakobianami modelu procesu, za$
‘ = U N oraz '« on, 53 Jakobianami modelu pomiaru.

n, =n



4. Filtr czasteczkowy

Idea dziatania filtra czasteczkowego polega na przedstawieniu estymowanych zmiennych stanu za pomoca
zbioru losowych probek (czasteczek) wraz z przypisanymi im wagami [1]. Filtr czasteczkowy moze by¢
widziany jako metoda symulacyjna polegajaca na symulacji duzej iloSci mozliwych trajektorii zmiennych stanu.
Kazda z tych trajektorii jest reprezentowana w danej chwili dyskretnego czasu k za pomoca jednej liczby
(czasteczki). Na podstawie kolejnych pomiaréw kazdej z trajektorii przyporzadkowuje sie wage, ktéra okresla
prawdopodobieristwo, z jakim dana trajektoria reprezentuje rzeczywista trajektorie. Dzialanie filtra
czasteczkowego polega wiec na produkowaniu mozliwych realizacji wektora stanu w danej chwili czasu, a
nastepnie przypisaniu tym realizacjom odpowiednich wag. Realizacje te wraz z przypisanymi im wagami tworza
aproksymacje gestosci prawdopodobienstwa p(xx | Yix), ktéra stanowi poszukiwane rozwiazanie problemu
filtracji.

Aby wyznaczy¢ aproksymacje p(xx | Yix) filtry czasteczkowe wykorzystuja rekursywna estymacje
Bayesa [5]:

) = p(yk |Xk)p(xk |Y1:k—1) (10)
p(y, | Yi)

p(x; | Yy,

W powyzszym wzorze:
o P(¥« | X;) jest okreslone za pomoca réwnania pomiaru (3),
o PG | Y =P X ) PX, | Y )X
(11
przy czym P(X, | X, ) jest okreslone za pomoca funkcji przejscia (2),
o PO Yu) =[P I X)PXX, | Yiy)dx,
(12)

Roéwnania (10), (11) oraz (12) stanowia rekursywny algorytm pozwalajacy na iteracyjne wyznaczanie
p(Xx | Y1) wraz z uptywem czasu oraz pojawianiem sie kolejnych pomiaréw.

N

Kolejnym krokiem jest przedstawienie aproksymacji p(xx | Y1) za pomocg zbioru probek {XZ }ilil,

wraz z przypisanymi im znormalizowanymi wagami {W; }f\;l. Wtedy aproksymacja p(xx | Yix) wyraza sie
nastepujacym roéwnaniem:

N
p(x, | Yy,) = ZW;é(Xk _XL) (13)
f=1

gdzie A(X) oznacza delte Diraca.
Dla k=0 mamy:

) o1
X, = p(x,), W, :N’ i=12,...,N.

Podstawiajac (13) do (11) oraz (12) otrzymujemy:
N
p(x [ Y, )= p(y, |Xk)zw;<—1p(xk | X}1) (14)
i=1

Z powyzszego wzoru wynika, ze zbidr prébek stanowiacy aproksymacje p(xx | Yix) powstaje w wyniku
losowania tych probek z prawdopodobienstwa p(xx | X'x1) czyli:
Xi( Np(xk |X§(_1), i:1,2,...,N, (15)

gdzie ,,~” oznacza proporcjonalno$¢. Probka xi ~ p(xx | x’x;) moze by¢ wygenerowana przez wylosowanie
probki szumu procesu vY; i nastepnie skorzystaniu ze wzoru x3=f(x%.,v’x:). Odpowiadajace probkom wagi sa
obliczane w nastepujacy sposéb:
i
. . . . w
i - i A i ~N0 k R
w, = p(Y, [ X )Wy, Wy = P i=1...,N. (16)
_ Wy
j=



Proporcjonalnosc¢ (15) oraz réwnania (16) stanowia podstawe budowy filtra czasteczkowego.

Czestym problemem wystepujacym w filtrach czasteczkowych jest tzw. zjawisko ,,degeneracji” (ang.
degeneracy problem), polegajace na tym, iz po kilku iteracjach wiekszo$¢ prébek ma zaniedbywana wage.
Zjawisko to powoduje, Ze znaczacy wysilek obliczeniowy jest poswiecony na czasteczki, ktérych wklad do
aproksymacji p(xx | Yix) jest prawie réwny zero. Aby rozwiaza¢ ten problem stosuje sie mechanizm
przeprobkowania (ang. resampling) polegajacy na odwzorowaniu zbioru N czasteczek z r6znymi wagami w
nowy zbiér N czasteczek z jednakowymi wagami X;{ s W;(] - {X,]( ,N _1] . Algorytm ten polega na zachowaniu i

zwiekszeniu liczby czasteczek z duzymi wagami oraz usunieciu czasteczek z zaniedbywanie maltymi wagami.
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Rys. 2. Ewolucja czasteczek w czasie.

Istota dziatania filtra czasteczkowego jest przedstawiona na rysunku 2. Filtr rozpoczyna prace w chwili
k. W tym momencie zbior czasteczek {x’x , N'} stanowi aproksymacje p(xx | Yix:) oraz wszystkie
czasteczki posiadaja jednakowa wage réwna N Dla kazdej czasteczki obliczamy odpowiednig wage
wykorzystujagc dostepna informacje w chwili k, otrzymujac zbiér {x , w'}. Nastepnie operacja
przeprobkowania powoduje wybranie najbardziej ,dopasowanych” czasteczek, w wyniku czego
otrzymujemy nowy zbior czasteczek {xx , N'} z jednakowymi wagami, ktéry stanowi aproksymacje
Xk | Yi:x). W kolejnym kroku zwanym predykacjq otrzymujemy zbiér czasteczek w nastepnej chwili
czasu {x.1, N'}. Cykl tej jest powtarzany dla kazdej chwili czasu, w wyniku czego otrzymujemy
aproksymacje p(Xux | Y1)

Algorytm pracy filtra czasteczkowego jest przedstawiony w tabeli 1.



Tabela 1. Algorytm filtra czgsteczkowego typu SIR (ang. Sampling Importance Resampling)

[1].

[xt wi} 4] = strlx!p wi) Yy

FOR i =1: N

- Losuj X;( ~ p(x, |X§<—1)

- Wi =Py [ X)W,
END FOR

Oblicz sume t = 1-111 W,i(
FOR I =1: N

- Normalizacja: w,, =t 'w;,
END FOR

Przeprébkowanie:

(xi,wi]",|= RESAMPLE

il
X Wi i=1

Tabela 2. Pomocniczy algorytm przeprébkowania [1].

[x;, wi)" | = RESAMPLE|x; Wi} " |

¢, =0

FOR i =—2: N
- Ci :Ci—l +WII(
END FOR
i=1

Losuj punk poczatkowy u; ~ U[O, N_IJ
FOR j =1: N
- u=u+N N (j-1)
- WHILE U;>C,

-i=i+1
- END WHILE
- X=X
- w{;:N
END FOR

-1

5. Ulepszony filtr czasteczkowy

W przypadku filtra SIR czasteczki sa generowane z prawdopodobieristwa X% ~ p(xx | x%:). Wada tego
rozwigzania jest to, iz prawdopodobiefistwo p(xx | x'x:) nie uwzglednia najnowszych wynikéw pomiaréw, co
moze prowadzi¢ w niektérych przypadkach do pogorszenia jakoSci estymacji. Dlatego zaproponowano
rozwiazanie polegajace na uaktualnieniu zbioru czasteczek za pomocg filtra Kalmana. Tak zmodyfikowany filtr
czasteczkowy nazywa sie rozszerzony czasteczkowy filtr Kalmana (ang. Extended Kalman Particle Filter -

EKF-PF). Jego algorytm jest przedstawiony w tabeli 3.



Tabela 3. Rozszerzony czgsteczkowy filtr Kalmana

[ i |V
X k=12 Wik—1]i=1> Yk

Hx;'(,w;;}i:ﬂ:EKF—PF
 FOR i=1:N
- X Py =EKF |x,y,)
- Losuyj X! ~p(xk|x§(_1):N()A<;(,Pik)
- Wi =Pyl X Wiy
* ENDFOR
* Oblicz sume t:ZfilWik
e FOR i=1:N
- Normalizacja: W;( S W;(

* END FOR
e Przeprobkowanie:
- |[xi, Wil |=RESAMPLE ||, wi "
Xk Wkli=1|= | Xio Wii=1

6. Zastosowania

Filtry czasteczkowe moga znaleZ¢ zastosowanie w roznych dziedzinach techniki i nauki. NajczeSciej filtry
czasteczkowe beda stosowane do identyfikacji nieliniowych, niestacjonarnych obiektéw dynamicznych w
warunkach wystepowania szumu procesu i pomiaru o rozktadzie niegaussowskim. Innym z kolei zastosowaniem
moze by¢ filtracja sygnaléw pomiarowych dostarczanych przez czujniki pomiarowe o nieliniowej
charakterystyce przetwarzania. Filtry czasteczkowe stosuje sie obecnie w systemach nawigacji samolotu [5], w
cyfrowym przetwarzaniu sygnatéw jedno i dwuwymiarowych do $ledzenia ruchu obiektu [7], oraz do Sledzenia
ruchu Zrodta dzwieku [7].

7. Symulacja
W przeprowadzonym eksperymencie, postuzono sie nastepujacym modelem obiektu:

fri(x,v,)=1+sin(wkt)+0.5x, +v, 17)

hk+1(xk+1’nk+1):0'2Xk+12+nk+1 (18)
gdzie: w=0.002,V, jest losowa zmienna modelujgca szum procesu, za§ M, jest szumem Gaussa 0

warto$ci $redniej m=0 . Do estymacji zmiennej stanu uzyto: rozszerzony filtr Kalmana (EKF), filtr
czasteczkowy (SIR) oraz rozszerzony czasteczkowy filtr Kalmana (EKF-PF). Filtry czasteczkowe uzywaty 500
czasteczek. Symulacja zostala powtérzona 200 razy, za kazdym razem zostaly wyznaczone S$rednia oraz
wariancja bledu estymaty zmiennej stanu. Usrednione wyniki dla wszystkich symulacji zostaly przedstawione w
tabeli 4.

Na rysunku 3 przedstawiono wynik pracy rozszerzonego filtra Kalmana, filtra czasteczkowego oraz
rozszerzonego czasteczkowego filtra Kalmana. Program implementujacy filtr Kalmana zostat napisany w jezyku
C++. Za pomoca ,+” zostal przedstawiony zaszumiony wynik pomiaru zmiennej stanu, natomiast ,,0”
przedstawia rzeczywistg warto$¢ zmiennej stanu. Wynik pracy poszczeg6lnych filtréw zostat przedstawiony za
pomoca linii ciggtych. Jak wida¢ najlepsze wyniki uzyskano dla rozszerzonego czasteczkowego filtra Kalmana.
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Tabela 4. Wyniki symulacji

Wartosc srednia

Wartos¢ Srednia wariancji

Rodzaj filtra bledu bledu
rozszerzony filtr Kalmana EKF 0.279 0.338
filtr czasteczkowy SIR-PF 0.138 0.420
rozszerzony czasteczkowy filtr Kalmana EKF-PF 0.055 0.112
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Rys 3. Poréwnanie estymaty zmiennej stanu otrzymanej za pomocg réznych filtrow.

8. Podsumowanie

W pracy przedstawiono algorytm filtra czasteczkowego. Filtry czasteczkowe moga z powodzeniem by¢
stosowane do estymacji zmiennych stanu nieliniowych i niestacjonarnych obiektéw. Z przeprowadzonych
symulacji wynika, ze w takim przypadku filtry czasteczkowe dajq lepsze rezultaty niz filtr Kalmana. Z po$réd
badanych filtrow najlepiej wypadt rozszerzony czasteczkowy filtr Kalmana, ktéry dzieki zastosowanym

ulepszeniom charakteryzuje sie najmniejszym bledem estymacji.

Dalsze prace beda zmierzaly do praktycznego zastosowania filtréw czasteczkowych w konkretnych

zadaniach pomiarowych.
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