Zagadnienia do egzaminu z analizy semestr I, 2016/17

1. Przekroje Dedekinda: wymierne, niewymierne (definicje, przekrdj definiujacy
V2, definicja R, istnienie /z Va > 0,n € N).

2. Pojecia relacji porzadku w zbiorze, majoranty, kresu. Liniowos¢ relacji porzadku
w (R, <). Istnienie kreséw zbior6w niepustych, ograniczonych E C R.

3. Gesto$é Q w R, modul liczby rzeczywistej (definicja przekroju —z dla = € R),
dzialania +,- w R. Nier6wno$¢ tréjkata (IIT).

4. Definicja granicy ciagu -twierdzenia: o jednoznaczno$ci granicy, o granicy ciggu
monotonicznego, o ograniczonoéci ciggu zbieznego.

5. Nieréwnosci: Bernoulli’ego, ,,AGH” (w tym: lemat 1 =z1-...-2,,2; > 0= ...)

6. Definicja podciagu, tw. o podciagu ciggu zbieznego, zbiér punktéw skupienia
ciagu, tw. Bolzano-Weierstrassa (dowolnie wybrany dowdd)

7. Niezaleznos¢ granicy od skonczonej ilosci wyrazéw, tw.: o 3 ciggach, o przecho-
dzeniu do granicy z nieréwnosciami i o zachowaniu ostrych nieréwnosci miedzy
granica ciagu a dana liczba (dla prawie wszystkich wyrazéw).

8. Granice niewlasciwe ciagéw, tw. o arytmetyce granic (przypadek gran. wlasci-
wych i ogdlny). Granice ciagéw: geometrycznego, ciagdéw: ¥/n, (1 + %)"

9. Warunek wystarczajacy, by lima, = 0 [odp. lima, = +oo] sformutowany z

uzyciem lim “2*%.  Granice o, (Vnl)/n.

10. Twierdzenie Stolza o granicy ilorazéw dwdch ciggéw (wniosek -tw. Cauchy’ego
o granicy $rednich arytmetycznych)

11. Warunek Cauchy’ego a zbiezno$é¢ ciagu (w R, C). Def. limsup, liminf, tw. o
ostrych nieréwnosciach: ciagi, dla ktérych lim sup a,, > a (odp. < ). Wyrazenie
granicy goérnej przez kresy koncowek ciagu

12. Definicja szeregu liczbowego, typy zbieznosci szeregu, tw. o zbieznosci szer. bez-
wzglednie zbieznego, kryterium poréwnawcze (dla > 7 | a,, gdzie a,, € C).

13. Kryteria d’Alemberta i Cauchy’ego, poréwnanie ich stosowalnosci (nieréwnosci
liminf “ < liminf {/a, < ... dla a, > 0)
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14. Tw. Cauchy’ego o zaggszczaniu, zbieznosé ) ==, > ——.

15. Tw. o bezwarunkowej zbieznoéci szeregéw bezwzglednie zbieznych. Sformutowa-
nie (bez dow.) tw. Riemanna o szeregach warunkowo zbieznych.

16. Iloczyn szeregéw (definicja formalna, tw. Mertensa (bez dow.), zastosowanie do
exp(z + w)=...

17. Suma szeregu > o° %, -jej poréwnanie z lim(1 + %)” Niewymiernoéé e.

18. Ustawienie Q w ciag, tw. Cantora o nieprzeliczalnosci [0, 1].
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19. Kryterium Dirichleta, zastosowanie do ) =%

20. Definicja otoczen, zbioréow otwartych i zbioréw domknigtych w R i na plaszczyz-
nie. Charakteryzacja domknietosci zbioru A przez pewien warunek dotyczacy
granic ciagéw (zbieznych) (a,) C A, definicja punktéw skupienia zbioru.

21. Def. granicy funkcji w punkcie. Dowdd réwnowaznosci z warunkiem Heinego.



22.

23.

24.

25.
26.
27.

28.

29.

30.

31.
32.

33.
34.

35.

36.

37.
38.

39.

40.

41.

42.

Elementarne wlasnosci granic: jednoznacznosé granicy, ograniczonosé funkcji w
pewnym otoczeniu, tw. o 3 granicach, o przechodzeniu do granicy z nieréwno-
$ciami i o zachowaniu ostrych nieréwnosci miedzy granica a dana liczba -dla
punktéw z pewnego sasiedztwa, ,arytmetyka granic”. Granica zlozenia funkcji

Istnienie i réwnoé¢ granic jednostronnych a istnienie granicy, istnienie granic
jednostronnych dla funkcji monotonicznych. Granice niewladciwe, asymptoty,

Ciaglosé funkeji (w punkcie zg) i na zbiorze. tw.: Zbiér punktéw nieciaglosci
funkcji monotonicznej jest co najwyzej przeliczalny.

Tw. Bolzano -Darboux. Wn. o monotonicznosci f € Cla, b] réznowartoéciowych
Tw. Weierstrassa o osigganiu kreséw na zbiorach domknietych i ograniczonych

Pojecie jednostajnej ciaglosci: poréwnanie z warunkiem Lipschitza, Tw. Cantora
(z dowodem). Tw. o przedluzaniu funkcji jednostajnie ciaglej do funkeji ciaglej
na domknigciu dziedziny (tylko szkic idei dowodu)
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Cigglos¢ funkcji elementarnych, podstawowe granice: (przy = — 0) *2£, a®,
(monotonicznosé funkeji wyktadniczej). Funkcje odwrotne -ciaglo$é : logarytm,
funkcje cyklometryczne, polowe (odwrotne do sinhz, ...)

Granice (ilorazéw réznicowych w punkcie 29 = 0) zwiazane z funkcjami
log, ©
x

log,(1+ z), a®, sinhx. Granice przy z — +oo dla ;—:,

Rézniczkowalno$é: pochodna, rézniczka, interpretacja geometryczna (proste: siecz-
ne, styczna do wykresu), symbole Landaua.

Pochodne: sumy, iloczynu, ilorazu, pochodna ztozenia funkcji,

Pochodna funkcji odwrotnej pochodne funkcji potegowej, sinus, wykladniczej,
logarytmu, arc cos, arc sin

Ekstremum lokalne, tw. Fermata, warunki wystarczajace istnienia ekstremum

Tw. o wartodci $redniej: (Rolle’a, Lagrange’a, Cauchy’ego) (4 przyklady wska-
zujace na koniecznos$é zalozen)

Whioski z tw. o wart. éredniej: Pochodna = 0 = f jest lokalnie stala, warunek
Lipschitza a ograniczono$é pochodnej (Tw. o przyrostach skonczonych), znak
pochodnej a monotonicznosé, wlasnosé Darboux dla pochodnej.

Reguta de I'Hospitala
Pochodne wyzszych rzedéw. (a*)™), (z%)™) sin™ . Wzér Leibniza (bez dow.)

Wielomian Taylora, tw. Peano o reszcie we wzorze Taylora, zastosowanie do
war. wystarczajacego na istnienie ekstremum lokalnego

Reszta w postaci Cauchy’ego i Lagrange’a (jeden z dowoddéw , np. wystarczy dla
reszty w postaci Lagrange’a), zastosowanie do oszacowania bedu przyblizenia

Funkcje wypukte: wkw w terminach ilorazéw réznicowych, zastosowanie do kry-
terium wypuklosci f rézniczkowalnych, punkty przegiecia, ciaglos¢ f wypu-
ktych.

Def. i podstawowe wtasnoéci calki nieoznaczonej. Tw. o calkowaniu przez pod-
stawienie i przez czesci.

Wyprowadzenie wzoréw rekurencyjnych dla [ sin™(z)dz, [ %.



