10 Szeregi i pochodne

Ciagi funkcyjne jednostajnie zbiezne do zera moga mie¢ rozbiezne ciagi pochod-

nych (nawet w sensie punktowym): Tak jest np. dla ¢, (x) = L sin(n?z) = 0,
R

gdzie |¢],(km)| — oo . Z kolei, dla f,,(z) := 175527 = 0 na odcinku [—1, 1], ma-
my f!(z) = %, wiec f,,(0) =1 # 0, chociaz Ve[—1 1)\ q0y lim f},(x) = 0.

Jedli w przestrzeni C''[a, b] funkcji majacych ciagle pochodne w przedziale
[a,b] jako norme przyjelibySmy || f|[jo,5) = sup{|f(t)| : t € [a,b]}, to nie znaj-
dziemy takiej stalej M € R, dla ktérej kazda f € C'[a,b] mogta by spetniaé
oszacowanie || f'[/ja,e) < M||fllja), co jest warunkiem ciaglosci dla operatora
liniowego f — f’ (czyli operatora rézniczkowania). Nieréwnosé

1 a0 < M fllcrfa,p)

otrzymamy, nawet ze stalg M = 1, jesli do normy supremum modutu z f
dodamy wyrazenie z lewej strony tej nieréwnosci (to wiecej, niz oczywiste).
Ale to moze za duzo? -tak, za duzo, trzeba dodaé te cala lewa strone, ale do
modutu z f w jakim$ punkcie -najwygodniej — w lewym koncu przedziatu.
Zdefiniujmy wiec norme w przestrzeni wektorowej C[a, b] wzorem

Iflcrian = 1f (@) +sup{lf ()] : t € [a,8]}  czyli=|[f(a)l+ [ llap- (1)

Czy wiec informacja o f tylko w ”punkcie poczatkowym” plus informcja
o pochodnej -juz w calym przedziale -to wystarczajace dane do kontrolowania
zbieznosci jednostajnej np. ciagu funkcji oraz ich pochodnych? Tak, odpowiedz
mozna np. uzasadnié¢ przytaczajac wzor Newtona-Leibniza w postaci

h(z) = h(a) + /w R'(t)dt dla h e C'a,b). (2)

Zobaczmy, jak to dziala w dowodzie nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie.(O ZBIEZNOSCI WRAZ Z POCHODNYMI) Jedli ciag pochodnych
f! funkcji f, € Cta,b] jest zbieiny jednostajnie w [a,b] do pewnej funkcji
g, za$ ciag fn(a) jest zbiezny, to ciag f, jest zbiezny jednostajnie do pewnej
funkcji f € C'la,b] oraz f' = g.

Dowdéd. Aby wykazaé zbiezno$é jednostajna, sprawdzimy jednostajny warunek
Cauchy’ego. We wzorze (2) w miejsce h wstawmy funkcje f,, — fi. Otrzymamy
dla jej modutu w kazdym punkcie x € [a,b] réwnosé: |fn(z) — fr(z)| =

= Ifm(a)—fk(a)Jr/ (fm(t)—fi(t)) dt| < Ifm(a)—fk(a)|+/ | fn(8) = fie(t)| dt.
Korzystali$émy tu z nier6wnosci tréjkata i z catkowej nieréwnosci trojkata (wsta-
wiajac modul pod calke). Ustalmy e > 0. Dla m, k dostatecznie duzych (po-
wiedzmy, dla m, k > M) mamy | f,,(a) — fr(a)| < §, gdyz ciag liczbowy zbiez-
ny (fn(a)) musi spelniaé¢ warunek Cauchy’ego. Wystarczy sprawdzié, czy drugi
sktadnik, czyli calka bedzie tez mata dla m, k dostatecznie duzych. Jednostaj-

ny warunek Cauchy’ego, jaki spelnia ciagg pochodnych (bo jest on, z zalozZenia,
jednostajnie zbiezny), daje nam mniejsza od 2(b7ia) jednostajng majorante:

Y, €
||fm fk”[a,b] < 2(b—a)

dla m, k dostatecznie duzych (np. dla m,k > M,). Poniewaz jest to majoranta
dla funkeji podcatkowej, a dlugo$é drogi catkowania, to | — a|] < b — a, wiec

S5 ) = fe®ldt < (b= )l — filliany < & Dla m,k > max(My, My)
i dla wszystkich z € [a,b] mamy wicc |fim(z) — fr(x)] < € czyli jednostajny
warunek Cauchy’ego. Ciag (f,,) jest wiec jednostajnie zbiezny do pewnej funkcji



cigglej f. Wykazemy réwnoczesnie, ze f jest rézniczkowalna, klasy C' i ze jej
pochodna jest g = lim f/ w nastepujacy sposéb:

Ponownie skorzystajmy z (2), tym razem w miejsce h wstawiajac f,. Tak
wiec

Wmﬂnwzn@+/ZNMt (3)

Wiemy juz, ze f, = f w [a,b], w szczegblnosci, zbieznosé jest tez punktowa.
Przechodzac z n do nieskoficzono$ci w réwnosciach (3) (i wykorzystujac twier-
dzenie o przechodzeniu do granicy pod znakiem calki w przypadku zbieznosci
jednostajnej, gdyz z zalozenia, f; = g) otrzymamy w granicy réwnosci

wmﬂﬂmzﬂ@+/2@m. (4)

Dzigki fragmentowi twierdzenia Newtona-Leibniza w punktach ciaglosci funkcji
g (czyli wszedzie na odcinku (a,b)) otrzymamy istnienie pochodnej z prawej
strony wzoru (4) réwnej g(x), stad i pochodna po lewej stronie istnieje oraz
% f = g przynajmniej w przedziale otwartym (a,b). Z ciagloéci g na koncach
przedzialu dostaniemy tez (byt taki wniosek z Tw. Lagrange’a w I semestrze)
istnienie pochodnych 1-stronnych w punktach a, b z funkcji f, réwnych g(a)
(odp. g(b)). To konhczy dowdd.O

Mozna tez podaé inny (czesciej spotykany w podrecznikach) dow6d powyz-
szego twierdzenia, korzystjacy bezposrednio z twierdzenia o przyrostach. Np
zamiast szacowaé catke [(f1,(t) — fr(t))dt réwna |(fm(2) — fe(2)) = (fm(a) —
fx(a))| szacujemy ten ostatni przyrost przez |z —all| f;, — f;|l{a.p- Potem, majac
juz wykazana zbieznos¢ jednostajna, nalezy szacowaé réznice miedzy ilorazem
réznicowym dla f w punkcie x a wartoscia g(z). Jak kto$ nie lubi calek, mozna
i tak. (warto dla treningu sprébowac)

Zamiast punktu a mozna tez wybraé dowolny inny punkt ¢ € [a, b] i zakladaé
zbieznosé ciagu (f,(c)), dostajac analogiczna teze (i prawie taki sam dowdd).

Odnotujmy dwa podstawowe wnioski z poprzedniego twierdzenia.

Twierdzenie. (O ROZNICZKOWANIU SZEREGOW) Szereg funkcji klasy C'' moz-
na rézniczkowaé metoda "wyraz po wyrazie”, o ile przynajmniej w jednym
punkcie jest on zbiezny, za$ szereg jego pochodnych jest zbiezny jednostajnie.
Dokladniej, zakladamy zbieznos¢ szeregu S(a) = Y7 fn(a) oraz jednostajna
zbiezno$¢ w przedziale [a,b] szeregu pochodnych: G(z) := > 7, f1 (x). Wow-
czas szereg jest zbiezny jednostajnie oraz pochodna S’(x) z funkeji S(z) :=
oo o fn(z) jest rowna G(z). (Na koficach przedziatu pochodne traktujemy ja-
ko jednostronne.) Innymi stowy, przy powyzszych zalozeniach operacje: sumo-
wania szeregu oraz rozniczkowania mozna wykonywaé w dowolnej kolejnosci. W
szezegblnoscl, jak juz wiemy, szeregi potegowe postaci S(x) = >0 an (2 —x0)"
sa zbiezne jednostajnie wraz z pochodnymi w przedzialach [zg —r, xg+7], gdzie
r jest dowolna liczba dodatnia silnie mniejsza od promienia zbieznosci R. Takie
przedzialy pokrywaja caly przedzial otwarty (zg— R, zo+ R) 1 w tym przedziale
zachodzi rownosé

S'(x) = Z nay(x — )"t

Dowéd. Oznaczmy przez Sy sumy czeSciowe: Sy := E::o fn (W zapisie bez-
argumentowym). Zalozenia, to zbiezno$é Si(a) — S(a) oraz zbieznosé jedno-
stajna S;, =2 G. Ta ostatnia faktycznie zachodzi, bo §; = ZZ:O 11, skoro
pochodna (sumy skoficzonej), to suma pochodnych. Z poprzedniego twierdze-
nia wynika, ze istnieje granica jednostajna: S = lim S}, oraz jest ona klasy C?,
przy czym S’ = G. Zauwazmy jeszcze, ze jak w twierdzeniu dla ciggéw, punkt,
w ktorym zakladamy zbiezno$é szeregu moze byé dowolny (niekoniecznie réw-
ny a). Na przyklad, dla szeregu potegowego najwygodniej jest zamiast xg — r
wybraé punkt zg, bo w tym punkcie z wyjatkiem ag, wszystkie wyrazy szeregu
zerujg sie, zbieznoé¢ jest tu ewidentna. Zbiezno$¢ jednostajna otrzymalismy dla
szeregu pochodnych z M-testu Weierstrassa (por. poprzedni wyklad).



Aby siebie (a przede wszystkim Panstwa) nie przeciazaé -bo to podobno
ostabia odporno$é, dowdd ponizszego twierdzenia napisze nastepnym razem!

Twierdzenie Abela: Jezeli szereg potegowy o srodku x( i promieniu zbiezno-
sci R € (0, +00) jest zbiezny w ktéryms z punktéw 2o+ R (na kraicu przedziatu
zbieznosci), to jego suma jest funkcja ciagla w tym punkcie, szereg jest zbiezny
jednostajnie na odcinku laczacym ten punkt z punktem x.

Jako zastosowanie, mozemy wykazaé, ze Zfoo (717):“ = In2. Promien
zbieznosci szeregu potegowego geometrycznego ﬁ = ZSO (—z)™ wyno-

1
si 1, wiec w przedzialach [—r.r] dla r < 1 jego zbieznoéé jest jednostajna i
mozemy tam caltkowaé szereg wyraz po wyrazie, otrzymujac dla 0 < = < 1
rozwinigcie In(1 + z) = [ Z5dt = Y07 [F(=t)"dt = Y07 = (—a)" T =

— 71.+1 . . . . .
> ( 17)1 x". 7 twierdzenia Abela wyniknie, ze

=y
lim In(1+42) = lim ————z",
rx—1— r—1— n
1
co daje naszg réwnosc.
Szereg potegowy > 0°(—2%)" o sumie 17 mozemy catkowaé stronami

na przedziatach [0,z] dla |z| < 1, otrzymujac rozwinigcie Z%x%“ =

arc tgz. Dzigki twierdzeniu Abela ten wzoér mozemy tez stosowaé w punkcie
x = 1, otrzymujac ciekawe przedstawienie liczby :

7T — (—1)"
T~ arctgl = .
g arcte 20:2n+1

10.1 Szereg Taylora i Maclaurina

Jak wida¢, niektore funkcje mozna przedstawié¢ jako sume szeregu potegowe-
go stosujac catkowanie lub rézniczkowanie szeregu potegowego geometrycznego
> a™ (z ewentualnymi podstawieniami w miejsce zmiennej z jakiego$ prostego
wielomianu). Ale w ogélnym przypadku nielatwo jest znalezé ta metoda wspol-
czynniki rozwiniecia. Na szczedcie, jest inny sposéb: Przypuéémy, ze promien
zbieznodci dla szeregu s(x) := > an(x — o)™ jest dodatni. Podstawianie war-
todci & = xo do tego rozwinigcia funkcji s(z) a nastepnie do jej pochodnych
rzedu k daje réwnosci: s(zo) = ag, s’ (z0) = a1,...,5%) (z9) = klay, gdyz w
takim rozwinieciu wszystkie -z wyjatkiem jednego (dla n = k) skladniki zeruja
sie w punkecie xg. Jesli wiec tylko f(x) jest suma typu s(z) -czyli suma jakiego$
szeregu potegowego zbieznego w pewnym otoczeniu punktu zg do f, to musi
juz byé aj, = % %) (). Szereg potegowy o takich wspétczynnikach nazwiemy
szeregiem Taylora w punkcie xg dla funkcji f. W przypadku x¢ = 0 szereg taki
nazywamy szeregiem Maclaurina. Jesli tylko 0 nalezy do wnetrza dziedziny f,
to najprostsza i najczesciej uzywana jest wlasnie taka postaé. Rzecz jasna, wy-
maga to znajomosci poszczegdlnych pochodnych w punkcie 0. Dla niektérych
funkcji sa na to proste wzory: np. dla f(x) = e® wszystkie pochodne sa réwne
e”, a w zerze przyjmuja warto$¢ 1. Dla funkcji sinus pochodne rzedu k& w ze-
rze zeruja sie dla k parzystych i sa réwne (—1)™ dla k = 2m + 1. Podobnie,
cos®(0) = (=1)7 gdy k = 24, j € NU {0}, zerujac si¢ dla k nieparzystych.
Tu promieniem zbieznodci jest +oo. Dla funkcji In(1 + x) promien zbieznoci
szeregu Maclaurina wynosi 1. Jak juz wiemy, wszystkie te szeregi maja sumy
réwne rozwijanym funkcjom wewnatrz obszaru zbieznosci. Mozna wiec zapisac:

e’ = ; % dla wszystkich =z € R,
P R p2m+1
sinm:x—§+E—--~+(—1)mm+... dla wszystkich xz € R,
2 gt 22m
cosT = —§+I—~~+(—l)mm+... dla wszystkich xz € R,



2 3 n
ln(1+x):x—x—+x——~-~+(—1)"+1x—+... dla |z| < 1.
2 3 n

Teraz wyjasnig, dlaczego wprowadzilem na poczatku symbol s(z) dla su-
my szeregu Taylora. Moze sie¢ zdarzy¢, ze promien zbieznosci szeregu Taylora
funkcji f wynosi +oo, lecz mimo to f(z) # s(x) dla z # x.

Przyklad Tak jest w przypadku funkeji ¢(z) := exp(—-5) dla = # 0, oraz
¢(0) := 0. Wszystkie jej pochodne w punkcie 0 istnieja (na wykladzie wykaza-
tem to dla k = 1, lecz sa réwne zero, wiec szereg Maclaurina dla ¢ ma same
zerowe wspélezynniki, s(x) = 0V, ecgr. Natomiast ¢(x) > 0 dla = # 0.

Nasuwa sie pytanie: ,kiedy jest Zle, a kiedy dobrze” w sensie réwnoéci po-

miedzy funkcja klasy C i jej suma szeregu Taylora? OdpowiedZ wymaga osob-
nej teorii, podamy jedynie definicje:
Definicja Méwimy, ze funkcja f : D — R jest analityczna (dokladniej, R-
analityczna) na zbiorze otwartym D C R, jezeli dowolny punkt zg € D ma
otoczenie, w ktérym f jest réwna sumie jakiegos szeregu potegowego. (Jak juz
wiemy, ten szereg musi by¢ wéwczas jej szeregiem Taylora.)

Poniewaz szereg potegowy (majac wéwczas dodatni promien zbieznosci R)
jest zbiezny takze poza osig rzeczywista, dla z € C lezacych w kole |z —xo| < R,
funkcje analityczne mozna przedtuzyé na pewne otoczenie €2 zbioru D na ptasz-
czyZnie zespolonej C. Gdy R = oo, (np. dla exp, sin, cos, sumujac szereg Taylora
otrzymamy przedtuzenie tych funkcji dla wszystkich z € C. Poréwnujac szeregi
Maclaurina dla funkeji exp(iz), z € R z rozwinieciami funkcji trygonometrycz-
nych, Euler doszedl do swego stynnego wzoru:

e = cos p + isin p, v eR.

Funkcje analityczne na otwartych podzbiorach Q2 ptaszczyzny zespolonej definiu-
jemy analogicznie -jako réwne sumie szeregéw potegowych w pewnych otoczeniach
(w C) kazdego punktu ze zbioru . Aby odrézniaé te funkcje, zmienna w przypadku
rzeczywistym oznaczamy symbolem x,t lub ¢, zas w przypadku zespolonym -jednym
z symboli: z,w, A, (. Mozna wykazaé, ze poza przypadkiem funkcji statych, funkcja
analityczna f(z) nie moze przyjmowaé wylacznie wartosci rzeczywistych w otoczeniu
(zespolonym) zadnego punktu.

Ponadto przedtuzenia analityczne funkcji R-analitycznych na dany obszar €2, o ile
istnieja, sa wyznaczone jednoznacznie.

Innym warunkiem réwnowaznym analitycznosci jest istnienie w kazdym punkcie
f(z) = f(20)
zZ— 20

pochodna zespolona w tym punkcie i oznaczanej symbolem f'(zo).

Analityczne sa np. wielomiany postaci p(z) = » " arz", funkcje wyktadnicze,
trygonometryczne powstale przez rozszerzenie odpowiednich funkcji R-analitycznych
na pewne obszary w C.

Suma, iloczyn, iloraz (poza miejscami zerowymi mianownika) dwu funkcji anali-
tycznych w ) jest réwniez analityczna. Réwniez funkcje odwrotne do injekcji anali-
tycznych i granice jednostajnie zbieznych ciggéw funkeji analitycznych-sg analityczne.
Przy tym obraz zbioru otwartego w C przez funkcje analityczna rézng od stalej -jest
zawsze otwarty.

Mozna wykazaé, ze gdy jakie$ kolo {z € C : |z — 20| < R} zawiera si¢ w dziedzinie
funkcji analitycznej, to promien zbieznoéci jej szeregu Taylora w punkcie zp wynosi nie
mniej, niz R. Jest wigc inaczej, niz w R. Na przyktad, dziedzing funkcji R-analitycznej
1-&-% jest R, lecz promien jej szeregu Maclaurina wynosi 1, gdyz w takiej odleglosci
od punktu 0 znajduja sie liczby +i -miejsca zerowe mianownika. (Jednoznacznym
przedhuzeniem analitycznym jest tu funkcja H%,z € C\ {—i,i}, jej dziedzina nie
moze objaé tych miejsc zerowych mianownika, bo np. przy |z —i| — 0 mamy |f(z)| —
+00.)

Suma szeregu potegowego o dodatnim promieniu zbieznosci jest analityczna we
wnetrzu obszaru zbieznosci (czyli w kole otwartym o §rodku zo i promieniu R réwym
promieniowi zbieznosci). Ale dowdd jest dosé zmudny -polega na ” przesuwaniu punktu
rozwiniecia w szereg” (tu punktu zo) do punktu z pewnego otoczenia.

z0 € Q granicy przy |z — zo| — 0 z ilorazéw réznicowych: , hazywanej



