Zagadnienia z teorii (IT sem. analizy, WMS) w 2015
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Definicja calki Riemanna, przyklad f niecatkowalnej ograniczonej, ograni-
czono$é funkeji catkowalnych, sumy catkowe Darboux (dolne i gérne), ich
zachowanie po rozdrobnieniu podziatu.

Definicja calki dolnej (i gérnej), twierdzenie Darboux (=kryterium catkowal-
nosci) i lemat o sumach dolnych dla ciagu normalnego podziatéw, kryterium
Riemanna calkowalnosci funkcji ograniczone;j.

Dowdd catkowlanosci funkcji cigglych. Catkowalnosé sumy i iloczynu funkcji
catkowalych

Pierwsze twierdzenie o wartosci sredniej dla calek, tw. Newtona-Leibniza
Kryterium poréwnawcze zbieznoéci catki niewlasciwe;j.

Kryterium calkowe zbieznodci szeregdw.

Drugie tw. o wartosci $redniej (wzdr Bonneta), kryterium Dirichleta dla calek

Tw. o przyrostach dla funkcji o wartoéciach wektorowych f : [a,b] — R™,
wzér na pochodna dlugosci tuku krzywej, wzor na diugosé tuku krzywej.
Przyktad krzywej nieprostowalne;.

Wahanie catkowite, krzywe prostowalne, norma przestrzeni BV [a, b], oszaco-
wanie wahania dla funkcji monotonicznych i dla funkeji klasy C!, lub spelnia-
jacych warunek Lipschitza. Definicja calki Riemanna-Stjeltjesa ff f(t)dg(t)
w przypadku f ciaglej, g € BV]a,b] (bez dowodéw zbieznosci sum calk.).

Tloczyn skalarny (f, g) zdefiniowany dla f,g € R(a,b) przez calke. Poréwna-
nie (=podanie nieréwnosci typu || f||; < C||f||x) norm || f|; := fab |f(t)] dt,

b . . .
Iz := fa |f(t)[? dt oraz || fl|ja,e) = SUP[q 4] |f], ciaglo$é funkcjonatu f +—

ff f(t) dt wzgledem tych norm. Calkowanie szeregéw wyraz-po wyrazie.

Zupelnosé przestrzeni Cla,b] oraz B(2) = {f : @ — C : ||flla < oo} z
norma, | flla = sup{|f(z)| : = € 2},

Zbiezno$¢ szeregéw y - | x,, spelniajacych warunek > | ||z, || < 400 (bez-
wzglednie zbieznych) w przestrzeni Banacha, ,, Test majorant” Weierstassa.

Twierdzenie o zbieznosci jednostajnej wraz z pochodnymi (zbieznos$é f,(a)
i zbiezno$é jednost. f), = g w [a,b] implikuja zb. jednost. f,, = f, gdzie
f € Ca,b], f' =g.) Zupelnoéé¢ przestrzeni C'[a, b]

Szereg potegowy -promien i kolo zbieznosci, zbieznos¢ jednostajna wraz z
pochodnymi na zwartych podzbiorach kota zbieznosci.

Twierdzenie Abela o szeregach potegowych zbieznych na koncu przedziatu
oo (=1 t!

zbieznosci, zastosowanie do przedstawienia In2 jako ) ] m

Definicja zbioréw zwartych, charakteryzacja zwartych podzbioréw w R™,
?warunek pokry¢ skoniczonych” -jego dowdd dla [a,b] C R, ograniczonos$é
i osigganie maksimum przez funkcje ciagle na zbiorach zwartych w R™.

Zasadnicze Twierdzenie Algebry.

Twierdzenie Pitagorasa dla normy okreslonej przez iloczyn skalarny. Lemat
o wspolczynnikach wektora g = cre1 + ... + cpe, wzgledem uktadu ortonor-
malnego (e,,). Nierdwnos$¢ Bessela dla ukladéw ortogonalnych.

Ortogonalno$é uktadu trygonometrycznego (rzeczywistego i w postaci ze-
spolonej), szereg Fouriera - wzory na wspOlczynniki i na sumy czedciowe, tw.
Dirichleta (zarys dow.)
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Twierdzenie Fejéra, zupelno$é ukladu trygonometrycznego.
Zbieznosé szeregu Fouriera S[f] (Sredniokwadratowa). Tozsamosé Parsevala.

Granice iterowane. Pierwsze tw. o granicy podwdjnej, jakis przykitad braku
réwnoéci 2 granic iterowanych.

Pochodne czastkowe a rézniczkowalnosé funkcji n zmiennych (Tw.: ciaglosé
wszystkich poczh. czastkowych 8 f /0x; = rézniczkowalnosé f), definicja C1(€2).

Rézniczka zlozenia i jej posta¢ macierzowa. Dowdd ,,Reguly Lancucha”.

Pochodne kierunkowe (jednostronne), ich zwiazki z gradientem, twierdzenie
o warto$ci Sredniej i o przyrostach.

Druga rézniczka, macierz Hessego, szkic dowodu twierdzenia o symetrii dru-
giej rézniczki funkeji klasy C2.

Wzér Taylora z reszta Lagrange’a (wyprowadzenie dla rzedu 2, w przypadku
2 zmiennych).

Warunki na istnienie ekstremdéw lokalnych (np. maksimum) dla f € C?().

Réwnanie plaszczyzny stycznej do wykresu (=do powierzchni {(z,y,z) €
R3: 2 = f(z,y), (z,y) € Q}) -szkic uzasadnienia. Wektor normalny.

Otwarto$¢ zbioru macierzy nieosobliwych i ciagtos¢ operacji odwracania ma-
cierzy (wzgledem normy operatorowej).

Tw. o lokalnej odwracalno$ci (*dow. fragmentu o lokalnej injektywnosci i o
rézniczkowalnosci (f|y)~1) pewnej kuli).

Tw. o funkcjach uwikianych (dow. dla przypadku 2 zmiennych, lub ogélnym).
Pochodne funkcji vwiktanej

Warunek wystarczajacy dla istnienia ekstremum lok. funkcji uwiklanej ko-
nieczny -dla ekstremum warunkowego (mnozniki Lagrange’a). Uzasadnienie
dla ekstremum f(x,y) przy warunku g(x,y)=0 (z,y) € R?).



