Zagadnienia z teorii (I sem. analizy, WMS) w 2016
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. Definicja catki Riemanna, przyklad f niecatkowalnej ograniczonej, ograni-

czono$é funkeji catkowalnych, sumy catkowe Darboux (dolne i gérne), ich
zachowanie po rozdrobnieniu podziatu.

Definicja calki dolnej (i goérnej), twierdzenie Darboux (=kryterium calko-
walnosci) [(*) lemat o sumach dolnych dla ciagu normalnego podzialéwl],
kryterium Riemanna calkowalnosci funkcji ograniczone;j.

Calkowlanosé funkcji cigglych. Calkowalno$é sumy i iloczynu funkcji catko-
walych

Pierwsze twierdzenie o wartosci sredniej dla calek, tw. Newtona-Leibniza
Kryterium porownawcze zbieznosci calki niewtasciwej.

Kryterium catkowe zbieznosci szeregow.

Drugie tw. o wartosci $redniej (wzdr Bonneta), kryterium Dirichleta dla calek

Tw. o przyrostach dla funkcji o wartosciach wektorowych f : [a,b] — R™,
wzOr na pochodng dtugosci tuku krzywej, wzér na diugosé tuku krzywej.
Przyktad krzywej nieprostowalnej.

Wahanie catkowite, krzywe prostowalne, norma przestrzeni BV [a, b], oszaco-
wanie wahania dla funkeji monotonicznych i dla funkcji klasy C!, lub spelnia-
jacych warunek Lipschitza. Definicja calki Riemanna-Stjeltjesa f; f(t)dg(t)
w przypadku f ciaglej, g € BV|[a,b] (bez dowodéw zbieznodci sum calk.).

Tloczyn skalarny (f, g) zdefiniowany dla f,g € R(a,b) przez calke. Poréwna-
nie (=podanie nieréwnosci typu || f||; < C||f||x) norm || f|; := fab |f(®)] dt,

b . L .
1fll2 =1/ [, [f()[>dt oraz || f[|a,5] := Sup(q ) | f], clagtos¢ funkcjonatu f
f: f(t) dt wzgledem tych norm. Calkowanie szeregéw wyraz-po wyrazie.
Zupelnosé przestrzeni Cla,b] oraz B(2) = {f : @ — C : | flla < oo} z
normg || f|lq := sup{|f(z)| : € Q}.

Zbieznos¢ szeregbw > oo x,, spelniajacych warunek >0 | |lz,|| < 400 (bez-
wzglednie zbieznych) w przestrzeni Banacha, ,, Test majorant” Weierstassa.

Twierdzenie o zbieznosci jednostajnej wraz z pochodnymi (zbiezno$é f,(a)
i zbiezno$é jednost. f,, = g w [a,b] implikuja zb. jednost. f, = f, gdzie
f € Cla,b], f' = g.) Zupelnoéé przestrzeni C*[a, b]

Szereg potegowy -promien i kolo zbieznosci, zbiezno$¢ jednostajna wraz z
pochodnymi na zwartych podzbiorach kota zbieznosci.

Twierdzenie Abela o szeregach potegowych zbieznych na koncu przedziatu
="+
n

zbieznosci, zastosowanie do przedstawienia In2 jako Y 1°

Definicja zbioréw zwartych, charakteryzacja zwartych podzbioréw w R"™,
’warunek pokryé¢ skonczonych” -jego dowdd dla [a,b] C R, ograniczonosé
i osiaganie maksimum przez funkcje ciagte na zbiorach zwartych w R™.

[Zasadnicze Twierdzenie Algebry.(*)]

Granice iterowane. Pierwsze tw. o granicy podwdjnej, jaki$ przyklad braku
réwnoéci 2 granic iterowanych.

Pochodne czastkowe a rézniczkowalnosé funkcji n zmiennych (Tw.: ciaglosé
wszystkich poch. czastkowych 0 f/0z; = rézniczkowalno$é f), definicja C*(£2).
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Rézniczka ztozenia i jej posta¢ macierzowa. ,Reguia Lancucha”.

Pochodne kierunkowe (jednostronne), ich zwiazki z gradientem, twierdzenie
0 warto$ci Sredniej i o przyrostach.

Druga rézniczka, macierz Hessego, twierdzenie o symetrii drugiej rézniczki
funkcji klasy C2.

Wzér Taylora z reszta Lagrange’a dla f : R — R (wyprowadzenie dla
rzedu 2, w przypadku 2 zmiennych).

Warunki na istnienie ekstremdéw lokalnych (np. maksimum) dla f € C%(Q).

Réwnanie plaszezyzny stycznej do wykresu (=do powierzchni {(z,y,z) €
R3: 2 = f(z,y), (z,y) € Q}) -szkic dowodu stycznosci. Wektor normalny.

Otwartosé zbioru macierzy nieosobliwych i [(*)ciaglo$é operacji odwracania
macierzy (wzgledem normy operatorowej)].

Tw. Banacha o odwzorowaniu zwezajacym (wystaczy dla f na podzbiorach
domknietych w R™).

Tw. o lokalnej odwracalnosci [(*)dow. fragmentu o lokalnej injektywnosci i
o rézniczkowalnosci (f|)~1) pewnej kuli)].

Tw. o funkcjach uwikianych (dow. dla przypadku 2 zmiennych, lub ogélnym).
Pochodne funkcji vwiktanej

Warunek konieczny dla istnienia ekstremum lok. funkcji uwiklanej koniecz-
ny -dla ekstremum warunkowego (mnozniki Lagrange’a). Uzasadnienie dla
ekstremum f(z,y) przy warunku g(z,y) = 0 dla (z,y) € R?).

Twierdzenie Pitagorasa dla normy okreslonej przez iloczyn skalarny. Lemat
o wspolczynnikach wektora g = cre1 + ... + cpe, wzgledem uktadu ortonor-
malnego (e, ). Nierdwnos$é Bessela dla ukladéw ortogonalnych.
Ortogonalno$é¢ uktadu trygonometrycznego (rzeczywistego i w postaci e™?),
szereg Fouriera - wzory na wspétczynniki i na sumy czesSciowe, tw. Dirichleta
(zarys dow.)

(*)[Twierdzenie Fejéra), zastosowanie do tw. Weierstrassa o gestosci wielo-
mianéw w Cla, b].

Zbieznosé szeregu Fouriera S[f] (Sredniokwadratowa). Tozsamos$é Parsevala.

Definicja i [(*)wlasnosci] transformaty calkowej Fouriera (jesli zdazymy)

UWAGA: Fragmenty oznaczone gwiazdka wyrézniaja zagadnienia nieco trudniejsze (badz
nieco wykraczajace poza gtéwny kurs) i ich doktadniejszej znajomosci bede jedynie
oczekiwal od 0s6b mogacych otrzymaé ocene ,,bdb”. Dotyczy to czesto nie catego
punktu objetego danym numerem z listy, tylko fragmentu oznaczonego nawiasem
kwadratowym. Wypowiedzi takich twierdzen jednak obowiazuja. (Na przyklad,
oprécz sformutowania tw. Fejéra, obowiazuje uzasadnienie gestosci zbioru wielo-
mianéw w Cla, b], (ktéra w dosé prosty sposéb wynika z tego twierdzenia).

W paru miejscach ograniczyé¢ sie mozna do szczegdlnych przypadkow dowodow,
lub do ich zarysu- jesli jest taka uwaga przy danym twierdzeniu na lidcie. Jak na
matematykéw przystalo, twierdzen uczymy sie wraz z dowodami.



