10 Operatory zwarte i ich widma

Najprostsza klasa operatoréw sa operatory liniowe na przestrzeniach skoncze-
nie wymiarowych, po wyborze bazy utozsamiane z macierzami. Sa one ciagle
(wzgledem kazdej normay), w przypadku endomorfizméw mozemy méwié o ich
widmie, ktére pokrywa sie z widmem punktowym. W pewnym sensie najbliz-
szym ich odpowiednikiem w przestrzeniach nieskonczenie wymiarowych sg ope-
ratory skonczonego rzedu. Dla operatora liniowego T : X — Y na przestrzeni
unormowanej X przez R(T') bede oznaczal jego obraz, czyli podprzestrzen li-
niowa w Y postaci R(T) := {Tz : x € X} oraz przez N ((T) (czasami tez przez
ker(T) oznaczmy jadro tego operatora. Wymiar obrazu operatora T nazywamy
jego rzedem i oznaczamy rk(T) := dim R(T). (Konia z rzedem temu, kto wie,
skad wziela sie taka nazwa!) Operatory skoniczonego rzedu, to takie operatory
liniowe, kérych rzad jest skonczony. Suma i iloczyn operatoréw skonczonego
rzedu maja réwniez rzad skonczony. Gdy yo € Y jest ustalonym wektorem
niezerowym, za$ ¢ : X — K -dowolnym funkcjonalem liniowym -tez niezero-
wym, to operator liniowy X > x — é(x)yo ma rzad 1, bo jego obrazem sa
wszystkie skalarne wielokrotnosci wektora yg. Ale uwaga: ¢ wcale nie musi by¢
ciagly, wiec i ciaglosci operatoréw skoficzonego rzedu nie mamy (poza przypad-
kiem gdy dim(X) < oo. Operatory liniowe ciagle skoficzonego rzedu T' mozna
szczegblnie przejrzyscie opisa¢ w przypadku gdy X =Y = H jest przestrzenia
Hilberta. Wowczas, dzieki twierdzeniu o postaci funkcjonaltu, isynieja wektory
Z1,... 2k OTAZ Y1, ... Yk, gdzie k = rk(T) takie, ze

k

Te =3 (@, 2. (1)

j=1
Czesto uzywa sie zapisu y ® z na oznaczenie operatora rzedu 1, gdzie

(y® 2)(z) == (z, 2)y.

Whrew przyjetym w algebrze liniowej konwencjom, odwzorowanie: H X H >
(y,2) — y ® z € B(H) nie jest dwuliniowe, bo zaleznosé od z jest antyliniowa:
gdy a € C, to 2 ® (az) = az ® z. Niektdrzy autorzy pisza wiec z®2* lub z® Z,
by podkresli¢ ten fakt. Jako wektory y; mozemy przyjac¢ baze¢ ortonormalng w
podprzestrzeni R(T') przestrzeni H, co nietrudno wykazaé. Wéwczas stosujac
twierdzenie o postaci funkcjonalu przedstawiamy funkcjonaty z — (T'x,y;) jako
skalarne mnozenia x przez pewien wektor z; otrzymujemy nastepujacy fakt.

Whiosek. Kazdy operator T € B(H) rzedu k < oo jest postaci dla pewnych

wektorow yi, ..., Yk, 21, - - - 2k z przestrzeni H. Jest on wiec postaci Z?Zl Y; Q2.
Przestrzenn H ma rozktad ortogonalny na sume prosta podprzestrzemi skon-
czenie wymiarowej M = span{z,...,zp} oraz "reszty” M<. Na tej drugiej

podprzestrzeni T' ma wrtos¢ zero, mozna wiec zapisaé w postaci sumy prostej
Ty @0, bo M+ C N(T). Gdy ciag (z,) C H jest ograniczony, to réwniez
ciag v, := Py, jest podzbiorem (zwartej) domknietej kuli w podprzestrzeni
skofczenie wymiarowej M. Zawiera wigc podciag zbiezny, powiedzmy (vy,; ). Po-
niewaz x, — v, L M, mamy ze wzoru réwnosci Tv, = Tx,. Wnioskujemy,
ze obraz x,, przez operator ciagly skonczonego rzedu zawiera podciag zbiezny
(jest nim T'(z,,). Nie tylko operatory skoficzonego rzedu maja te wlasnosé.

Definicja. Operator liniowy T : X — Y miedzy przestrzeniami unormowanymi
XY jest zwarty, jezeli obrazy zbioréw ograniczonych maja domkniecia zwarte
(czyli sa relatywnie zwarte). Ze wzgledu na jednorodnosé, wystarczy to zalozy¢
dla obrazu kuli jednostkowej w X.

Komentarze:

1. Zbiory relatywnie zwarte sg ograniczone, wiec obraz przez operator zwar-
ty zbioru ograniczonego jest ograniczony, stad mamy ciagto$é¢ wszystkich
operatoréw zwartych. (Sg wiec operatory skoficzonego rzedu ktére nie sa
zwarte -bo nie sa ograniczone, czyli ciagle).



2. Poniewaz odnosimy si¢ do topologii normy, zwarto$¢ rownowazna jest tu
ciaggowej zwartosci, czyli T jest zwarty, gdy obraz ciggu ograniczonego
zawiera podciag zbiezny (w sensie normy).

3. Jesli juz ustalimy ciag ograniczony w przestrzeni X, to mozemy si¢ ogra-
niczy¢ do podprzestrzeni domknietej generowanej przez jego wyrazy-czyli
osrodkowej.

4. Zalézmy, ze przestrzen X jest refleksywna i osrodkowa. Wtedy jej kule
domkniete sg zwarte w stabej topologii. Sa tez osrodkowe w stabej to-
pologii, bo (mniejsze w topologii normy) domkniecia otoczek wypuklych
zbioréw przeliczalnych wypelniaja juz te kule. Zbiory zwarte o$rodkowe
sa metryzowalne, wiec kule domkniete w przestrzeniach o$rodkowych sa
metryzowalne i ciagowo stabo zwarte. Z kazdego ciagu ograniczonego w
przestrzeni refleksywnej (nawet bez zalozenia o$rodkowosci) mozna wiec
wybraé¢ podciag stabo zbiezny. Kluczowa jest tu jedynie refleksywnosé,
ktéra zachodzi np. w przestrzeniach LP(u) gdy 1 < p < oo 1 w przestrze-
niach Hilberta.

Lemat. W przetrzeni refleksywnej X opreator T' € B(X,Y) jest zwarty wtedy
i tylko wtedy gdy obraz kazdego ciagu stabo zbieznego jest zbiezny w normie.

Dowdéd implikacji w jedna strone wynika z zasady jednostajnej ograniczo-
nosci. Faktycznie, gdy ciag (x,,) jest stabo zbiezny, np. do xo, to jest on ogra-
niczony. Dotyczy to réwniez ciagu (T'z,). Jezeli T jest zwarty, to ciag (Tx,)
zawiera podciag zbiezny w normie do pewnego yg. Jesli wykazemy, ze woéwczas
yo = Tz, to bedzie znaczylo, ze kazdy podciag ciagu (T, ) zawiera dalszy pod-
ciag zbiezny w normie do T'zg. Ale stad juz wyniknie zbieznoéé pelnego ciagu
2 | Txy — Tao|| — 0 (w przeciwnym przypadku poza pewna kula K(Txg,€)
znajdzie sie nieskonczenie wiele wyrazow ciagu Tz,,. Ale z tego podciagu nie
da sie juz wybra¢ podciggu zbieznego do Txy. Aby wykazaé, ze yo = Txg
wystarczy sprawdzi¢ staba zbieznos¢ Tz, do Txg. W tym celu ustalmy funk-
cjonal ¢ € Y'. Woéwcezas 1 oT jest funkcjonalem liniowym ciaglym na X. Staba
zbiezno$é¢ x,, do xo implikuje zbiezno$¢ ¥(T(x,)) — ¥(T(xo)). Mamy teraz
mozliwo$é skorzystania z jednoznacznosci granic dla ciagdéw stabo zbieznych.
Wynika ona stad, ze funkcjonaly ¢ € Y’ rozdzielaja punkty przestrzeni Y, sla-
ba topologia jest typu T». Podciag ciagu (Tx,,), ktéry byl zbiezny w normie do
yo musial tez stabo zmierza¢ do yg, wiec réwnos¢ yo = T'xg faktycznie wynika
z jednozaczno$ci stabych granic.

Na odwrét, gdy mamy ciag ograniczony (z,) w przestrzeni X, to dzieki
jej refleksywnosci (i z wniosku z twierdzenia Banacha-Alaoglu ) mozemy w
tym ciagu znalezé podciag stabo zbiezny. Korzystamy przy tym z powyzszego
komentarza nr 3. Skoro obraz tego podciagu przez T bedzie zbiezny w normie,
daje to zwartosé¢ T'. 0.

Stosunkowo latwo mozemy wykazaé, ze niezerowa cze$¢ widma aproksy-
matywnego dla operatoéw zwartych jest zawarta w widmie punktowym. Dla
zwartych operatoréw normalnych mamy wiec (mozliwe, ze z wyjatkiem zera)
-cale widmo zlozone wylacznie z wartosci wlasnych, jak wyniknie z ostatniego
twierdzenia na poprzednim wykladzie. Mozna nawet udowodni¢ wiecej -czyli
analogiczng teze bez zalozenia o normalnosci, wykorzystujac jedynie zwartosé
T dzialajacego na dowolnej przestrzeni Banacha.(dowdd zawarty w ksiazce w.
Rudina ”Analiza Funkcjonalna” pominiemy. Ale przypadek szczegdlny ope-
ratoréw zwartych, dla ktérych widmo jest rowne widmu aproksymatywnemu
-doktadnie przestudiujemy. Wykazemy mianowicie nastepujacy

Lemat. Jesli dla operatora zwartego T € B(X) mamy A € 0,,(T) \ {0}, to
A€ o, (T).
Innymi stowy, gdy istnieje ciag wektoréw z,, takich, ze ||x,| = 1 oraz ||Tz,, —
Azp|| — 0, to istnieje wektor zo € X \ {0} taki, ze Twg — Azg = 0, czyli A jest
wartoscia wtasng operatora 7.

Faktycznie, skoro ciag (x,) jest ograniczony, zas T jest zwarty, to przecho-
dzac w razie potrzeby do podciagu mozemy przyjac bez straty ogélnosci, ze ciag



(Tx,,) jest zbiezny, powiedzmy do yo. Poniewaz réznice miedzy tym ciagiem a
ciagiem Az, zmierzaja w normie do zera, réwniez ciag (Az,,) jest zbiezny do yo.
Teraz w istotny sposéb wykorzystujac niezerowosé A wnioskujemy o zbieznosci
(w topologii normy) ciagu @, do g := 3yo # 0. Z ciaglosci T wynika teraz, ze
Txg =limTz, =yo = Axg. U

Poniewaz dla operatoréw normalnych o(T") = 0,4, (T) 1 jak za chwile wyka-
zemy, w przestrzeniach nieskonczenie wymiaréwych dla operatoréw zwartych
T mamy zawsze 0 € o(T), przy takich zalozeniach bedzie o(T) = o,(T).

Dlaczego wigc operatory zwarte nie sg odwracalne w przestrzeni X o wy-
miarze nieskonczonym? Zasadnicza przyczynajest niezwarto$é domknietej kuli.
Ta wynika z lematu Riesza, (= teza (1) ponizej) ktéry, o ile dobrze pamie-
tam, formulowalem podczas wykladéw przed zawieszeniem zajeé. Na wszelki
wypadek go powtorze od razu wzmacniajac o tezy dotyczace operatoréw

Twierdzenie. (1) Gdy X jest przestrzenia unormowana nieskoficzenie wymia-
rowa, M -jej podprzestrzenia domknieta rézna od X, to dla kazdego ¢ > 0
istnieje wektor x, € X o normie 1 taki, ze dist(z, M) > 1 —e.
(2) Istnieje ciag wektoréw z,, € X o normie 1 o tej wlasnosci, ze gdy k # m,
to ||z — 2|l > 3 (niemajacy podciagéw zbieznych.
(3) Ani operator I identycznosdci na X, ani zaden operator odwracalny nie sa
zwarte.
(4) Natomiast iloczyn ST dwu operatoréw ograniczonych, z ktérych przynaj-
mniej jeden jest zwarty -rownisz jest zwarty.
(5) Zbior K(X) zwartych operatoréw liniowych z B(X) jest domknietym ide-
alem w tej algebrze Banacha.

Dla dowodu (1) przypomnijmy, ze dla € X norme ilorazowa klasy réwno-
waznosci [x] = x + M w przestrzeni X/M definiujemy wladnie jako

dist(xz, M) := inf{||lx — z|| : =z € M}.

Doé¢ proste sprawdzenie warunku jednorodnosci (jedynego, jaki tu wykorzysta-
my) pozostawmy jako proste ¢wiczenie oparte na obserwacji, ze gdy A € K\ {0},
toz € M < Az € M. Jeédli tylko M # X, to istnieje wektor z € X taki, ze
Il[z]]| = 1 (tu korzystamy z jednorodnoéci). Z definicji kresu dolnego wynika, ze
istnieje wéwczas ciag wektoréw z, € M taki, ze 0 # ¢, := ||z — z,|| — 1. Dla
wszystkich n wektor y,, 1= Ci(x — zp) € X ma norme 1, za$ normy ||[y,]| sa
réwne iH [z]|| = é — 1, wiec dla n dostatecznie duzego sa > 1 — € 1 wystarczy
przyjaé¢ x4 = y, dla tak duzego n.

Ciag (x,) spelniajacy teze (2) konstruujemy rekurencyjnie, zaczynajac od
dowolnego x; ze sfery jednostkowej. Majac juz wektory x1,...x, stosujemy
teze (1) dla M = span{x,...,z,} -skohczenie wymiarowej, a wiec domknietej
podprzestrzeni wlasciwej w X, znajdujac dla e = % odpowiedni wektor z, =
Tp+1, Otrzymujac ciag odseparowany ze stala %, jak w tezie (2). Zeden jego
podciag nie bedzie zbiezny w normie, bo nie spelni warunku Cauchy’ego.

Operator identycznosci przeksztalca ten ciag w ten sam ciag -niemajacy
podciagéw zbieznych, wiec nie ma tu zwartodci operatora I. Jesli wykazemy
najpierw teze (4), to nie moze istnieé T—! w algebrze B(H), o ile T jest zwar-
ty, w przeciwnym razie mieliby$my dzieki (4) zwarto$é operatora I = T IT.
Niech teraz T bedzie zwarty, S -jedynie ograniczony i wybierzmy ciag ograni-
czony wektorow z,. Ciag y, := Sz, bedzie wowczas tez ograniczony, a jego
obraz przez zwarty T, czyli ciag Ty, = (TS)(x,) bedzie zawieral podciag
zbiezny. Dla zlozenia ST najpierw wybieramy podciag zbiezny Tz, , potem z
ciaglodci S otrzymujemy zbieznoéé ciagu (ST)xz,, . Suma oepratoréw zwartych
T1,T5 jest zwarta, bo najpierw zapewniamy zbiezno$é¢ podciagu 112y, , a poz-
niej - juz z tego podciagu wybieramy dalszy podciag zapewniajacy zbieznosé
na nim drugiego z operatoréw. I na koniec korzystamy ze zbieznoéci do sumy
granic- sumy dwu (pod)ciagéw ciagéw zbieznych. Na koniec- jeden z trudniej-
szych fragmentéw- czyli dowéd domknietosci ideatu K(H) wzgledem topologii
normy operatorowej. Przypu$émy, ze mamy ciag operatoréw zwartych T, ktory
jest zbiezny w normie przestrzeni B(H) do operatora T. Wykazemy, ze réwniez



T jest zwarty. Mozna rozumowaé¢ na pare sposobow -np. stosujac kryterium
Hausdorffa zeartosci podzbioréw domknietych przestrzeni zupelnych (jest nim
caltkowita ograniczono$é¢). Chyba bardziej bezposrednia jest metoda przekatnio-
wa wyboru podciaggéw. Przypusémy, ze mamy zadany ciag wektoréw x, € X o
normie ||z,| < 11 chcemy wybraé¢ tak podciag, by wartoéci na nim operatora
T tworzyly ciag zbiezny. Najpierw wybieramy podciag (oznaczymy go nietypo-
wo!) (z1x) clagu (z,,)), na ktérym wartosci operatora T sa zbiezne. Z tego ciagu
(z1x) wybieramy dalszy podciag (za.,) tak, by zbiezny byl ciag (Ta(z2,)) byl
rowniez zbiezny. Przechodzac z p— tego podciagu do tego o pierwszym indeksie
p+ 1, zapewniamy sobie, ze ciag (zny) otrzymany przez wybér przekatniowy z
tego ”ciggu ciagéw” ma nastepujaca wlasnosé: od pewnego miejsca jest podcia-
giem kazdego z wystepujacych tu ciggdéw - w szczegdlnosci jest on podciagiem
ciagu (x,) i to takim, ze kazdy z operatoréw T; ma na nim wartoéci Tjzn,
zbiezne, a wiec spelniajace warunek Cauchy’ego. Dowdd zakonczymy spraw-
dzajac, ze réwniez ciag Tx,, spelnia warunek Cauchy’ego. Ustalmy wiec € > 0
i dobierzmy j tak duze, by ||T; — T'|| < 5. Dla k,n dostatecznie duzych mamy
wetdy (z warunku Cauchy’ego dla ciagu T2,y 1 z nieréwnosci tréjkata:

€ € €
sttt =€

T2 =T ) < NT=T; M| Ty =Tyl + 175 =T lfnl] < S++5 =

Alternatywny dowdd polega na tym, by dla K oznaczajacego kule jednost-
kowa w X sprawdzié¢ relatywna zwarto$¢ obrazu T' (K1) przy uzyciu kryterium
Hausdorffa, czyli sprawdzajac catkowita ograniczonosé. Wystarczy dla zada-
nego € > 0 znalez¢ taki skonczony podzbiér E przestrzeni Y, by dla kazdego
y € T(K1) bylo dist(y, E) < e. Dobieramy znéw j tak, by ||T; —T'|| < §. Ze
zwartosci T;(K7) znajdziemy skonczony zbiér E C Y dla kérego gdy = € K,
to dist(Tjx, E) < §. Z nieréwnosci térjkata wynika teraz, ze dla x € K1 mamy

€

2

dist(Tz, E) < dist(Tjz, E) + | Tjx — Tz| < % +-=e0
Operatory zwarte maja dosé specyficzng strukture widma: z wyjatkiem
punktu 0, sklada sie ono z wartosci wlasnych, jest zbiorem co najwyzej przeli-
czalnym, ktorego jedynym punktem skupienia moze byé¢ punkt 0. Dla uprosz-
czenia wykazemy to w interesujacej nas gltéwnie sytuacji operatoréw zwartych
normalnych w przestrzeni Hilberta. Podstawa bedzie nastepujaca obserwacja:

Lemat. Wektory wlasne operatora normalnego odpowiadajace réznym warto-
Sciom wlasnym sa wzajemnie prostopadte.

Faktycznie, niech N € B(H) bedzie operatorem normalnym, za$ A\, u €
op(N) -jego warto$ciami wlasnymi, przy czym A # p. Wezmy dwa wektory
xz,y € H takie, ze Nz = Az, Ny = py. Wtedy liczymy:

Mz, y) = (Na,y) = (z,N"y).
Operator N — pl jest przemienny ze swym sprzezeniem, réwnym N* — il
wiec spelnia metryczny warunek normalnosci: | Ny — py|| = ||N*y — ay||, czyli
wowczas mamy tez N*y = iy . Stad -kontynuujac ciag réwnosci, mamy

(z, N*y) = (z, iy) = p(z, ).
Odejmujac skrajne wyrazy w tym ciagu réwnosci otrzymamy

(A= p)(z,y) =0,

skad juz wynika prostopadlosé: x 1L y. O
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