11 Operatory zwarte normalne

Jak juz wiemy, operatory zwarte stanowia ideal w algebrze B(H) operatoréw
liniowych ciggtych w przestrzeni Hilberta. Mozna wykazac, ze jest on domknie-
ciem idealtu operatorow skonczonego rzedu. Tak jest nawet w kazdej osrodkowe;j
przestrzeni Banacha X posiadajacej (jakakolwiek) baze Schaudera (e,).

Mozemy w paru linijkach naszkicowaé¢ dowdd: Wowcezas tworzymy ciag opera-
toréw ”sum czeéciowych” P, odwzorowujacych wektor x = ZZOZI ane, W wektor
Prx = Zizl anZn. Dla kazdego ustalonego wektora x mamy ||z — Prx| — 0 przy
k — oo , co wynika wprost z definicji bazy Schaudera. W terminach operatorowych
méwimy, ze ciag (Py) zmierza w silnej topologii operatorowej do operatora identycz-
nosci: I € B(X). Nie jest to zbiezno$é w normie operatorowej (zwana tez zbieznoscia
jednostajna), tylko zbieznosé silna (SOT) -od ” Strong Operator Topology” . Mozna wy-
kazaé (= éwiczenie), ze gdy K € B(X) jest operatorem zwartym, za$ P, — P(SOT),
to ||P. K —PK|| — 0 przy n — co. (Kolejnosé ztozenia jest tu istotna). W naszej sytu-
acji operatory Pr majg rzad k < oo, rzad P, K nie przekracza n, wiec jest skonczony,
za§ P =1, wiec | P, K — K|| — oo.

Sa jeszcze mniejsze idealy (tzw. klasy Schattena-von Neumanna Sp,), ktére
sa zupelne w nieco innych normach || T, dla 1 < p < co. Tym razem ograniczy¢
musimy sie do przestrzeni Hilberta H, a dla przejrzystosci rozpatrzymy jedynie
przypadek p = 2, gdzie ideal Sy znany jest jako przestrzen operatoréw Hilberta-
Schmidta. Jesli (e,) jest baza ortonormalna w H, to mozna wykazaé, ze dla
operatora T € B(H) warto$é oo I Te, ||? nie zalezy
od wyboru bazy ortonormalnej i jej pierwiastek kwadratowy okreéla norme
IT||2 na zbiorze So tych operatoréw liniowych na H, dla ktérych warto$é ta
jest skonczona. Ponadto
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—co mozna latwo zauwazy¢ majac zadany wektor e; o normie 1 -uzupelniamy
go ciagiem es, €3, ... do (jakiej$) bazy ortonormalnej. Operatory liniowe ciaggte
Ty, skonczonego rzedu przeksztalcajace wektory e, w Te, gdy n < k oraz e,
w zero gdy n > k zmierzaja w || || do operatora T, wiec dzigki nieréwnosci,
réwniez w normie operatorowej || ||. To, jak juz wiemy (z poprzedniego wykla-
du) implikuje zwarto$é T'. Dzieki tym obserwacjom mozemy wykazaé zwartosé
operatoréw catkowych z jadrem K(-,-) € L?(u x p) na przestrzeni H = L?(u)
postaci

(Tk f)(s /f (s,t)du(t), jezeli //\K(s,t)\zd,u(s) du(t) < oo
(2)

Dowéd polega na sprawdzeniu, ze gdy klasy réwnowaznosci funkcji e, (s) €
L?(p) stanowia baze ortonormalng w L?(u), to ciag (e;(s)e,(t)) podwéjnie
indeksowany (przez (j,n) € N x N) jest baza ortonormalna w L?(u X p). Na-
stepnie stosuje sie tozsamos$¢ Parsevala oraz rownosé z , ktéra bedzie dawad
calke iterowana [ [|K(s,t)|*du(s)du(t) wykazujac, ze jest ona réwna ||T|3.
Szczegdly pomijam. Troche wiecej mozna znalezé (po angielsku, s.12 -13) na
stronie internetowej

{http://home.agh.edu.pl/ rudol/0Operat/0Oper_Theoryl.pdf}

Na przyklad, kazda funkcja K ciagla (a nawet tylko mierzalna i ograniczo-
na) na kwadracie [0,1] x [0, 1] definiuje wzgledem miary Lebesgue’a operator
catkowy zwarty TK Najbardziej znanym operatorem tego typu jest operator
Volterry (V f)(t fo s)ds. Tu K jest funkcja charakterystyczna tréjkata
{(s,t) : 0 < s < t < 1} Co ciekawe, ten operator zwarty nie ma wartosci
wlasnych, jest niezerowy, a jego widmo pokrywa sie z punktem {0}. Nie jest
to jednak operator normalny. Jako ¢éwiczenie prosze sprawdzié¢ ze operatorem
sprzezonym do Tk jest operator calkowy z jadrem K*(s,t) := K(t,s) (sprze-
zenie zespolone).




Wracajac do ogolnej teorii pod koniec poprzedniego wykladu zobaczyliSmy,
ze wektory wlasne operatoréw normalnych odpowiadajace réznym wartosciom
wlasnym, sa wzajemnie prostopadte. W przypadku operatoréw zwartych wy-
nika stad dalszy wniosek:

Twierdzenie. Widomo operatora zwartego normalnego T jest co najwyzej
przeliczalne i jedynym jego punktem skupenia moze by¢ punkt zero. Krotnosci
niezerowych wartosci wlasnych A € o(T) \ {0}, czyli wymiary dim(N (T — A1)
sg skonczone.

Przypu$émy dla dowodu nie wprost, ze A, jest ciagiem parami réznych
wartosci wlasnych operatora T', dla ktérych

§ :=1inf |\,| > 0,
n

za$ x,- odpowiednimi wektorami wlasnymi o normie 1. Dla n # k mamy (z
twierdzenia Pitagorasa)

| Tan = Tapl® = [IAnwn + (=X6)zal* = AnlPllen® + el low]* > 262,

To przeczy zwartoéci T', bo z ciagu o wyrazach Tz, powinno daé sie wybraé
podciag zbiezny (spelniajacy w normie operatorowej warunek Cauchy’ego).
Gdyby dla pewnego A # 0 podprzestrzen wilasna miala wymiar nieskon-
czony, to mamy w niej ciag ortonormalny z,, dla kérego Tz, = Az, i znéow
wykorzystujac tw. Pitagorasa -otrzymamy, jak wyzej, sprzecznosé. Widmo T
jest wiec ciagiem punktéw zmierzajacych do zera lub zbiorem skonczonym. O

PrzejdZzmy teraz do przypadku operatoréw samosprzezonych, zaktadamy, ze
S = S* € B(H). Wykazemy najpierw, ze widmo jest rzeczywiste: o(S) C R.
W tym celu zdefiniujmy pewien zbiér W (S) zwany obrazem numerycznym
operatora S

Definicja. Obrazem numerycznym (dowolnego) operatora S nazywamy zbi6r

W(S) :={(Sz,z): z € H,||z| = 1}.

Z nieréwnosci Schwarza wynika, ze jest to podzbiér kola {\ € C : |A| <
IIS]|}- Nie musi to byé zbiér domkniety, ale jego domkniecie zawsze zawiera
widmo. Np. dla widma aproksymatywego (=cale widmo dla operatoréw nor-
malnych) gdy A € 04,(5), to istnieje ciag wektoréw (z,) o normach 1, dla
ktorego ||Sz,, — Azy|| — 0. Wtedy z nieréwnoéci Schwarza wynika, ze rowniez
do zera zmierza ciag ((Szn, — ATy ), Tn) = (STpn, Tn) — A, co dowodzi, ze A nale-
zy do domkniecia W (S). Gdyby A € o(S) \ 04,(5), to jak wynika z ostatniego
twierdzenia w wyktadzie 9., X bedzie wektorem wlasnym operatora sprzezone-
go S* (ktérego obraz numeryczny sklada sig, jak latwo zauwazyé, ze sprzezen
zespolonych liczb nalezacych do W (S)). Oczywiscie, wszystkie wartosci wila-
sne operatora naleza do jego obrazu numerycznego -nawet bez koniecznosci
jego domykania. Ponadto dla operatoréw samosprzezonych wprost z definicji i
z wlasnodci iloczynu skalarnego wykika, ze S = S* = W(S) C R, domkniecie
tez zawiera si¢ w R. Reasumujac, mamy wiec nastepujace

Twierdzenie. Widmo operatora samosprzezonego jest rzeczywiste. Widmo
kazdego operatora liniowego ciaglego zawiera sie w domknieciu jego obrazu
numerycznego.

Jak wyniknie z twierdzenia spektralnego, implikacja odwrotna do pierwszej
tezy -ale w klasie operatoréw normalnych - jest prawdziwa. Aby uzyskaé¢ twier-
dzenie spektralne potrzebujemy jeszcze dwu faktéw: po pierwsze- oszacowania
normy operatora S przez tak zwany promien spektralny, najpierw oszacujemy
ja przez tzw. promien numeryczny.

Definicja. Promieniem numerycznym operatora 7' € B(H ) nazywamy liczbe

w(T) :=sup{|[(Tx,x)| : ||z| = 1}.



Promieniem spektralnym nazywamy liczbe

r(T) :=sup{|A\|: A€ o(T)}.

Twierdzenie. Dla operatora T' € B(H) zachodza nieréwnosci
w(T) < |7 < 2w(T). (3)

Dla operatoréw samosprzezonych S € B(H) mamy réwnosci w(S) = [|S|| =
r(S). Ponadto kresy obrazu numerycznego: m := inf W(S), M := sup W(S)
naleza do widma tego operatora.

Dowdéd. Pierwsza z nieréwnosci (3)) jest prostym wnioskiem z nieréwnosci Schwa-
rza. Dowod drugiej nieréwnoéci przeprowadzmy najpierw dla operatora S = S*.
Zauwazmy, ze ||S| = sup{R(Sz,y) : |z| < 1,|y|| < 1}. Faktycznie, gdy ||Sz||
zmierza do ||S|| > 0, gdzie ||z|| = 1, to wystarczy wziaé y = me, by otrzy-
mad iloczyn skalarny (Sz,y) -rzeczywisty, nawet nieujemny, dowolnie przybli-
zajacy ||S||. Wzér polaryzacyjny ”okrojony do czesci rzeczywistej” (wykorzy-
stujacy samosprzezono$é S) ma postaé

AR(Sz,y) = (S(x +y),x +y) — (S(z —y),r —y)

(wynika on z b. prostego przeliczenia). Z jednorodnosci iloczynu skalarnego i z
definicji w(S) wynika, ze dla kazdego wektora w € H mamy

[(Sw, w)| < w(S)||wlf?,

wiec wstawiajac moduly w naszym wzorze i stosujac nieréwnosé trojkata, z
ostatniej nieréwnosci wnioskujemy, ze 4|R(Sz,y)| < w(S)(||lz + y||* + ||z —
y||?, ale tozsamosé réwnolegtoboku pozwala zapisaé ||z + y||? + ||z — y||? jako
2(||lzI>+lyl|?), a ostatnia warto$é jest réwna 4, bo ||z|| = 1 = ||y||. Wykazaliémy
wiec nieréwnosdé: 4|R(Sxz,y)| < 4w(S), jedli tylko ||z|]| = |ly|]| = 1,5 = S*.
Dowodzi to pierwszej tezy ( z réwnoscia) w przypadku samosprzezonym. Aby
wykazaé¢ nieréwnosé ||T'|| < 2w(T) w przypadku oogélnym zauwazmy, ze gdy
roztozymy dowolny operator T' € B(H) na czeSci: rzeczywista i urojona: S, :=
(T +T*, odpowiednio S; := (T —T*), to T = S, +iS;, S, = S;,S; = S}.
Hoczyny skalarne « := (S,z,x) oraz § := (S;x,z) sa rzeczywiste, za$ ( :=
(Tx,z) = o+ 1if, wiec |a| < |¢| i w konsekwencji (po przejsciu do kreséw)
w(Sy) < w(T). Analogicznie, w(S;) < w(T). Z dotychczasowe] czesci dowodu,
15,1l = w(Sy), [Sill = w(Si), zas z nieréwnosci tréjkata || T < [|Sp[ + [1S:],
wiec majoranta dla tej wartosci jest 2w(T).

(Uwaga: Przyklad operatora Volterry pokazuje, ze druga z nieréwnosci
nie ma odpowiednika dla promienia numerycznego w przypadku niesamosprze-
zonym. )

Dla dowodu drugiej tezy wystarczy rozpatrzeé¢ kres gérny, czyli wykazad,
ze M € o(S). Przypomnijmy sobie, ze na drugiej stronie wykladu 4. byla
nieréwnoé¢ Schwarza dla form péttoraliniowych nieujemnych, ktore sg skosnie
symetryczne (hermitowskie) -a takie sa formy Qr(z,y) := (Sz,y) wyznaczone
przez operator samosprzezony 1' = T, o ile jest on "nieujemny” w tym sensie,
ze Veen Qr(x, ) > 0. Konkretnie, nieréwnosé ta méwita, ze

Q7 (z,9) > < Qr(z, 2)Qr(y, y). (4)

Gdy M = supW(S), niech T := MI — S, czyli Te = Mz — Sz. Jak la-
two zauwazy¢, jest to wlasnie operator samosprzezony nieujemny, czyli for-
ma kwadratowa Qr(z,x) jest stale nieujemna i mozna tu stosowaéd . y/
definicji kresu wynika, ze istnieje ciag wektoréow x,, o normie 1 i takich, ze
(Sxp,xn) — M. Wéwezas Qr(xn,x,) — 0 przy n — oo. Dla zakoficzenia
dowodu wystarczy wykaza¢, ze |[Tz,|| — 0, bo stad wyniknie, ze M € o(S).



Ale ||Txy,|| = sup{|(Tzn,y)| : |ly]| = 1} Ostatnia warto$¢ szacujemy dzigki (4))
przez

sup (Qr(rn 22)Qr(y:1)* < (@r(zw @) |TIE —0 pray n— oo
yll=

Faktycznie, ze ”zwyklej” nieréwnosci Schwarza, Qr(y,y) < [|[Ty|l||lyl]l < ||T].
Podmieniajac S na —S otrzymujemy nalezenie kresu dolnego zbioru W (.S) do
widma operatora S. Poniewaz promiefi numeryczny w(.S), to wigksza z liczb:
|m|, | M|, wynika stad, ze w(S) < r(S5). Oczywiscie, r(S) < ||S| (jesli tego
nie wykazali$my, to zrobimy to teraz: dla |A > ||S|| odwracalno$é S — AT jest
rownowazna odwracalnosci operatora %S — I, a te otrzymujemy z twierdzenia
o szeregu Neumanna, gdyz operator %S ma norme silnie mniejsza od 1. W
efekcie, mamy réwnosci ||S|| = w(S) = r(S) gdy tylko S = S*. O

Uwaga. Dla operatorow normalnych niesamosprzezonych N nadal zachodzi
ré6wnosé ||N|| = r(N), mozna ja wykaza¢ w inny sposéb, wykorzystujac tzw.
Wzér Gelfanda na promien spektralny:

Vresm 1(T) = Tim /[T,

Ze "wzoru C*” | méwiacego, ze ||T||?> = ||T*T| stosowanego do wyliczenia
|T2||? = |T*T*TT)||, wykorzystujac przemienno$é operatoréw T oraz T* (czyli
normalnosé T), dostaje sie réwnosé ||T2|| = ||T||?. Powtarzajac, mamy ||T?| =

|T||* i tak dalej -dla diadycznych wykltadnikéw, wiec podciag ciagu zbiezne-
go (bo logarytmicznie wypukltego) o wyrazach {/||T"|| jest staly, réwny ||T]].
Ze wzoru Gelfanda otrzymamy réwnosé ||T'|| = r(T) dla operatoréw normal-
nych. Dowdd wzoru Gelfanda (w kontekscie algebr Banacha) mozna znalezé w
” Analizie Funkcjonalnej” W. Rudina.

Drugim elementem potrzebnym w dowodzie twierdzenia spektralnego jest
pojecie podprzestrzeni niezmienniczej. Podprzestrzen domknigta X C H jest
niezmiennicza dla operatora T' € B(H), gdy T(X) C X. Wéwczas przez T|x
rozumiemy zawezenie operatora T do podprzestrzeni X, ale dziatajace juz jako
element B(X), czyli endomorfizm przestrzeni X. Oczywiscie, takie zawezenie
operatora zwartego bedzie nadal zwarte. W teorii operatoréw normalnych waz-
na role odgrywa tez pojecie podprzestrzeni redukujacej operator T'. Jest to taka
podprzestrzen, ktéra jest réwnozesénie niezmiennicza dla T', jak i dla operatora
sprzezonego T*. Jedli Px oznacza operator rzutu prostopadlego na podprze-
strzen X, to X jest podprzestrzenia niezmiennicza dla T wtedy i tylko wtedy,
gdy TPx = PxTPx, za$ X redukuje operator T < TPx = PxT. Gdy X jest
niezmiennicza dla operatora normalnego T, to jego restrykcja T'|x jest opera-
torem normalnym na X wtedy i tylo wtedy, gdy X redukuje T'. Na szczeécie,
dla operatoréw samosprzezonych S = S* podprzestrzen niezmiennicza X dla .S
jest réwniez redukujaca, zas restrykcja S|x jest nadal operatorem samosprze-
zonym (na X ). W szczegdlnosci, podprzestrzenie wlasne sa niezmiennicze gdy
S = S§*. Nietrudno jest wykazaé, ze dopelnienie ortogonalne X+ = H © X
podprzestrzeni niezmienniczej X w przestrzeni H jest réwniez podprestrzenia
niezmiennicza wtedy i tylko wtedy, gdy X jest to podprzestrzen redukujaca
(tak bedzie zawsze dla operatoréw samosprzezonych. Na koniec, domknieta
obwiednia liniowa rodziny podprzestrzeni niezmienniczych {M,,a € A} jest
réwniez niezmiennicza.

W nastepnej kolejnosci wykazemy twierdzenie spektralne dla zwartych ope-
rator6w samosprzezonych S wykazujac, ze istnieje baza ortonormalna (w do-
pelnieniu ortogonalnym jadra operatora S) zlozona z wektoréw wlasnych e,
odpowiadajacych niezerowym wektorom wilasnym i gdy Se, = Ane,, to dla
dowolnego wektora z € H mamy

Ty = Z AT, en)en.
n=1

(W niektérych przypadkach zamiast sumy nieskoficzonej moze tu byé suma
skoficzona.)
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