11 Twierdzenie spektralne

Przystapmy do dowodu twierdzenia spektralnego -najpierw dla zwartych ope-
rator6w samosprzezonych S. Dla A € C niech Ny := N(S — AI). Jest to pod-
przestrzen wlasna gdy A € 0,(S) oraz {0} w pozostalych przypadkach. Zawsze
jest to podprzestrzen redukujaca (nawet w przypadku operatoréw normalnych).
Wiemy juz, ze dla réznych wartosci

A # 1= mamy relacje prostopadtosci Ny L N, (1)

i dla A # 0 popdrzestrzenn (domknieta) Ny ma wymiar skoficzony, niezerowy
tylko dla przeliczalnie (lub skoficzenie) wielu wartosci \. W kazdej z takich
podprzestrzeni Ny dla A € 0,(S) mozemy utworzy¢ baze ortonormalna, ich po-
laczenie -dzieki (1)) -jest ukladem ortonormalnym. Za zbiér indekséw dla tego
uktadu mozemy braé¢ N (lub zbiér skoficzony, gdy skoficzone jest widmo S) i w
ten sposéb mamy ciag (e, ) wektoréw wlasnych o wartoéciach wlasnych A,. Te
wartosci A, powtarzaja sie tyle razy, ile wynosi ich krotnosé, czyli dim(Ny,, ).
Niech X oznacza podprzestrzen domknieta rozpieta na tych wszystkich wek-
torach e,. Oczywiscie, jest to dokladnie podprzestrzen domknieta rozpieta na
U, Na, przy czym w tej sumie wystarczy uwzgledni¢ niezerowe skladniki -czyli
A € a(S)\ {0}. Jest to podprzestrzen niezmiennicza dla S (redukujaca- nawet
w przypadku gdy S jest zwarty, normalny.) Aby sprawdzié te niezmienniczos$é
zauwazmy, ze dowolny element z € X jest granica pewnego ciagu (xy), gdzie
x jest skonczona kombinacjg liniowa wektorow wlasnych S. Dzigki liniowosci
S warto$¢ S(xy) jest tez skonczong kombinacjg liniowa wektoréw wlasnych (z
tymi samymi warto$ciami wlasnymi), wiec S(xg) € X. Dzieki domknigtosci
podprzestrzeni X, réwniez Sz = lim Sz € X.

Wykazemy, ze dopelnienie ortogonalne HSOX = X jest réwne Ny = N(S)-
i to bedzie kluczowy punkt dowodu twierdzenia. Faktycznie, S|x1 jako ope-
rator z B(X ™) jest zwarty i samosprzezony (odp. normalny, gdy S jest tylko
normlny i zwarty). Jego widmo sklada sie z zera i ewentualnie moze zawieraé
tez liczby A # 0, ktore musza byé¢ wartosciami wlasnymi réwniez dla operatora
S. Ale wéwczas powinien istnieé niezerowy wektor wlasny z) € X+ dla S|y,
ktéry tez bedzie wektorem wilasnym dla S. Z definicji X wynika, ze wtedy
ry € X. Wynika stad sprzecznoéé, bo teraz mamy 0 # x), € X N X+ = {0}.
WykazaliSmy wiec, ze widmo tej restrykcji S|x . operatora S skiada sie tylko
z punktu zero, promien spektralny tej restrykcji, to zero. Na poprzednim wy-
ktadzie wykazaliémy dla operatoréw samosprzezonych, ze promien spektralny
jest réwny normie. Stad S zeruje sie na podprzestrzeni X . Nasz uklad orto-
normalny (e,,) jest wiec baza dla dopelnienia ortogonalnego jadra S. Jesli teraz
wektor x rozlozymy na sume prosta @ = ¢ + 2., gdzie 9 L X, 2, € X, a
nastepnie rozwiniemy x, wzgledem bazy (ey,), to x, = Y, (T4, en)e, oraz

Sz = Szo+ Sz. =0+ Y An(@s,€n)en. (2)

n

Co wiecej, poniewaz V,, © — x, L e,, wiec (x,,e,) = (x,e,) i nasze rozwi-
niecie operatora S w tej bazie mozemy zapisa¢ w postaci

Sz = Z)\n(x,en>en, (3)

co konczy dowdd twierdzenia spektralnego w przypadku samosprzezonym.

Gdy N jest operatorem zwartym normalnym, to taki te bedzie typ operato-
ra N|x1 ijego promien spektralny réwniez jest zerem. Tu X jest zdefiniowana
analogicznie, jako podprzestrzen rozpieta na wszystkich niezerowych wektorach
wtasnych dla N. Mozna teraz albo wykorzysta¢ rowno$¢ normy i promienia
spektralnego dla operatoréw normalnych, kérej jednak nie wykazaliémy, albo
roztozy¢ operator na sume ”czesci rzeczywistej S; := %(N + N*) i urojonej:
N = 51 +iS. Normalno$é N jest réwnowazna przemiennnosci: S152 = 5557 .



Najpierw rozkladamy przestren H na sume ortogonalna podprestrzeni wia-
snych N indeksowana przez niezerowe wektory wlasne S7 (dzigki juz udowod-
nionemu twierdzeniu w przypadku samosprzezonym). Pé7niej zauwazamy,ze
S2(Ny) C Ny. Jest to ogdlny fakt z algebry liniowej, ze podprzestrzenie wlasne
operatora sa niezmiennucze dla operator6w z nim przemiennych (proste cwi-
czenia). Dla operatora (zwartego, samosprzezonego) Sa|y, = konstruujemy (tym
razem juz skonczona!l) baze wektoréw wlasnych Fy,, z jakimi$ wartosciami wla-
snymi pr, Wektory Ey, jako elementy N sa tez wektorami wlasnymi dla S z
wartosciami wlasnymi A, . Taka baza réwnaczesnych wektoréw wlasnych -juz po
polaczeniu wzajemnie prostopadlych baz Ny, po wszystkich A, € o(S1) \ {0},
(nalezy jeszcze doltaczyé baze dla Ng NN (Sy — ul) dla p € o(S2) \ {0}) daje
réwnosci N Eg,, = (S1+152)(Egn) = (An +iptgn ) (B ). Otrzymujemy stad roz-
winiecie operatora N (tym razem w postaci sumy z podwdjnymi wskaznikami
k,n postaci analogicznej do . O

Gdy wymiar X jest skonczony, operator ma rzad skonczony i jego ma-
cierz w bazie wektoréw wlasnych (uzupelnionych o wektory wlasne z wartoscia
A = 0) ma postaé¢ diagonalng. W przypadku nieskoniczonym - mamy analogicz-
na nieskonczona macierz diagonalna. Ostatni fragment dowodu wskazuje, jak
dla dowolnej przemiennej rodziny operatoréw samosprzezonych mozna dokonaé
réwnoczesnej diagonalizacji przez wybor bazy wspélnych wektoréw wilasnych.

Zapis bezargumentowy twierdzenia spektralnego dla S = S* zwartego:
Oznaczmy przez P\ rzut prostopadly na podprzestrzen wlasna Ny = {z €
H : Sz = Azx}. gdy ey, ...e, stanowia baze ortonormalna w Ny, to dla v € H
mamy Pyv = Zle (z,e;)e;. Na podprzestrzeni Ny mamy Sz = Az, wiec wyko-
rzystujac fakt, ze dla x, jak wyzej (czyli bedacego rzutem Pxx na podprzestren
X wektora z mamy

¥ = Pxx = Z Pz,
A€a(S)\{0}

(gdzie szereg jest zbiezny w silnej topologii operatorowej) otrzymujemy wspo-
mniany wzér bezargumentowy na rozklad operatora S:

Twierdzenie. Dla operatora zwartego samosprzezonego mamy jego rozktad w

postaci sumy ortogonalnej

S=3"AP;. (4)
A

Szereg jest zbiezny w normie operatorowe;j.

11.1 Rachunek funkcyjny

Jezli A jest pewng algebra funkcji okreslonej na zbiorze 2 C C zawierajacym
o(S), gdzie S € B(H), przy czym wielomiany (a wlasciwie ich restrykecje do
Q naleza do A, to homomorfizm algebr z jedynka ® : A — B(H) nazywa-
my rachunkiem funkcyjnym dla operatora S, gdy dla wielomianu identycznosci
wi(z) = 2,z € Q mamy ®(w;) = S. W szczegdlosci, dla A = C[z] méwimy o
wielomianowym rachunku funkeyjnym, za$ dla A = C(c(S)) - o ciaglym ra-
chunku funkecyjnym. Jedynka w A jest funkcja stata wg(z) = 11 w mysl definicji
homomorfizmu algebr z jedynka, musi byé ®(wg) = I (operator identycznosci
na H), Phi przeksztalca iloczyn dwu funkeji na iloczyn (czyli zlozenie) opera-
toréw. Na przyktad, dla wielomianu

p(z) =ap+arz+... +a,z" mamy ®(p) =aol +a1S +axS* +...+a,S".

Zazwyczaj zamiast ®(f) piszemy f(5). Takiego zapisu uzywamy np.dla wielo-
mianéw od operatora rézniczkowania. Twierdzenie spektralne pozwala dzigki
diagonalizacji zapisa¢ dla S -zwartego, samosprzezonego i dla funkcji ciagtej
f € C(o(S) wzor definiujacy ciagly rachunek funkcyjny. W wersji bezargu-
mentowej

FS)= > fWP. (5)

A€o (S)



W szezegdlnoéei, dla v(t) = v/t gdy o(S) € RT, to operator v(S) oznaczany
jest symbolem S 3. Mozna wykazac, ze jest to jedyny operator T ktoéry jest
samosprzezony i nieujemny (czyli taki, ze V, (T'z,x) > 0), dla ktérego zacho-
dzi réwnoéé T? = S. Dla operatoréw samosprzezonych obraz numeryczny jest
rzeczywisty, jego kresy naleza do widma, widmo zawiera sie w domknieciu ob-
razu numerycznego, wiec dla operatora nieujemnego widmo jest podzbiorem
polosi nieujemnej R, . Implikacje odwrotna dla operatoréw samosprzezonych
otrzymamy z twierdzenia spektralnego, dzigki rachunkowi funkcyjnemu.

Analogiczne tezy zachodza dla rachunku funkcyjnego wzgledem operatoréw
zwartych normalnych. W nastepnym podrozdziale skonstruujemy ciagly ra-
chunek funkcyjny dla dowolnych ograniczonych operatoréw samosprzezonych
i bedzie on podstawa dowodu ogdlnego twierdzenia spektralnego. Ten podroz-
dzial zakonczmy jeszcze jedna uwagg -zastosowaniem rachunku funkcyjnego dla
operatorow zwartych.

Dla dowolnego operatora zwartego K € B(H) operator K*K jest samo-
sprzezony i nieujemny, wiec mozna zdefiniowaé operator samosprzezony nie-
ujemny |K| := (K*K)%7 zwany warto$cig bezwzgledng operatora K. Ciag
warto$ci wlasnych dla |T| powtarzanych z uwzglednieniem krotnosci i upo-
rzadkowanych w sposéb nierosnacy nazywamy ciagiem s-liczb operatora K,
oznaczanych s, (K). Gdy ciag ten jest sumowalny z p-ta potega, to méwimy,
ze K nalezy do idealu Schattena- von Neumanna S,(H ). Wiecej informacji na
ten tmat bedzie na wykladzie z teorii operatorow.

11.2 Twierdzenie o odwzorowaniu widm

Lemat.Jezeli operatory A, B € B(H) sa przemienne, to operator AB jest nie-
odwracalny wtedy i tylko wtedy gdy jeden z tych operatoréw: A lub B jest
nieodwracalny.

Dowdéd. Ztozenie operatoréw odwracalnychjest odwracalne, wiec wystarczy wy-
kazaé¢ odwrotng implikacje: z nieodwracalnoéci ktéregos z operatoréw wynika
nieodwracalno$¢ AB. Jedli np. A nie jest injekcja, to réwniez BA nia nie be-
dzie (zeruje sie na jakim$ niezerowym wektorze). Jesli A nie jest surjekcja, to
poniewaz obraz AB zawiera sie w obrazie operatora A, réwniez AB nie bedzie
surjektywny. To sg jedyne przyczyny nieodwracalnosci i teraz teza wynika z
przemienno$ci: AB = BA. 0.

Twierdzenie o odwzorowaniu widm. Jezeli p jest wielomianem, p € Clz],
to dla dowolnego operatora T' € B(H) zachodzi réwnosé

o(p(T)) = p(o(T)). (6)

Dowdd. Dla ustalonej liczby A € C niech ¢(z) = p(z) — A\. Wielomian ¢ dzig-
ki zasadniczemu twierdzeniu algebry ma faktoryzacje (czyli da si¢ zapisaé¢ w
postaci iloczynu):

q(z)=clz—21)(z — 22) ... (2 — z1),
gdzie z; sa pierwiastkami ¢ powtarzanymi z uwzglednieniem krotnoéci, zas c
jest pewna niezerowa stala. Zauwazmy, ze zbidr {z1, za, ..., 2;} jest doktadnie
przeciwobrazem punktu A przez wielomian p.
P(T)— M =¢q(T)=c(T —211)(T — 2z2I)... (T — zI).
Stosujac lemat do przemiennych operatoréw (I' — z;1) widzimy, ze

Neo(p(T)) & Jjz; € o(T) & a(T)Np A} £ 0 & X € p(a(T).

Ostatnia nierownos¢ jest prostym faktem z teorii mnogosci. [



11.3 Konstrukcja rachunku funkcyjnego

Niech T € B(H) bedzie dowolnym operatorem samosprzezonym ciaglym na
przestrzeni Hilberta H i oznaczmy przez ) widmo tego operatora. Naszym
celem bedzie konstrukcja rachunku funkcyjnego @ : C(Q) — B(H) wzgledem
tego operatora T'. Jak w kazdej algebrze z jedynka mamy w B(H) naturalnie
zdefiniowany rachunek funkcyjny wielowianowy, ktory jest odwzorowaniem li-
niowym, przeprowadza funkcje wy,(z) = 2" w T" dla n € Z*. W przypadku
operatoréw samosprzezonych, czyli dla T = T* mamy dla C = ||T|| widmo
o(T) zawarte w przedziale [—C, C| osi rzeczywistej 1 wlasnie wykazalidmy, ze
dla kazdego wielomianu p jest o(p(T)) = p(o(T). Jesli wszystkie wspélezynniki
p sa rzeczywiste, czyli p € R[z], to operator p(T') jest samosprzezony i jego
norma wyraza sie przez promien spektralny:

Ip(T)|| = sup{[A[ : A € o(p(T))} = sup{lp(2)| : © € o(T)} = [Iplla.  (7)

W $rodkowej rownosci wykorzystaliémy wtasnie twierdzenie o odwzorowaniu
widm. Jedli przez Py(Q2) oznaczymy przestrzen wektorowa (algebre) zlozona
z restrykeji plg wielomianéw p € R[z] do £, z norma supremum modulu po
zbiorze 2, to wielomianowy rachunek funkcyjny mozemy utozsamiaé¢ z odwzo-
rowaniem

Po(R) 3 pla — p(T) € B(H). (8)

Faktycznie, nawet w skrajnym przypadku, gdy 2 jest tylko jednym punktem
i z réwnodci p1|lg = pa|o wcale nie wynika réwno$é p; = po, to dzigki nie-
réwnosci stosowanej do wielomianu p = p; — p2 wnioskujemy, ze jednak
p1(T) = p2(T). Odwzorowanie (7)) jest wiec poprawnie okre$lonym rachunkiem
funkcyjnym na algebrze Py(2) oraz jest to izometria. Jesli sprawdzimy, ze ta
algebra jest podzbiorem gestym w przestrzeni C(Q,R) wszystkich rzeczywi-
stych funkcji ciaglych na zbiorze (zwartym) €, to bedzie istnialo dokladnie
jedno ciagle, a nawet izometryczne przedluzenie do odwzorowania liniowego
C(,R) > f — f(T') Odwzorowanie to przeksztalca fukcje wq(z) = = w opera-
tor T, a funkcje stala 1 w operator I. Jest ono homomorfizmem algebr. Faktyc-
nie, gdy f, g € C(Q, R) sa jednostajnymi grnicami ciagéw funkeji f,,, gn € Po(Q2)
odpowiednio, to ||fg — fngnllo — 0, a poniewaz mnozenie w B(H) jest ciagle
w normie operatorowej oraz (fngn)(T) = fn(T)gn(T), po przejéci granicznym
otrzymamy réwnoéé¢ (fg)(T) = f(T)g(T). Otrzymamy wiec ciagly rachunek
funkcyjny na operatorze T. Pozostaje sprawdzi¢ gestos¢ restrykcji wielomia-
néw do zbioru 2 w przestrzeni wszystkich funkcji ciagtych na . Gdy zbiér ten
jest przedzialem - takagestosé zapewnia Twierdzenie Aproksymacyjne Weier-
strasa. W ogdlnym przypadku 2 jest domknigtym podzbiorem pewnego prze-
dzialu [—-C,C] i mozna skorzysta¢ z Twierdzenia Tietzego-Urysohna: majac
f € C(,R) znajdujemy ciagle przedtuzenie F € C([—C,C],R), nawet z za-
chowaniem normy: ||F|—c,c1 = ||flle, Flo = f. Z twierdzenia Weierstrassa
wynika istnienie ciggu wielomianéw W,, € R|x] zbieznego jednostajnie do F' na
przedziale [—C, C], co oczywiscie implikuje zbieznosé jednostajng ich restryk-
cji: w, = Wyla do f na zbiorze Q. Dowodzi to gestosci Py(€2) w przestrzeni
C(Q,R). Zauwazmy jeszcze, ze gdy f € C(Q,R) jest funkcja nieujemna, to dla
pewnej funkcji ciaglej h (a mianowicie, dla h = /f mamy f = h?, w zwiagzku z
czym , dzieki samosprzezonoéci operatora h(T) i réwnosci f(T) = (h(T))? ma-
my nieujemno$¢ operatora f(7T'). Reasumujac, wykazaliSmy nastepujacy fakt:

Twierdzenie Dla kazdego operatora samosprzezonego T € B(H) , istnieje
(dokltadnie jeden) ciagly rachunek funkcyjny: C(o(T),R) > f — f(T) € B(H)
ktéry jest odwzorowaniem izometrycznym, a jego warto$ci sa operatorami sa-
mosprzezonymi. Gdy f > 0 na widmie T, to operator f(7T) jest nieujemny, czyli
zachodza nieréwnosci Ve (f (T)v, v) > 0.
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