11 Miara spektralna

Zanim przystapimy do sformutowania ogélnego twierdzenia spektralnego dla
operatorow samosprzezonych, wprowadzimy jedno bardzo wazne pojecie.

Definicja. Jezeli B jest pewna ustalona o-algebra podzbioréw danego zbio-
ru {2, to miara spektralng na zbiorze {2 w przestrzeni Hilberta H nazywamy
odwzorowanie E : B> A — E(A) € B(H), ktére ma nastepujace wlasnosci:

1. B(Q)=1, E®) =0
2. Vaep E(A) jest projekcja ortogonalna w przestrzeni H
3. (An eB, vn;ékAn NAL = 0) = Veen E(UZ,C:I AH)ZL‘ = ZOC E(A,L)tL

n=1

Zauwazmy, ze warunek 3. oznacza przeliczalna addytywnosé -ale nie w topo-
logii normy operatorowej, tylko w sensie silnej zbieznosci operatoréw. Wynika z
niego w szczegdlnodci zbieznosé przy powyzszych zalozeniach szeregu Y E(A,,)
w stabej topologii operatorowej. Innymi stowy, dla dowolnie ustalonej pary wek-
toréw x,y € H funkcja

B3 A gy (A) = (E(A)z,y) (1)

jest przeliczalnie addytywna funkcja zbioru. Jest to tak zwana miara zespolona.
Mozna jej wartosci rozkladaé na czesé rzeczywista i urojona, a kazda z tych miar
rzeczywistych- na cze$¢ nieujemna i cze$¢ niedodatnia. Mozna tez patrzeé na
takie miary jako na iloczyn pewnej miary nieujemnej przez ”funkcje gestosci”
przyjmujaca wartosci zespolone o module 1. Jeszcze inaczej: gdy = = y, to
mamy miare nieujemng fi, = i, , (& nawet probabilistyczna, gdy dodatkowo

zalozy¢, ze ||z|| = 1). Teraz mozna wykorzystaé wzér polaryzacyjny, by uzyskaé
rozktad
14
oy = 7 D " Hatiny. (2)
m=1
(Tu i? = —1). Uzywajac ktérejé z tych metod mozemy juz tatwo rozszerzy¢é de-

finicje calki na tego typu miary. Dodatkowo, co jest bardzo wazne, otrzymamy
oszacowania przez norme supremowa z funkcji podcatkowej:

[ éduss] < lollalel ] ®)
Q

Mozna wykazaé, ze dla roztacznych zbioréw Aj, Ay obrazy projekcji E(Aj)
oraz E(Ay) sa wzajemnie prostopadle, wigc mamy do czynienia z szeregiem or-
togonalnym (czyli z szeregiem ) v;, ktérego wyrazy -tu postaci v; := E(Aj)x
sa wzajemnie prostopadle). Dla takich szeregéw nietrudno wykazaé, ze ogra-
niczono$¢ sum czesSciowych juz implikuje zbieznosé E A taka ograniczonosé
wynika np. ze slabej zbieznosci. Stad przeliczalna addytywnos¢ w sensie sil-
nej i w sensie stabej topologii operatorowej sa réwnowazne. Natomiast nie ma
mozliwosci, by szereg projekcji E(A,,) byl zbiezny w normie operatorowej, bo
réznice miedzy suma szeregu a suma czesciowa sa projekcjami o normie 1 i nie
moga w normie zmierzaé do zera.

Majac miary mozemy utworzyé¢ calki. Dla funkcji mierzalnej ograniczone;j
¢ : Q — C mozemy zdefiniowaé jej catke wzgledem miary spektralnej £ ozna-
czang symbolem [, p(A)E(d)) jako operator T' € B(H), ktéry dla dowolnych
x,y € H spelnia warunek

(T, y) = / PN dny (V). (4)

ISprawdzamy zbiezno$é poprzez warunek Cauchy’ego dla ciagu Sy := Z?:l vj. Jak w

. . . s . oo 2
dowodzie nieréwnoéci Bessela sprawdzamy, ze ijl lvjl|? < oo, za$ dla m > k mamy

1Sm — Skll> = E;n:k+1 l|lvjl|2, co juz tatwo implikuje wspomniany warunek Cauchy’ego



7 nieréwnosci po przejsciu do supremum po kuli jednostkowej (wzgle-
dem z,y) otrzymamy oszacowanie dla normy operatora T' bedacego taka calka
spektralna:

|y/’¢<A>E<dAn|< loll = sup [o(V)]. (5)
Q A€EQ

Jest tez druga metoda konstrukcji calki spektralnej: Dla zwyklej miary
skonczonej p na zbiorze ) definiujemy najpierw calki z funkcji prostych: Funk-
cjonal ”calka na przestrzeni wektorowej funkcji prostych” jest to jedyne prze-
dtuzenie liniowe funkcji przypisujacej funkcjom charakterysycznym ya zbioréow
mierzalnych A ich miare. Musi wtedy juz by¢ [ Z?:l cixa, dp = Z§=1 ci(A;).
W taki sam sposéb postepujemy dla calki spektralnej- definiujac najpierw

k k
/QZCJ-XAJ. (N E(dX) ==Y ¢;E(A;) € B(H). (6)
j=1 j=1

Ta definicja pokrywa si¢ z poprzednia, dzigki relacjom miedzy E(-) oraz miara-
mi p, . Na dalszym etapie przechodzimy od funkcji prostych nieujemnych do
caltkowania funkcji mierzalnych nieujemnych ¢. Sa one granicami niemalejacych
ciggéw funkcji prostych
- j
¢n(>‘) = 27XAj,na gdzie Aj,n = d)il [277

Jj+1
o)
j=1

dla j =1,2,...,n2" — 1, za$ dla j = n2" przyjmujemy A,on ,, = ¢~ *[n, +00).
Zauwazmy, ze przy ustalonym n zbiory Aj, sa parami rozlaczne, na takim
zbiorze funkcja ¢, przyjmuje warto$é QL, bo inne sktadniki sumy szeregu sa
tam zerowe. Te funkcje ¢, mozna wiec réwniez zapisaé¢ nie przez szereg, tylko
przy uzyciu klamry ”cases”. Na ten ciag mozemy tez spojrze¢, jak na kolejne
przyblizenia (z zaokragleniem w do61) wartosci ¢(\) zapisywanych w ukladzie
dwdéjkowym z dokladnoscia do m miejsc po przecinku, wyjatkiem sg wartosci
o(\) wigksze od n -ktére zastepujemy przez n w tym celu, by uzyskaé skon-
czong ilo$¢ sktadnikéw. Gdy ¢ jest ograniczona, to nawet ¢, = ¢ i woéwczas
jednostajny warunek Cauchy’ego dla tego ciagu implikuje dzieki oszacowaniom
(b)) zbiezno$é w normie operatorowej calek spektralnych z ¢, do operatora
ograniczonego, ktéry mozemy zdefiniowaé jako wlasnie catke [ ¢ E(dN).

Dla funkcji mierzalnych nieograniczonych nie bedzie zbieznosci w normie
operatorowej, bedzie tylko zbiezno$é¢ (w normie H) na ustalonych wektorach
x -1 to nie na wszystkich, tylko na wektorach x z dziedziny catki spektralnej
D(T), gdzie T = [ ¢ E(d)). Definiujemy mianowicie te dziedzing wzorem

D[ oBan) = {w e = [ 16O diss < 0} (7)

Tego fragmentu teorii nie zdazymy w tym kursie doktadnie uzasadni¢.
Naszkicujemy jedynie konstrukcje miary spektralnej dla operatora
samosprzezonego T =T* € B(H).

Przypomnujmy, ze skonstruowaliémy ciagly rachunek funkcyjny:

C(o(T),R) > f — f(T) € B(H),

ktory jest odwzorowaniem izometrycznym, a jego wartosci sg operatorami sa-
mosprzezonymi. Gdy f > 0 na widmie T, to operator f(7T) jest nieujemny, czyli
zachodza nieréwnosci Ve g (f(T)v,v) > 0.

Dla ustalonych z,y € H rozwazmy funkcjonal liniowy ®, ,(f) := (f(T)z, y).
Ciaglosé tego funkcjonalu mamy dzieki nieréwnosciom

[(F(Mz,y) <[l fllelzlllyl, edzie Q=o(T)CR.



Wynikaja one z réwnosci || f(T)| = || f|la iz oszacowania || f(T)z|| < ||f(T)]||z]-
Twierdzenie Riesza o postaci funkcjonatéw liniowych ciagtych implikuje istnie-
nie miar zespolonych borelowskich u, , reprezentujacych przez catke te funk-
cjonaly:

(T, y) = /Q f e (8)

Gdy chcemy ograniczaé si¢ do miar ”zwyklych” -czyli rzeczywistych, nieujem-
nych miar borelowskich, to mozemy zaczaé¢ od przypadku z = y, a majac juz
miary rzeczywiste nieujemneﬂ Hae Utworzy¢ miary zespolone borelowskie pig
wykorzystujac podany wyzej wzor polaryzacyjny dla miar .

Poniewaz zaleznosé¢ @, ,f od pary wektoréw (z,y) € H x H jest pdltora-
liniowa, taka bedzie tez zalezno$é miar p, ,(A) przy ustalonym zbiorze bore-
lowskim A. Faktycznie, gdy f € C(Q) przyjmuje wartosci rzeczywiste, taka
forma @, , f bedzie hermitowska, gdyz wtedy operator f(T") bedzie samosprze-
zony. Aproksymujac funkcje charakterystyczna xa przez ciag funkcji rzeczywi-
stych cigglych ograniczonych przez 1 (dla zbioréw A bardziej regularnych -np.
otwartych), a w ogblnym przypadku korzystajac z regularnosci miar borelow-
skich ograniczonych na przestrzeniach metrycznych — wykazujemy, ze réwniez
formy H x H 3 (z,y) — qa(2,y) := fay(A) € C s hermitowskie Ponadto
|tz (D) = | [ xa digy] < ||lz||||y]l. Wykorzystujac teraz inne twiedzrnie Rie-
sza (a wlasciwie -Riesza-Frécheta) mozemy E| wykazaé, ze kazdej formie pol-
toraliniowej ograniczonej ¢(x,y) odpowiada dokladnie jeden operator liniowy
ciagly A € B(H) taki, ze

q(z,y) = (Az,y), =,y € H.

Gdy forma jest hermitowska, to taki operator A jest samosprzezony. Stosujac
to do form ga (z,y) otrzymujemy operatory samosprzezone E(A) generujace te
forme ga. Latwo tez zauwazy¢, ze ||[E(A)|| < 1 oraz E(Q) = I, za$ E(0) = 0.
Funkcja operatorowa E zalezy od zbioru borelowskiego A w sposéb przeliczal-
nie addytywny w stabej topologii operatorowej -bo dla dowolnie ustalonych z,y
mamy przeliczalng addytywnosé p, . Uwagi poczynione po wzorze dadza
tez taka sigma-addytywnos$é w sensie silnej topologii operatorowej, jesli tylko
sprawdzimy, ze E(A) sa projekcjami ortogonalnymi. W tym celu wystarczy
sprawdzié, ze dla P := E(A) mamy P? = P (bo juz wiemy, ze P* = P). To
jest chyba najtrudniejszy fragment dowodu. Nalezy na wstepie ostrec, ze ani
w stabej, ani w silnej operatorowej topologii mnozenie operatoréw nie jest cia-
gle. w stabej- nawet nie jest ciggowo ciggle -bo dla Ve; = e;11 okredlonego
na kanonicznej bazie ortonormalnej w ¢?(N)- czyli dla operatora przesunie-
cia 1-stronnego dzieki izometrii mamy ||V"z| — 0, zas (V*)™ — 0 w slabej
topologii, podczas gdy (V*)"V"™ = I - 0. Natomiast mnozenie jest ciggowo
ciagle w topologii silnej zbieznosci, co dosé prosto wynika z zasady jednostajnej
ograniczonosci i z nieréwnodci trojkata. Dowodzi sie, ze dla monotonicznych i
wspOlnie ograniczonych ciagdéw funkeji ciaglych f,, réwniez ciagi f,,(T) sa zbiez-
ne w silnej topologii operatorowej. Zwarte podzbiory K C 2 C R sg typu Gs
(przecigcia ciagéw zbioréw otwartych). Ich funkcje charakterystyczne sa grani-
cami takich ciagéw monotonicznych f, € C(2. Wéwczas réwniez f2 — xx i
mozna stad wywnioskowaé, ze F(K)? = E(K). Mozna tez wykazaé, ze rodzi-
na tych zbioréw borelowskich A ;| dla ktérych E(A)? = E(A) jest zamknieta

2W poprzednim wyktadzie zauwazyli§my, ze operator f(T) bedzie nieujemny gdy f > 0 na
zbiorze §2. Funkcjonaly nieujemne odpowiadaja miarom nieujemnym w twierdzeniu Riesza.
My dowodziliémy twierdzenia Riesza reprezentujac dunkcjonaly na Cfa, b] przy uzyciu calki
Stieltjesa fab f dg, gdzie dla funkcjonatéw nieujemnych funkcja g € BV [a, b] byta niemalejaca.
Miare borelowska reprezentujaca dany funkcjonal tworzymy tak, by jej dystrybuanta byta
funkcja g i nieujemno$é miary odpowiada dokladnie temu, ze jej dystrybuanta (stabo) rosnie.

3 Poniewaz zalezno$é q(z,y) od y jest anty-liniowa, funkcjonat H 3 y — 9(y) := q(z,y) €
C jest liniowy 1 jego ciagtos¢ wynika z ograniczonosci formy, czyli z istnienia stalej M > 0
takiej, ze |q(z,y)| < M||z||||ly|]. Ze wspomnianego twierdzenia, ten funkcjonal v jest mnoze-
niem skalarnym przez pewien wektor, ktéry oznaczymy Az, o normie nie wiekszej, niz M||z||.
Z jednonacznosci wektora reprezentujacego funkcjonal i z liniowosci ¢ wzgledem zmiennej x
wynik liniowos$¢ tak skonstruowanego operatora A.



na branie granic ciagdéw monotonicznych (np. sumy ciagdéw wstepujacych). Z
Twierdzenia o Klasie Monotoniczneﬂ wynika, ze ta rodzina jest sigma-algebra,
wiec musi zawieraé wszystkie zbiory borelowskie. [

Wiec E jest miara spektralna Konfrontujac teraz wzoér (8) dla fi(\) =
A (identyczno$é na zbiorze ) z réwnoscia (4) definiujaca calke speltralng
Jo f1(X) E(d)\) widzimy, ze dla tak skonstruowanej miary spektralnej (skon-
struowanej w oparciu o rachunek funkcyjny f — f(T")) mamy réwnosé tej calki
spektralnej oraz operatora T'. Uzyskalidmy wiec nasz gléwny cel, twierdzenie
spektralne dla operatoréw samosprzezonych ograniczonych T' = T* € B(H).
(dalsze jego tezy, ktore sa w zasadzie wnioskami z pierwszej tezy - pozostawmy
bez dowodu)

Twierdzenie Spektralne. Dla operatora samosprzezonego T € B(H) istnieje
miara spektralna borelowska E(-) na widmie o(T) , dla ktérej

T = / AE(dN).
Jo(T)

Wybrane Wnioski.

e Operator S € B(H) jest przemienny z tym operatorem T wtedy i tylko
wtedy gdy jest on przemienny ze wszystkimi operatorami E(A), czyli
gdy obrazy wszystkich projekeji spektralnych F(A) sa podprzestrzeniami
redukujacymi dla operatora S .

e Twierdzenie Spektralne, jak i jego wnioski zachodza tez dla operatorow
normalnych oraz dla operatoréw samosprzezonych nieograniczonych (ale
tylko na ich dziedzinach)

e (Catka spektralna zalezy w sposob liniowy oraz multyplikatywny od
funkcji podcatkowej. Jest to konsekwencja réwnosci

E(Al N Ag) = E(Al)E(AQ)

(Jaka szkoda, ze takiej wlasnosci multyplikatywnej nie ma calka Rieman-
nal)

e Gdy Ay jest otoczeniem punktu Ag o promieniu r, czyli zbiorem {\ € C :
A — Ag| < 7}, to dla podprzestrzeni redukujacej M := E(Ag) restrykcja
T|n spelnia oszacowanie ||T'|a — Aol < 7.

e Gdy A\ jest punktem izolowanym widma operatora T', to jest to wartos$cé
wlasna T. Wéwczas E({\o}) jest rzutem prostopadlym na podprzestrzen
wlasna N (T — \oI). Calka spektralna przyjmuje postaé szeregu, gdy wid-
mo T jest przeliczalne -wigc otrzymujemy poprzednie tw. spektralne dla
T zwartych normalnych.

e Gdy operator normalny ma widmo zawarte w zbiorze K, to w przypadku
K c {A € C: |\ = 1} jest on izometria, a gdy K C R, to jest on
SaIMmOoSprzezony.

W niektérych Zrédlach (np. w ksiazce W. Mlaka i w literaturze rosyjskiej)
za miare spektralng operatora samosprzezonego przyjmuje sie dystrybuante
naszej E(-), czyli odwzorowanie R 3 ¢ — E; := E((—o0,t]). Wartosci wlasne T
-to skoki tej dystrybuanty.

Na zakoczenie -prosty przyktad: Gdy H = L?[a, b], operator mnozenia przez
zmienna niezalezng (T'f(A) = Af()\),f € H ma miare spektralng zlozona z
operatoréw E(A) mnozenia przez funkcje charakterystyczne zbioréw A. Caltka
spektralna z funkcji ¢ wzgledem tej miary spektralnej, to operator mniozenia
przez funkcje ¢.

4Twierdzenie o Klasie Monotonicznej méwi, ze jesli rodzina C pozbioréw A C Q ma
nastepujace wlasnosci: Q € C, A,B € C = AN B € C, to najmniejsza klasa M zawierajaca
C i zamknieta na branie réznic zbioréw i na przeliczalne sumy rosngcych ciagéw zbioréw jest
réwna sigma-algebrze o(C) generowanej przez C.
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