2 Przedtuzanie funkcjonaléow

Jak zwykle, X bedzie przestrzenia wektorowa (w pierwszym twierdzeniu -nad
cialem R, dalej nad K = R lub C). Tym razem -bez zadanej topologii.

Ze wzgledu na geometryczne zastosowania, zamiast seminormy w X bedzie-
my uzywacé ogdlnieniejszego pojecia:

Definicja. Funkcjonalem H-B (czyt. Hahna-Banacha) nazywamy odwzoro-
wanie p : X — R, ktoére jest subaddytywne, czyli

p(z +y) <plz) +p(y)
oraz dodatnio jednorodne, tzn. takie, ze

p(tx) =tp(r) dla wszystkich ¢>0,z € X.

Definicja. Méwimy, ze funkcjonal F' : X — K (odpowiednio: operator T : X —
Y') jest przedtuzeniem funkcjonatu f : M — K (odp. operatora S : M — Y, gdy
M jest podprzestrzenia w X oraz zawezeniem F' (odp. T') do tej podprzestrzeni
M jest f (odp. S).

Nastepujace twierdzenie, chociaz z pozoru proste, ma zaskakujaco duza liste
zastosowan

Twierdzenie 1. (H.Hahn, S.Banach) Jezeli f : M — R jest funkcjona-
tem R -lintowym na podprzestreni przestrzeni X, zas p : X — R jest takim
funkcjonalem H-B na X, Ze Vyep f(z) < p(a), to istnieje funkcjonal liniowy
F: X — R przedluzajgcy f i taki, ze F(z) < p(x) dla wszystkich x € X.

Sformulujmy od razu ”wersje zespolona” (w ktérej K moze by¢ jednym z
dwu rozwazanych cial skalaréw).

Twierdzenie 2. Jezelip : X — R jest semi-normg, to kazdy funkcjonal liniowy
[ okreSlony na podprzestrzeni M C X spelniajgcy warunek |f(z)| < p(z) dla
wszystkich © € M ma predluzenie liniowe F : X — K takie, ze |F| < p na X.

Dowéd. Twierdzenie 1. dowodzone jest ”technika matych krokéw” -poprzez
dodawanie nowych wektoréw. I etap polega na przedluzeniu f na obwiednie
liniowa X3 zbioru M U {z} dla ustalonego wektora z € X \ M. Mozemy wtedy
przyjaé, ze X1 = X -czyli ze kowymiar M wynosi 1. Dowolny wektor y € X
jest postaci y = x + tz, gdzie t € R,z € M. Interesuje nas sytuacja, gdy y €
X\M, czyli gdy t # 0. Chcac wykorzysta¢ dodatnia jednorodnosé p powinni$my
uwzgledniaé znak t, dwa przypadki uchwycimy zapisujac y w postaci y = x £+
tz,t > 0. Jesli F ma by¢ liniowym przedtuzeniem f, to musi by¢

F(xL£tz) = f(z) £ tF(z) (1)

wiec kazde takie przedluzenie bedzie jednoznacznie okre$lone przez podanie
wartosci v := F(2).

Teraz wystarczy (dla zakonczenia I etapu dowodu) wykazaé, ze zawsze znaj-
dziemy taka wartos¢ a, by F' < p, czyli by Vt > 0,z € M bylo F(z £ tz) <
p(x £ tz). Jest to koniunkcja dwu warunkéw (jeden -za znakami 4+, drugi z
—). Mnozac stronami przez % otrzymamy z dodatniej jednorodnoéci p i z (1)

warunek ! 1
f(;:c) +a gp(gx:tz), xeM,t>0.

Poniewaz {12 : 2 € M} = M, mozemy w ten sposéb wyeliminowa¢ ¢, czyli
F<p&e (Veemf(z) xa<pz+2)).

Prawa strona tej réwnowaznosci jest koniunkcja warunkéw Voenr(f(z) — o <
p(x—2)) A (f(z) + a < p(x + 2)). Nasz warunek bedzie spelniony, gdy istnieje
takie o, ze Vyen f(2) —p(r—2) < a < p(x+2)— f(x). To z kolei jest réwnowazne



nieréwnosci sup{ f(z) —p(x —z) : x € M} < inf{p(x+2)— f(z) : x € M} oraz
warunkowi

Varaeem f(21) — p(z1 — 2) < p(22 + 2) — f(22), (2)

bo tu mozna przej$s¢ do odpowiednich kreséw. Na przyklad, traktujac prawa
strone jako majorante, przechodzimy z lewa stronga do supremum po x € M,
potem z tym supremum, jako minoranta dla prawej strony -postepujemy po-
dobnie, biorac infimum stron prawych. Przenoszac wyrazy ze znakiem ”-” na
druga strone widzimy, ze (2)) to jest warunek f(x;+x2) < p(x1—2)+p(x2+2).
Wynika on z zalozonych nieréwnosci: f(z1+22) < p(z1 +x2) oraz p(z1 +x2) =
p(r1 —z4+ 20+ 2) < pxe + 2) + fa1 — 2).

IT etap polega w przypadku gdy dim(X) < oo (lub skoniczonego kowymiaru
M w X) -na stosowaniu indukcji ze wzgledu na ten kowymiar. W ogdlnym
przypadku, jesli nie chcemy uzywaé indukeji pozaskonczonej (jak to robiono
ponad 90 lat temu), uzyjmy Lematu Kuratowskiego-Zorna. Niech 9 oznacza
ogot par

{(F,D):MCcDCX,F:D—R= 1liniowe przedtuzenie f,F < p|p, }.

Relacja (F, D) < (Fy, D;) okreslona przez warunki: D C Dy, Fi|p = F (czyli
inkluzja wykreséw odwzorowan) -jest zwrotna, przechodnia, antysymetryczna.
Co wigcej, kazdy tancuch (=liniowo uporzadkowany podzbiér {(F;, D;) : j € J}
zbioru ) ma majorante -jest nia (Fy, Dy ), gdzie D, = UjeJ Dj, za$ F, jest
sklejeniem odwzorowan Fj, F, : D, 5 y — F,(y) -jedli y € D, dla pewnego
¢ € J. Niezalezno$¢ tego okreslenia od wyboru takiego ¢ wynika z poréwny-
walnosci kazdej pary elementow w tancuchu. Z Lematu Kuratowskiego-Zorna
wynika wigc istnienie elementu maksymalnego. Jego dziedzing jest Dyqr = X,
bo w przeciwnym razie do podprzestrzeni D,,q, mozna dotaczy¢ przynajmniej
jeden nowy element stosujac rozumowanie z I etapu prowadzace do uzyskania
przedtuzenia f na istotnie wieksza podprzestrzen, co jest sprzeczne z maksy-
malnodcig elementu (Fiyax, Dmax ) W zbiorze cze$ciowo uporzadkowanym M.
O

Aby udowodnié ”wersje zespolona” wystarczy zastosowaé (do czesci rzeczy-
wistej h(z) ;= Rf(x)) Twierdzenie H-B oraz nastepujacy fakt: (dla uproszcze-
nia niech dla g,p: X — R zapis g < p oznacza, ze V,exg(z) < p(x).)

Lemat. Jezeli h : X — R jest funkcjonalem "rzeczywistym” (tzn. R -liniowym)
oraz p jest semi-normq na przestrzeni X, to

|h| <pe h<p.

Ponadto gdy K = C, to dla kaZdego funkcjonalu rzeczywistego h : X — R wzdr
f(x) := h(z) —ih(ix) okresla funkcjonal C-liniowy, ktdrego czesciq rzeczywistq
Rf jest h. Ponadto wowczas z warunku Rf < p wynika, ze |f| < p.

Dowéd: Rozpisujac warunek |h| < p w postaci réwnowaznej (koniunkeji 2
warunkéw ze znakami +, —): (£h) < p widzimy, ze wystarczy z h < p wywnio-
skowaé, ze —h(z) < p(x). Ale —h(z) = h(—z) < p(—z) = p(x).

Warunek R-liniowosci dla f(z) = h(z) — ih(iz) jest oczywisty. Rozdziel-
no$¢ mnozenia przez skalary wzgledem dodawania skalaréw teraz implikuje, ze
do sprawdzenia C -liniowosci f wystarczy, by f(if8z) = i8f(x) dla wszystkich
0 € R - a nawet tylko dla 3 = 1. Przeliczenie tego jest trywialne. W przypad-
ku zespolonym zamiast wzoru |h(z)| =signum(h(x)) - h(z) uzyjemy (zaleznej
od z, rzeczywistej) liczby ¢, dla ktérej |f(x)| = €' f(x) Ostatnia wartoéé, to
dokladnie f(e'®x) = Rf(e'®z) i jest ona nie wieksza od p(z). O

Twierdzenie 3. W przestrzeni unormowanej X kazdy funkcjonal liniowy cig-
gty na podprzestrzeni M C X mozna rozszerzyé na calg przestrzen z zachowa-
niem normy.

Faktycznie, ciaglosé funkcjinalu f : M — K oznacza tu istnienie stalej C'
takiej, ze Voen|f(z)| < CJlz| , a najmniejsza taka stala jest C = || f]|. Dla



p(x) = ||f||z|| wystarczy zastosowaé ostatnie twierdzenie. Zauwazmy jeszcze,
ze skoro istnieja przestrzenie wektorowe topologiczne (jak przestrzen (Frécheta)
L2 [0,1]), na ktérych jedynym funkcjonatem liniowym ciaglym jest 0, (a na ich
podprzestrzeniach skoficzenie wymiarowych jest mnéstwo niezerowych funkcjo-
naléw ciaglych), to twierdzenia tego nie mozna uogdlni¢ na dowolne ”PWT”.0J

Twierdzenie 4.(0O wydobywaniu normy) W przestrzeni unormowanej dla
kazdego wektora x € X istnieje taki funkcjonal liniowy v o normie 1, dla
ktorego ||z|| = (x). W szczegdlnosci mamy ” 7

2]l = sup{l¢()] : ¢ € X', [|6]| = 1}.

Dla dowodu- na podprzestrzeni 1-wymiarowej K - z definiujemy funkcjo-
nal f(azr) = allz|, @« € K ( o normie 1). Wéwczas mozemy okresli¢ ¢ jako
jego przedluzenie z zachowaniem normy na caly przestrzen X. Warto$¢ kresu
gbérnego jest w dualnym wzorze na norme osiaggnieta dla ¢ = . Oczywiscie,
wartodci |¢(x)] < ||@]|||z|| nie przekraczaja tu ||z||. O

Uwaga: Taki ”funkcjonal normujacy” mozna czasami znalezé explicite bez
konieczno$ci uzywania pewnika wyboru. Na przyktad w LP(u),p > 1 jesli przy-
pomnimy sobie, kiedy w nieréwnoéci Younga zachodzi réwnoéé, to znajdziemy
taka funkcje g € L) o normie 1, dla ktorej | [ fgdu| = || f|l,- Na przyklad,
gdy f>0,tog= mw dla w = fP~!. Nawiasem méwigc, stosowanie dualne-
go wzoru na norme jest ”jedyna stuszna” metoda szacowania norm dla pewnych
operatoréow catkowych -gdyz w catkach iterowanych pozbywamy sie problemu
wykltadnikéw typu p - pod calka funkcje sa w pierwszej potedze.

Jako jedno z ciekawszych zastosowan podajmy dowdd nastepujacego Twier-
dzenia Riesza o Reprezentacji (=o postaci funkcjonatu):

Twierdzenie 4.(F. Riesz) Jesli @ : Crla,b] — R jest funkcjonalem liniowym
cigglym, to istnieje funkcja o wahaniu skoviczonym g € BV[a,b], dla ktdrej
Vi ®(f) = ff f(#)dg(t) (calka Riemanna-Stieltjesa).

Uwaga: Mozna dodatkowo postulowaé prawostronna ciaglosé g a wéowczas
g = g1 — g2 dla pary funkcji niemalejacych prawostronnie ciagtych, a kazda z
takich funkeji jest dystrybuanta pewnej miary borelowskiej (np. p1 ((—o0, z]) =
g1(z)). Mamy wtedy dla p = p1 — po czesciej uzywana reprezentacje dowol-
nego funkcjonatu R- liniowego ciaglego ® : Cr(K) — R (tw. Riesza-Markowa-
Kakutaniego méwi, ze zachodzi ona dla kazdej przestrzeni topologicznej zwartej
K)): ®(f) = [, [ du, gdzie ostatnia calka, to [ f duy — [ f dus. Takie twierdze-
nie, zachodzi tez dla funkcjonaléw C-liniowych, ktorych reprezentacje odbywaja
sie przez zespolone miary borelowskie regularne na K.

Dowéd: Funkcjonal @ przedtuzamy z zachowaniem normy na przestrzen wszyst-
kich funkcji ograniczonych na [a,b] z norma | f||jas. W zasadzie intereso-
waé nas beda jedynie funkcje charakterystyczne odcinkéw zawartych w [a, b].
Niech g(x) := ®(X[q,2)). Aby wykazaé, ze wahanie catkowite g jest ograniczo-
ne, rozwazmy podzial [a,b] punktami ¢t = a < t; < ... < ¢, = b. Niech
Arg = g(tx) — g(tg—1) beda przyrostami g na k-tych odcinkach podziatu,
k=1,2,...,n. Niech o}, beda takimi liczbami o module 1, ze apArg = |Aggl.
Wtedy funkcja

n
U= Zakx(tk—l’tk] (3)
k=1

jest ograniczona, o normie supremowej réwnej 1. Stad |®(u)| < ||®|. Ale
P(X(ty_rtr) = PXfartn] = Xjatoy) = 9(tk) — g(tk—1) = Agg dla k > 2.
W konsekwencji, ®(u) = > ,_, |0k < ||®], co daje ograniczono$¢ wahania:
Vig < || @l
Jezeli teraz mamy ustalona funkcje f € Cia, b], niech tym razem we wzorze
liczby ay beda réwne f(tr). Wtedy
k k

O(u) =Y Ft)P(Xter) = D F(tR)(g(tr) = g(ti—1))-

n=1 n=1



Ostatnie sumy zmierzaja do calki Riemanna-Stieltjesa f; f dg. Natomiast nor-
ma supremowa réznicy f — u, to maksimum z norm réznic po przedzialach
[tk, t—1] miedzy f(z) a liczbami oy = f(t). Z warunku jednostajnej ciagtosci
wiemy, ze te (jednostajne) oszacowania réznic zmierzaja do zera gdy Srednica
podzialtu jest dostatecznie mata. Czyli wartosci ®(u) zmierza do ®(f). Rozumo-
wanie bez zmian stosuje si¢ do funkcjonaléw zespolonych na Cfa, b] w miejsce
CR([av b]) 0

Zauwazmy jeszcze, ze dzigki ciaglodci f calka [ f dg nie ulegnie zmianie po
prawostronnie ciagltej modyfikacji funkcji g. Jak wiemy, skoro g jest réznica pary
funkcji monotonicznych, to w kazdym punkcie ma ona granice 1-stronne. Ta
modyfikacja, to ”zapelnienie pustych kropek w punktach skokéw g po prawej
stronie”, czyli zmiana wartosci ¢ w punktach skokéw, kompensowana przez
ciaglosé f.

Dobrym zrédlem wiedzy o calce Stieltjesa moze by¢ ksigzka S. Lojasiewicza
"Wstep do teorii funkcji rzeczywistych”. Co$ zreszta staralem sie umiesci¢ w
moim kursie analizy (II semestr)

W tym twierdzeniu korzystalem z dowodu umiezczonego w skrypcie Prof.
T. Pytlika.

http://www.math.uni.wroc.pl/” jdziuban/skryptPytlik.pdf

-zawierajacego m. inn. dosé szczegbélowe omoéwienie calki Stieltjesa. Zauwazy-
tem (dopiero teraz, dzisiaj, w marcu 2020!) jedna usterke, ktéra nawet kom-
plikowata postaé¢ wzoru -jest nia (przy moich oznaczeniach) stwierdzenie,
jakoby g(a) = 0, czy w oznaczeniach tamtego skryptu” f(tg) = 0”, gdzie przez f
Autor oznacza to, co ja przez g. To nie dziala dla funkcjonalu ®(h) = h(a),h €
C([a, b]) reprezentowanego przez ”delte Diraca”- miare z 1 atomem w punkcie
a. Odjecie stalej g(a) nie zmieni wartosci calki Stieltjesa, a usunie ten problem.
Mamy bowiem g(a) = ®(x{a}), Po odjeciu dostajemy doktadnie taka, jak napi-
satem, funkcje u ( w skrypcie oznaczana xp, gdzie P jest oznaczeniem danego
podziatu odcinka [a, b]). Dalsze, w tym geometryczne zastosowania twierdzenia
H-B w nastepnym wykladzie.

Przepraszam, Ze umieszczam ten tekst z 1-dniowym opozZnieniem. Nie pisze
sie tego zbyt latwo. Przy okazi wychodzq wcze$niej niezauwazone problemy,
jak ten wspomniany powyzej. Mam nadzieje, Ze nikt z panstwa nie zetkngl sie
osobiscie z korona-wirusem. Ja staram sie nie wychodzi¢ poza dom @ ogrod,
duzo pisze. Jesli ktos z Panstwa chciatby omowié jakis problem, to mozZliwy
jest kontakt mailowy ( adres mailowy jest na tej stronie ) lub bardziej wygodny
Skype:

krudil

(np. wieczorami miedzy osiemnastq a dwudziesta lub miedzy dwudziestq drugg
a péinocg). Nie prowadze éwiczen, wiec mdj kontakt z Panstwem jest jedno-
stronny, nawet nie wiem, czy kto$ to czyta. W poprzednim materiale za Zélto
pozaznaczatem bledy, bo nie miatem pliku Zrodlowego, tylko tekst paru wyktadow
spisanych przez jednego ze studentow jako éwiczenie z TeXa. Wezoraj jeszcze
raz to przeczytatem i zaznaczylem duzo wiecej usterek, niz poprzednio.

Zycze wszystkim Paristwu dozo sdrowia, optymizmu i cierpliwosci

Krzysztof Rudol
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