4 Zastosowania funkcjonatéow -c.d.

Przedluzanie ciaglych funkcjonaléw (i operatoréw liniowych powiedzmy, T')
z podprzestrzeni wystepuje tez w bardziej ”elementarnej” sytuacji: gdy dana
podprzestrzen liniowa M jest zbiorem gestym w przestrzeni unormowanej X,
za$ T przyjmuje wartosci w pewnej przestrzeni Banacha Y.

Wtedy nie trzeba uzywaé twierdzen opartych na pewniku wyboru. Wyko-
rzystujemy jedynie fakt jednostajnej cigglosci operatora liniowego ciaglego -co
wynika z istnienia stalej M takiej, ze [|[Tz|| < M|z||(Vx € X). Faktycznie,
mamy okreslié warto$é w punkcie 2z € X dla takiego rozszerzenia (oznaczmy
je T). Z gestoéci M, istnieje ciag wektoréw x,, € M zbiezny do . Jest to ciag
Cauchy’ego, jego obrazy: Tx,, -réwniez: |[Tx,, — Tzl < M|z, — x| — 0 przy
n,k — oo. Z zupelosci Y, istnieje granica (oznaczmy ja Tz) ciagu Tx,. Gdy-
by wybraé¢ inny ciag z, zbiezny do tego samego x, to ||z, — z,|| — 0, wiec z
nieréwnosci ||Tz, — Tz, || < M|z, — 2, || wynika, ze lim Tz, = lim T'z,, i nasza
definicja Tz jest poprawna (nie zalezy od wyboru ciagu z M aproksymujace-
go x). Przejscia graniczne pozwalaja z liniowosci T° wywnioskowaé liniowosé
T. Ciagtoéé tez. Gdy x € M, to mozemy jako aproksymujace z,, wybraé ciag
staty réwny x, wiec T jest przedtuzeniem 7T'. (Symbol T jest nieprzypadkowy -
wykres T jest domknieciem wykresu T w topologii produktu X xY'). Wystarczy
wiec zbadaé, czy mozemy przedluzaé operatory okreslone na podprzestrzeniach
domknietych M, co zaznaczymy piszac M = M.

Gdy istnieje operator projekcji z X na M, czyli taki operator liniowy, ciagly
P:X — X, 3¢ PoP = P,P(X)= M, mozemy okresli¢ T(z) wzorem

Txr=ToP(z), z¢cX.

Nietrudno sprawdzi¢, ze Pv = v dla wszystkich v € M, co daje linio-
we, ciagle rozszerzenie T operatora 7. Gdy istnieje mozliwosé przedluzania
wszystkich operatoréw T € B(M,Y) do jakich$ operatoréw T e B(X,Y), to
otrzymamy projekcje P jako przedtuzenie opertora Ip; identycznosci na M
do pewnego operatora P : X — M, ktéry spelnia warunki projekcji na M.
Moéwimy, ze podprzestrzen domknieta M jest uzupelnialna w X, gdy istnieje
podprzestrzen domknieta N C X taka, ze X jest sumg prosta M & N. Jak moz-
na wykazaé, uzupelnialnos¢ M w X jest rownowazna istnienu projekcji ciagtej
P € B(X,M) (wtedy N = ker(P), M = P(X) -na odwrét, z jednoznacznosci
rozktadu x = y + z,y € M, Z € N wyniknie liniowo$¢ P okreslonego wzorem
Pz := y). Ciaglos¢ P wyniknie z twierdzenia Banacha o izomorfizmie, ktére
bedzie dopiero za pare tygodni.

Lindenstrauss i Tzafriri udowodnili do$¢ zaskakujace twierdzenie, ze jesli
kazda domknieta podprzestrzen M w przestrzeni Banacha X jest uzupelnialna,
to X jest izomorficzna (cho¢ na ogél nie izometrycznie) z pewna przestrzenia
Hilberta H. (W przestrzeniach H dopelnieniem M do sumy prostej bedzie
N ={xz € H :Vyemx Ly}, zas P bedzie rzutem prostopadtym.

Banach stosowal twierdzenie H-B do udowodnienia, ze istnieje skoficzenie
addytywna funkcja zbioru ("miara”) okreslona dla wszystkich podzbioréw w
R, pokrywajaca si¢ dla zbior6w mierzalnych ze zwykla miara (Jordana, lub Le-
besgue’a) i niezmiennicza wzgledem przesunieé. Dalej w tym kierunku, wykazal
wspolnie z Tarskim, ze niezmienniczo$¢ wzgledem izometrycznych przeksztal-
cen uniemozliwia istnienie nawet skonczenie addytywnej "miary” na sferze w
R3 okreélonej dla wszystkich jej podzbioréw (paradoksalny rozktad sfery). Z ko-
lei von Neumann zauwazyl, ze posrednia przyczyna jest nieprzemiennos$é grupy
izometrii sfery. Wyréznil w zwiazku z tym pojecie grup dopuszczajacych sred-
nie (ang. "amenable groups”). ” Abelian groups ar amenable”.

Innym zastosowaniem sa tak zwane ”granice Banacha” w odréznieniu od
zwyklych -pisane z duzej litery: LIM. Jest to funkcjonal liniowy na przestrze-
ni £*° wszystkich ciagéw ograniczonych, oszacowany przez limsup oraz "nie-
zmienniczy wzgledem przesunied” w tym sensie, ze LIM (xy,41) = LIM(x,) a
ponadto pokrywajacy sie z granica: lim z,, dla ciagéw zbieznych.



(Ten wstepny fragment wyktadu jest tylko informacyjny, nie stanowi mate-
rialu obowiazkowego.)

Definicja 1. Méwimy, ze funkcjonal liniowy rzeczywisty ciagly ¢ : X — R
oddziela zbiory A, B C X, jezeli obrazy ¢(A), ¢(B) zawieraja sie odpowiednio w
pélprostych typu (—oo, @), [ar, +00) dla pewnej liczby o € R (kolejnosé zbioréw
moze by¢ tu odwrécona). W przypadku przestrzeni zespolonej oddzielanie przez
funkcjonat C-liniowy f : X — C oznacza, ze jego czesSé rzeczywista, ¢ = Rf
oddziela te zbiory w powyzszym sensie.

Zawsze bedziemy zakladali wypuklos¢ i roztaczno$é zbioréw oddzielanych.
Obrazy przez odwzorowania liniowe takich zbioréw wypuklych sg wypuktle -
sa to wiec przedzialy lub pélproste w R). Mozliwosé oddzielania wypuklych
zbioréw przez ¢ jest wiec réwnowazna rozlacznodci ich obrazéw przez ¢. Jesli
oddzielajacy funkcjonal jest ciagly (a do tego wystarcza np., by jeden z od-
dzielanych zbior6w mial niepuste wnetrze), to E, := {z € X : ¢(x) = a} jest
domknieta podprzestrzenia liniowa rzeczywista oo kowymiarze 1 w X . Skrétowo
nazwijmy takie zbiory zbiorami typu ” E,” ( spotyka si¢ tez nazwe ” hiperplasz-
czyzny”). Dopelnienie takich zbioréw (X \ E,) ma dokladnie dwie skladowe
spbjne, wiec mozna powiedzieé, ze hiperplaszczyzny rozcinaja przestrzen X -a
w naszej sytuacji, oddzielaja zbiory. Aby udowodnié¢ istnienie takiego oddzie-
lania, bedziemy potrzebowali pewnego (nieliniowego) funkcjonatu pa.

Definicja 2. Zbiér A C X nazywamy zbiorem pochlaniajacym, gdy
vavEXaa>0vb>a-7j € ow.

Dla zbioréw wypuklych A jest pochlaniajacy, gdy ViexJesox € cA. Geo-
metrycznie, chodzi o to, by odcinek otwarty taczacy punkt x z zerem za-
wieral w zbiorze A jaki$ niezerowej dlugosci odcinek o koncu 0 (tu odcinek
{} -2 : a <b}). Biorac x = 0, ponewaz b # 0 -widzimy, Ze musi by¢ zawsze
0 € A. W przypadku zbioru wypuklego wystarczy, by taki odcinek o koncach
x,0 mial przynajmniej jeden punkt ze zbioru A.

Definicja 3. Funkcjonalem Minkowskiego (lub ”funkcja kalibrujaca” (ang. gau-
ge function)) dla zbioru pochlaniajacego A nazywamy funkcje

pa(z) :=inf{t >0:xz € tA}.

Wartos$é pa(z) odpowiada na pytanie: ”ile razy nalezy powiekszy¢ zbidr A
tak, by wchlonaé¢ punkt z”. Na przyklad, niech B = {z € X : p(z) < 1} oraz
B ={z € X : p(x) < 1} beda kulami jednostkowymi: otwarta (odp. domknigta)
dla pewnej seminormy (np. normy) p. Wtedy tatwo sprawdzié, ze tB jest kula
o promieniu ¢ i stad juz nietrudno wywnioskowaé, ze pp = pz = p. Ponadto dla
wypuklych A mamy pa(z) =0 < {tz:t > 0} C A. Tak wiec majac dana kule
mozemy odtworzy¢ definiujaca ja norme (odp. seminorme). Nie kazdy zbidr
wypukly i pochlaniajacy moze by¢ kula (o $rodku w punkcie 0. Fakrycznie, dla
seminorm p i dla liczby A o module |A| < 1 mamy p(z) < 1 = p(Az) < 1. (Dla
< -analogicznie). Kule musza by¢ absolutnie wypukte, a w przypadku norm
-nie moga, zawiera¢ niezerowych podprzestrzeni liniowych w X.

Poniewaz dla s > 0 mamy sz € stA & = € A, za$§ dla E C Ry mamy
inf{st : t € E} = inf F, wnioskujemy stad dodatnia jednorodno$é¢ p4: mamy
wige Visopa(sz) = spa(x). Zauwazmy jeszcze,(= proste ¢wiczenie) ze:

zbiér A C X jest wypukly (odp. absolutnie wypukly) wtedy i tylko wtedy, gdy

Vsi>0 SA+tA = (s+t)A odpowiednio Vi gex @A+[BA = (|a|+]|8])A. (1)

Twierdzenie.(H.MINKOWSKI) Gdy zbiér A jest wypukly i pochtaniajacy,

to p4 jest sunkcjonalem subaddytywnym i dodatnio jednorodnym. Zbiér A jest
77 doktadnoscia do brzegu kula jednostkowa wzgledem pa” czyli

{reX:palz)<l}cAcC{z e X: pa(z) <1} (2)



Gdy ponadto A jest absolutnie wypukly, ps jest seminorma, ktérej jadrem
jest najwieksza podprzestrzen liniowa przestrzeni X zawarta w A. Pierwsza z
inkluzji jest rownoscia, gdy A jest otwarty w topologii jakiej$ PWT, druga
jest rownoscia, gdy jest on domkniety.

Dowdd. (szkic)
Jedliz etA,y € sA,tox+y €tA+ sA = (t+ s)A, wiec

{t>0:2€tA}+{s>0:yesA} C{c>0:z+y e cA}.

Infimum sumy Minkowskiego 2 zbioréw liczbowych to suma ich infiméw, zas
infimum nadzbioru jest < od infimum podzbioru (relacje < maja kierunek
przeciwny do inkluzji dla kreséw dolnych), stad wynika, ze

pa(x+y) <pa(r)+paly).

Jednorodnosé dodatnia juz sprawdzilismy. Jest to wiec ”funkcjonal H-B”. Dla
petnej jednorodnosci w przypadku abs. wypuklym wystarczy wzia¢ dowolne
A € K takie, ze |A\| = 1 (bo juz mamy dodatnia jednorodno$é) i wykazaé, ze
wtedy pa(Ax) = pa(z). Do tego przyda sie nam réwnowazno$é prawdziwa dla
ustalonego ¢t > 0: tAx € A < t|Az € A oraz prawdziwa dla zbioréw E C Ry
i dla liczb ¢ = |\| réwnosé kreséw: inf(cE) = cinf(FE). Ale ze to szkic -tego
fragmentu nie koncze. Gdy pa(z) < 1, to 1 nie jest minoranta zbioru tych
t > 0, dla ktérych = € tA, czyli istnieje s < 1,s > 0 oraz z € A takie, ze
x = sz. Ale poniewaz 0 € A, réwniez kombinacja wypukla: (1 — $)0+ sz =z
nalezy do A, co dowodzi pierwszej inkluzji w . Gdy z € A, to t = 1 nalezy
do zbioru, ktérego kresem dolnym jest pa, stad pa(z) < 1. Gdy pa(y) < 1,
to juz wiemy, ze y € A. Gdy teraz pa(x) = 1, za y przyjmijmy wyrazy ciagu
Yn = (1— 1)z, 2 jednorodnosci wyniknie, ze pa(y,) < 1, wiec y, € A. Poniewaz
limy, = x, w przypadku zbioru domknietego otrzymamy x € A. W przypadku
A otwartego dla z € A istnieje ¢ > 1 dla ktérego nadal cz € A, z ciagloéci
mnozenia ustalonego wektora z przez skalary. Stad ¢p(z) = p(cz) < 1,na mocy
drugiej z inkluzji . O

Definicja 4. Mowimy, Ze przestrzen wektorowa topologiczna X jest lokalnie
wypukia, gdy istnieje w niej baza otoczen zera zlozZona ze zbiorow wypuklych.

Topologie opisane przez normy, lub przez rodziny seminorm sa, oczywiscie, lokal-
nie wypukte. Stosunkowo tatwo sprawdzi¢, ze w przestrzeni lokalnie wypuklej istnieje
zawsze baza otoczen absolutnie wypuklych zera. (Gdy zbiér A jest wypukty, to zbiér
{dz:z € A X € K, |\ < 1} jest juz absolutnie wypukly. Wystarczy teraz wybieraé
wypukle otoczenia zera,ktére sa podzbiorami jakiej$ bazy otoczen zbalansowanych
zera.) Mamy wtedy dla kazdego otwartego, absolutnie wypuklego otoczenia zera U
seminorme py, ktérej kule sa otwarte w topologii X (sa postaci rU), rodzina tych kul
(indeksowana przez zbiory U ) okresli wiec taka sama topologie. Mozna wigc zapy-
taé, kiedy topologie da si¢ okresli¢ nie przez rodzine seminorm, ale przez 1 norme?
OdpowiedZ znalazt Kolmogorow. Wykazal, ze to zachodzi w lokalnie wypuklej
przestrzeni Hausdorffa wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje jakie$ ograniczone
otozcenie zera. Oczywiscie, potrzebna jest tu jeszcze jedna definicja:

Definicja . Zbior Ew PW'T X jest ograniczony, gdy ”jest pochtaniany przez dowolne
otoczenie zera: Vy jesli U jest otoczeniem zera, to JisoE C tU. (W definicji zbioru
pochlaniajacego A kazdy punkt miat byé pochloniety, tu trzeba ”potknaé” caly zbior
E). Ten fragment (ponizej definicji 4.) mial charakter informacyjny.

Teraz juz mozemy sformulowaé twierdzenie o oddzielaniu zbioréw.

Twierdzenie.Zbiory wypukle, roztaczne A,B w przestrzeni wektorowej topo-
logicznej X mozna rozdzieli¢ pewnym funkcjonatem liniowym ciaglym ¢, jesli
zachodzi przynajmniej jeden z nastepujacych warunkéw.

(i) Zbiér A jest otwarty, zas B -jednoelementowy (B = {z¢});
(ii) Jeden ze zbioréw A, B jest otwarty;

(iii) Przestrzen jest lokalnie wypukta, zbiér A jest domkniety, B jest jedno-
elementowy.



Zauwazmy, ze w sytuacji (i) lub (iii) oddzielamy punkt od zbioru domknie-
tego. W przypadku zespolonym traktujemy przestrzen wektorows nad C jako
rowniez przestrzen rzeczywista. Majac funkcjonal R-liniowy ¢ : X — R oddzie-
lajacy te zbiory tworzymy funkcjonal C- liniowy wzorem f(z) := ¢(x) —igp(iz)
(f = tzw. kompleksyfikacja ¢) i jego wlasnosé oddzielania wynika z Definicji 1.
WYSTARCZY WIEC ROZPATRYWAC PRZYPADEK RZECZYWISTY.

Dowé6d. Przesuniecia réwnolegle sa homeomorfizmami i funkcjonal oddziela-
jacy zbiory A, B oddziela tez zbiory A — ag oraz {x¢ — ag}, z ktérych pierwszy
jest otwarty (przy zalozeniach (i)) i zawiera 0, jesli ag € A. Bez straty ogdl-
nosci mozna wiec przyjaé, ze A jest otwartym otoczeneim zera. Wtedy zbidr
A jest pochtaniajacy i jego funkcjonal Minkowskiego p4 jest < 1 na zbiorze A
oraz > 1 dla xg ¢ A. Na jedno-wymiarowej podprzestrzeni R - zg zdefiniujmy
o(tzg) = tpa(xp) dla t € R. Poniewaz ps > 0, dla t < 0 nieré6wnos$é ¢ < pa
zachodzi na tej polprostej {tzo : t < 0}. Dla t = 1 tez jest juz oczywista, a dla
pozostalych t > 0 wynika z dodatniej jednorodnosci p4. Przedtuzenie liniowe z
zachowaniem nieréwnosci ¢ < p4 na calaprzestrzen X oznaczmy dalej ta sama
litera ¢. Bedzie to funkcjonal oddzielajacy punkt ¢ od zbioru A.

Przy zalozeniach punktu (ii) niech A — B:={a—b: b€ B, a € A}. Roz-
tacznosé zbioréw oznacza tu, ze 0 ¢ A — B. Ponadto zbiér A — B jest otwarty,
jako suma |, 5 A — b przesunigé zbioru otwartego. Udowodniony juz fragment
(i) twierdzenia dostarcza nam funkcjonatu (np. ¥) oddzielajacego punkt 0 (ze-
ro) od zbioru otwartego A — B (jego wypuklosé jest niemal oczywista- trzeba
rozpisa¢ kombinacje wypukla punktéw a; — by oraz as — bs jako réznice dwu
kombinacji wypuklych z odpowiednich zbioréw). Ale skoro 1(a—b) # 0, dla do-
wolnych a € A,b € B, to rozlaczne sa zbiory ¢(A), ¥(B) (ktére sa przedzialami,
jako wypukle podzbiory w R). To dowodzi, ze 9 jest szukanym funkcjonalem
oddzielajacym.

Ad (iii). Punkt nienalezacy do zbioru domknietego ma otoczenie rozltaczne
z tym zbiorem. W przestrzeni lokalnie wypuklej mozna (biorac zbiér mniej-
szy wrazie potrzeby) zalozyé, ze jest to otwarte, wypukle otoczenie punktu
xo -rozlaczne z A. Teraz oddzielamy od zbioru A cale to otoczenie, wykorzy-
stujac punkt (ii). W kazdym przypadku mamy wigc obraz przez funkcjonal
oddzielajacy pewnego niepustego zbioru otwartego -rézny od calego R, co gwa-
rantuje, jak juz wiemy, ciaglo$é funkcjonatu. (Zachowa sie ona tez, rzecz jasna,
po kompleksyfikcji).OO
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