4 Przestrzenie Hilberta (wstep)

Zanim przejdziemy do iloczynéw skalarnych, podam jeszcze jedno z zastosowan
dualnego wzoru na norme (czyli twierdzenia ”o wydobywaniu normy”).

Prawdopodobnie znaja Panstwo pojecie uzupelnienia (X' , J) przestrzeni me-
trycznej (X,d) i jego konstrukcje. W przypadku przestrzeni unormowanych
mozna krok po kroku wykazywaé, ze dzialania wektorowe z X maja jedno-
znaczne ciggle przediuzenia do dzialan na X. W zbiorze wszystkich ciggoéw Cau-
chy’ego (x,) w przestrzeni X wprowadzamy relacje réwnowaznosci: (z,,) ~ (yn)
gdy ||zn — yn| — 0 przy n — oco. X jest przestrzenia ilorazowa wzgledem tej
relacji, z norma ||[(,)]|| := lim [|,,||. Izometryczne zanurzenie X — X przypo-
rzadkowuje wektorowi z € X klase réwnowaznoéci ciagu staltego (z,z,z,...).
Kazda przestrzen unormowana jest wiec izometryczna z gestym podzbiorem
przestrzeni Banacha.

Zamiast tej konstrukecji -mozemy stosunkowo tatwo zanurzy¢ izometrycznie
X w przestrzen zupelna, a nastepnie zdefiniowaé X jako domkniecie obrazu X
w tym zanurzeniu. Kazda przestrzen dualna do przestrzeni unormowanej jest
przestrzenia Banacha, bo wiemy juz, ze przestrzen B(X,Y) jest zupelna, o ile
Y jest zupelna. Tutaj Y = K, czyli ciato skalaréw R lub C, ktore jest zupelne,
stad mamy zupelno$é X* = B(X,K). Ale mamy zanurzenie kanoniczne

L X = X (@) s x— o(x),

ktoére jest (na mocy dualnego wzoru na norme) izometryczne.

Whiosek. Domkniecie ¢(X) w X** jest wiec uzupelnieniem X.

Gdy X jest przestrzenia zupelna, to jej kanoniczny obraz +(X) jest domknie-
ty, jako zupelna podprzestrzen w X**. Podprzestrzen ta moze (ale nie musi)
by¢ réwna X**.

Definicja. Przestrzen Banacha X jest refleksywna, gdy (X ) = X**.

Na przyklad, wszystkie przestrzenie skonczenie wymiarowe, przestrzenie
LP(p),fP dla 1 < p < oo sy refleksywne. Z kolei, zadna z przestrzeni: ¢!,
0 LY (), L% (), Cla, b], C*[a,b] — nie jest refleksywna. Jednym z warunkéw
rownowaznych refleksywnosci jest, by kazdy funkcjonal liniowy ciagly ¢ na X
osiggal na jakim$ z wektoréw sfery jednostkowej warto$é réwna ||¢||. Np. na
przestrzeni C|0,2] funkcjonal ¢(f) := fol f(t)dt — ff f(t) dt nie osiaga swojej
normy =2 na sferze. Mozna tez poda¢ warunki wystarczajace dla refleksywnosci
w terminach tzw. Scistej wypuktoéci kuli jednostkowej. Nawet gdy przestrzen X
jest refleksywna, czyli ”jest rowna swojej przestrzeni drugiej dualnej”, nie musi
by¢ ona izometryczna z pierwszg dualna. Wyjatek stanowi jedna z najbardziej
regularnych -klasa przestrzeni Hilberta. Zacznijmy od przestrzeni z iloczynem
skalarnym, ktérych zupelnosci nie zakladamy. Tym razem bedziemy gléwnie
rozwazaé przypadek skalaréw zespolonych (chociaz spora czeéé wynikéw ma
sw6j odpowiednik w przypadku przestrzeni nad cialem R).

Rozwazaé bedziemy odwzorowania w : X x X — C (nazywane tez formamsi
na przestrzeni X). Przez w(z,y) oznaczamy liczbe sprzezona do w(z,y).

Definicje. Odwzorowanie w nazywamy poltoraliniowym, (ang. sesquilinear)
gdy jest ono liniowe wzgledem pierwszej zmiennej i ”anty-liniowe” wzgledem
drugiej, czyli gdy V,cx odwzorowania X 3> ¢ — w(x,z) oraz X 3y — w(z,y)
sa liniowe.

w jest skosnie symetryczne, gdy Vi yex w(y, ) = w(z,y). (Odwzorowania
skosnie symetryczne i liniowe wzgl. pierwszej zmiennej sa wiec péltoraliniowe.)

Nieujemna (odp. dodatnia) okredlonosé¢ oznacza, ze Viex\joyw(z,2) > 0
(odp. w(z,z) > 0).

Tloczynem skalarnym nazywamy odwzorowanie poéttoraliniowe, skosnie sy-
metryczne 1 dodatnio okreline. Uzywamy woéwczas symbolu (x,y) zamiast
w(z,y). Przestrzen z iloczynem skalarnym nazywamy przestrzenia unitarng (lub
pre-hilbertowska). Jesli dodatkowo wzgledem normy ||z|| := v/(z, z), to X na-
zywamy przestrzenia Hilberta.




Stosowanego w geometrii analitycznej w R? symbolu & - ¢/ dla iloczynu ska-
larnego nie uzywamy, bo zazwyczaj wektory x,y beda funkcjami i symbol x -y
oznacza ich ”"zwykly”, a nie skalarny iloczyn.

Symbol R\ oznacza czes¢ rzeczywista liczby A, czyli %()\—&—5\). (Nieco wigksza
0g6lnosé ponizszego twierdzenia bedzie nam pdZniej potrzebna.)

Twierdzenie. Niech Q(z) := w(z,z) dla z € X. Jesli w jest poltoraliniowe, to

1. Qz +vy) = Qz) + w(z,y) + w(y,z) + Qy).

[\]

Q4 y)+ Qe —y) =2(2(x) + Q(y)) (=tozsamosé réwnolegloboku)
3. Gdy ponadto w jest nieujemnie okreslone i sko$nie symetryczne, to

lw(@,y)I* < Qx)Qy). W szczegslnosci, [(w,y)| < [lz]lyll-

4. Gdy K=C, to dw(z,y) = Uz +y) — Qz —y) +iQ(x + 1y) — iQ(x — iy)
5. Odwzorowanie || - || okreslone wzorem ||z| = \/(z,z) jest norma.

Uwagi: Gdy w jest iloczynem skalarnym, to Q(x) = ||z||? i teza (1) przybiera
postac:
(1) [z +yl* = [|2]* + 2R(z, y) + |y,

za$ teza (2) odpowiada klasycznej tozsamosci réwnolegloboku dla normy eukli-
desowej w R2. Teza (3) dla iloczynu skalarnego, to tzw. Nieréwnoé¢ Schwarza
(lub: Cauchy’ego-Buniakowskiego-Schwarza, skrétowo ”CBS”):

(3" [z, )] < [l llyll
Dopiero z niej wynika

nieréwnosé tréjkata: le +yll < [zl + |yl
Teza (4) oznacza tzw. . Poniewaz i2 = —1, wzér polary-
zacyjny zapisywany jest tez w postaci

4
1 ke .
w(z,y) = 1 szﬂ(w +i*y).

Uwaga: W przestrzeniach nad cialem R zachodzi on jedynie dla form dwu-
liniowych symetrycznych, przyjmujac nastepujacy ksztatt:

dw(z,y) = Uz +y) — Az —y).

Dowéd twierdzenia. Wzér (1) jest oczywista konsekwencja dwuliniowosci
wzgl. skalaréw rzeczywistych. Dodajac go stronami do wzoru (1) dla z — y
otrzymamy (2).

Dowéd(3) polega na zastosowaniu stale nieujemnego tréjmianu kwadrato-
wego f(t) zmiennej ¢ € R, gdzie f(t) = Q(z + ty). Ze wzgledu na sko$na
symetrie, stosujac (1) mamy f(t) = Q(x) + 2tRw(z, y) +t2Q(y), co daje niedo-
datniosé jego wyrdznika: A = (2Rw(x,y))? — 4Q(x)Q(y) < 0. Po elementarnym
przeksztalceniu, mamy |Rw(z,y)| < /Qx)Q(y). Dla pewnej liczby A o mo-
dule 1 mamy |w(z,y)] = lw(z,y) = w(Az,y), natomiast Q(Az) = Q(x). Z
ostatniej nieréwnosci z Az wstawionym w miejsce x wynika wiec (3). Dowd6d
(4), choé prosty, jest dosé zmudny. Dodajemy 4 skladniki prawej strony (4),
kazdy wyrazony przez prawa strone (1). Poniewaz Q(%iy) = Q(y), sktadniki
zawierajace ) wyzeruja sie. Q(x+y) —Q(z—y) daje wartosé 2w(x, y)+2w(y, x),
co wyjaénia klopoty w niesymetrycznym przypadku rzeczywistym. Analogicz-
nie, iQ(x +iy) —iQ(z —iy) = i(w(x, iy) + w(iy, z)) —i(w(z, —iy) +w(—iy, x)) =
—i2w(z,y) +itw(y, ©) —itw(z, y) +i2w(y, ) = 2w(z, y) — 2w(y, r). Dodajac ten
wynik do poprzednio wyliczonej sumy otrzymamy 4w(zx,y).



Nierownosé tréjkata dla normy, podniesiona stronami do kwadratu, to nie-
ré6wnoéé ||z + yl|? < ||z)|? + 2[j=|| - lyll + |ly||?, ktérej lewa strona jest réwna
lz]|? + 2R(z, y) + ||y||?, wiec wystarczy zastosowaé nieréwnoéé ”CBS”, by po-
rownaé $rodkowe skladniki. O

Whiosek. W przestrzeni unitarnej X wzér ¢, (z) := (z, z) okresla funkcjonal
liniowy, ciagly. Jego norma jest réwna | z||. Odwzorowanie X 3 z — ¢, € X*
jest anty-liniowa izometria.
Dowdéd. Z nieréwnosci Schwarza otrzymujemy wprost: |¢. ()| < ||z]|||z], stad
ll¢ll < ||z]]- Nieréwnoéé nie moze by¢ tu ostra, gdyz dla x = z mamy ¢,(z) =
12112 < [|8llllz]|. Addytywna zalezno$é jest oczywista, zas
bre(2) = (2, A2) = A (z). O

(Wkrétce wykazemy, ze na przestrzeni Hilberta kazdy funkcjonal liniowy
ciagly jest tej postaci. Aby to wykazaé potrzebujemy pewnej konstrukeji: rzutu
prostopadlego.)

4.1 Rzut prostopadly

Definicja. Jedli M jest wypuklym, domknigtym podzbiorem przestrzeni uni-
tarnej X, to wektor y € X jest rzutem prostopadlym wektora w na zbiér M,
co oznaczamy y = Pyw, gdy y € M oraz ||w — y|| = dist(w, M).

Twierdzenie. Rzut na zbiér wypukly domkniety M w przestrzeni Hilberta
zawsze istnieje 1 jest wyznaczony jednoznacznie. (Wystarczy tu jedynie zalozyé
zupelnosé M jako podprzestrzeni metrycznej w przestrzeni unitarnej X, nawet
bez zakladania zupelnosci X.)

Dowéd. Dla (dowolnie) ustalonego wektora x istnieje taki ciag (z,) w zbiorze
M, ze dla § := dist(w, M) jest ||w — z,|| — J. Faktycznie, odlegto$é od zbioru,
to kres dolny odlegtosci od jego punktéw: § = inf{|lw — z| : z € M}. Kres
zbioru liczbowego jest zawsze granica pewnego ciggu elementéw tego zbioru.
Jedli istnieje z, := lim z,, to z domknietosci M wynika, ze z, € M, a z ciaglosci
normy -ze ||w — z|| = J. Korzystajac z tozsamosci réwnolegloboku dla x =
W — 2k, Y = W — Zp (przenoszac ||z —y[|* = ||z, — 2¢]|* na jedna strone), mamy

Zm + 2k

2 — 21 = 2([lw — 21| + lw = 20 |?) = [|2(w — 5 )12
Z wypuklosci M wynika, ze 2232 € M, wiec ||w — 22525 || > §, a stad wynika

nieréwnosé
|2m — zkH2 <2(JJw = zk||2 + Jw— zmHQ) — 46> -0 przy m,k — oo.

Prawa strona dazy do zera, gdyz ||w — 2x||? + ||w — 2, ||> — 6%+ §2. Z ostatniej
nieréwnodci (dla z, w miejscu zx, ze W miejscu z,,) wynika tez, ze gdy dla
jakiego$ drugiego wektora z, mamy réwniez |[w — ze|| = 4, to ||z, — ze||* <
462 — 462 = 0. Teza o jednoznacznoéci jest wiec wykazana. [J

Zauwazmy, ze istnienie elementéw minimalizujacych odlegto$¢ mozna tez wykazaé
w innych przestrzeniach unormowanych (niekoniecznie unitarnych) -np. gdy zbiér
wypukly M jest zwarty. Ale z jednoznacznoscia moga by¢ juz ktopoty: np. w R? z
norma ”takséwkowa”

(@ )l = [zl +|y] dla M ={(z,y):z€0,1],z+y=2}

wektor @ = (2,2) jest w jednakowej odlegtosci 6 = 2 od kazdego z punktéw odcinka
M (a nawet od punktéw z dwukrotnie diuzszego odcinka odpowiadajacego parame-
trom z € [0, 2])! Zagadnienia minimalizacji odleglosci bada odgrywajaca wazna role w
matematyce stosowanej tzw. teoria aproksymacji. W przestrzeniach $cisle wypuktych
(czyli takich, gdzie gdzie brzeg kuli nie zawiera zadnego niezdegenerowanego odcin-
ka) mozna wykazaé jednoznaczno$é elementé$w minimalizujacych odlegtosé. Jednak
najwazniejszej wlasnosci rzutu, uzasadniajacej nazwe ”prostopadly”, zawartej w
nastepujacym twierdzeniu -juz nie da sie wykazaé:



Whprowadzmy jeszcze oznaczenie dla relacji prostopadloéci: v L 2z oznacza
(v, z) =0, za$ dla zbioru M niech v L M oznacza, ze V,epr v L 2.

Twierdzenie.(CHARAKTERYZACJA RZUTU) Jesli M jest wypuklym podzbio-
rem przestrzeni unitarnej X, za$ z, € M, to

1. 2z = Pyw & Voen R(w — 24,2 —2) >0
2. Jesli M jest podprzestrzenia liniowa, to z, = Pyyw < Voen w — 2z, L 2.

Innymi stowy, najblizszy punktowi w punkt podprzestrzeni M lezy w kie-
runku prostopadtym do M: w — Py;w L M. Mozna tez spotkaé to twierdzenie
pod nazwa ”wariacyjna charakteryzacja rzutu” (- ale nie ”wariancyjna’!)

Dowdéd. Wektor z; := 2, + t(z — z.) nalezy do zbioru M dla t € [0,1]. (Gdy
M jest podprzestrzenia liniowa, to Vicr 2¢ € M.) Z definicji rzutu wynika, ze
odlegto$¢ w od M jest osiagnieta w punkcie z, = zp. Innymi stowy, funkcja
P(t) := ||w — 2| osiaga warto$é najmniejsza dla t = 0. Ze wzoru (1°) wynika,
ze ta funkcja (jako tréjmian kwadratowy zmiennej t) jest rézniczkowalna. Skoro
osigga ona warto$¢ najmniejsza w lewym koncu przedziatu [0,1], to ¢’(0) > 0.
W przypadku podprzestrzeni, jest to minimum na calej prostej R i wéwczas
¥’'(0) = 0. Wiec wyliczmy:

Y(t) = (W= 2) + (2 = 2)* = |w — 2|” + 20w — 20, 20 — 2) + ]2 = 2*|*.

Stad ¢’(0) = 2R(w — 2, 2. — 2), co wobec wiedzy o znaku ¢'(0) daje pierwsza
teze. W przypadku podprzestrzeni liniowej, gdy z przebiega M, to réwniez
u := z, — z reprezentuje dowolny wektor z podprzestrzeni M. Ale funkcjonal
R-liniowy M > u — R({w — 2., u) jesli nie zmienia znaku na podprzestrzeni
M, to musi sie tam zerowaé¢. W przypadku zespolonym - z zerowania sie czesci
rzeczywistej funkcjonatu C-liniowego u — (w — 24, u) na M wynika zerowanie
sie¢ tego funkcjonatu na M, czyli prostopadloéé wektora w — z, do M.

Implikacje w przeciwnym kierunku wystarczy wykazaé¢ dla zbioru wypu-
klego. Minimalizacja odleglosci w punkcie z, nastapi, jesli wykazemy, ze dla
dowolnie ustalonego z € M dla funkcji ¢ zdefiniowanej powyzej bedzie ¢(0) =
lw— z.]|> < ¥(1) = ||lw — 2||?. Jedli pochodna bedzie nieujemna w (0,1), to
¥ bedzie niemalejaca i to zakonczy dowdd. Ale ¢'(0) > 0, za$ ¢” jest stala
nieujemna, wiec 1)’ jest tez niemalejaca. .

Wynika tez stad nastepujace

Twierdzenie.(O ROZKLADZIE ORTOGONALNYM) Jesli M jest domknieta pod-
przestrzenia przestrzeni Hilberta X, to jej dopelnienie ortogonalne: M+ :=
{y € X : y L M} jest domknieta podprzestrzenia, tworzaca wraz z M su-
me prostag rowna X. Innymi stowy, kazdy wektor x € X ma dokladnie jeden
rozktad w postaci x = z+y dla pewnego z € M,y L M. Oczywiscie, z = Pyx.

(Dla dowodu wystarczy sprawdzié, czy wektor y := x— Py jest prostopadly
do M (to juz wiemy) oraz, czy gdy dla innej pary wektoréw z; € M,y; L M
mamy rowniez dla tego samego x rozklad x = 2z + y1, to 21 = Pyz,y1 = y.
Alev L v = v =0, a taka relacja zachodzidlav = 2 — 2 = wy —w € MNM*.
(Domknieto$é M i to, ze jest ona podprzestrzenia -wynika z faktu, ze M=+ jest
przecieciem (branym po z € M) jader ciaglych funkcjonaléw liniowych ¢,
gdzie ¢, (x) = (z,2).) O

Jak sie wkrotce okaze, zardwno istnienie rzutu na kazda domknieta podprze-
strzen, jak i twierdzenie o rozktadzie ortogonalnym -a nawet istnienie przynaj-
mniej jednego niezerowego wektora prostopadtego do M dla kazdej podprze-
strzeni domknietej Ms o kowymiarze 1 w przestrzeni unitarnej X implikuja juz
zupelnosé X.
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