5 Przestrzenie Hilberta -teoria elementarna

W tym wykladzie M # {0} bedzie domknieta (nietrywialna) podprzestrzenia
przestrzeni Hilberta H, za§ Pp; bedzie rzutem prostopadtym na M. Ten rzut
mozemy traktowaé zaréwno jak operator P : H — H o obrazie zawartym w
M, lub jako operator P : H — M. Przyjmijmy jednak te pierwsza wersje.

Twierdzenie(Wtlasno$ci rzutu)

1. Py jest operatorem liniowym spetniajacym warunek PI%[ = Pyy.
2. M={re€H: x=Pyz}=Py(H)

Norma tego operatora spelnia warunek: ||Py|| < 1.

Zachodzi warunek symetrii: Vg ye g (Pyv, y) = (z, Puy)

oroe W

Gdy P € B(H) oraz P?> = P, to 3y P = Py wtedy i tylko wtedy, gdy
spelnia jeden z warunkéw: 3) lub 4).

Dowéd. Z charakteryzacji rzutu wiemy, ze dla z = aPyrx+ B8Py, jest z € M,
wiec aby wykazaé, ze z = Py (ax 4+ By) wystarczy sprawdzié, czy z — (ax +
By) L M. Faktycznie, ten wektor jest kombinacja a(Pyz — x) + B(Puyy — y)
dwoch wektorow prostopadlych do M. Z definicji wynika, ze zawezenie Py
do M dziala jak identyczno$é, powtdrne rzutowanie rzutu juz nie zmienia tego
wektora. Rowniez teza 2. jest oczywista. Dzieki rozkladowi ortogonalnemu oraz
z twierdzenia Pitagorasa mamy ||z||? = ||Pyz|* + ||z — Pupx||?, co implikuje
nier6wno$¢ z tezy 3. Z warunku prostopadltosci do M wynika, ze

(Pyx,y — Pyy)y = 0, czyli (Pye,y) = (Pya, Payy) Na podobnej zasadzie,
(Pyrzx, Pyy) = (x, Pary), co dowodzi tezy 4.

Z warunku P2 = P wynika, ze dla Q := I — P jest PQ = 0 oraz dla
M := P(H),N = Q(H) mamy rozklad na sume prosta H = M + N. (Kazdy
x € H marozklad x = Pz+(x—Px) € M+ N Na ogd! nie ma prostopadlosci M
do N, a jedynie M NN = {0}, bo gdy # = v — Pv € N, to Pz = Pv— P%v =0,
wigc jedli ponadto x € M, to Px = z, stad x = 0 dla x € M N N.) Aby
wykaza¢ rownos¢ P = Pp; wystarczy np, wykaza¢, ze M 1 N, a nastepnie
skorzysta¢ z jednoznacznosci rozkladu ortogonalnego. Zalézmy wiec warunek
4) i niech x = Pv € M,y = w — Pw € N. Wtedy z L y, bo (Pv,w — Pw) =
(Pv,w) — (Pv, Pw) = (Pv,w) — (P?v,w) = 0, dzigki warunkowi symetrii oraz
réwnoéci P2 = P.

W przypadku, gdy zalozymy warunek 3) dowdd nieco bardziej skompliko-
wany mozna znalezé np. w skrypcie M. Malejki i moim z 2001 r. Wykazuje si¢
tam, ze P = P4, gdzie A = N1 korzystajac z zerowania sie zaréwno P jak
i P4 na podprzestrzeni N i wykazujac, ze te dwa operatory sa réwne tez na
N+ W tym celu rozkladamy dowolny wektor z L N na sume z = x + y, gdzie
x=P(z) € M,y=2z—Pz € N. Wtedy z relacji z L N mamy 2z | y. Poniewaz
Pz = z — vy, za$ z zalozenia, ||z||? > ||Pz||? = ||z — y|* = ||2||* + ||y]|? (z tw.
Pitagorasa). Stad y = 0, za§ Pz = z = P4(z) dla z L N. Poniewaz obwiednia
liniowa N U N+ jest H, otrzymujemy réwnoéé tyh operatoréw liniowych. [J.

Jak sie okaze, warunek symetrii 4. oznacza ze P jest tzw. operatorem
samosprzezonym.

Mozna wykazaé, ze iloczyn dwu projekcji ortogonalnych Pp, Po jest wte-
dy i tylko wtedy projekcja ortogonalna, gdy operatory te komutuja (czyli sa
przemienne(P; P, = PoPp) i wtedy ten iloczyn jest rzutem prostopadlym na
podprzestrzen Pj(H) N Py(H). Natomiast suma jest projekcja wtedy i tylko
wtedy gdy PP, = 0.

Wazny w zastosowaniach jest nastepujay opis ”"podwdjnego dopelnienia”
dla dowolnego niepustego zbioru £ C H. Tu symbol E++ oznacza ”dopelnienie
dopemienia”, czyli zbiér (E+)L. Symbol conv(E) oznacza domknigta otoczke
liniowg zbioru F, czyli najmniejsza domknieta podprzestrzen w H zawierajaca
zbiér E. Co wazniejsze, x € conv(E) wtedy i tylko wtedy, gdy x jest granica
pewnego ciggu kombinacji liniowych elementéw zbioru E.



Twierdzenie. Dla zbioru niepustego £ C H mamy roéwnosé

conv(E) = E++.

Dowéd. Dopelnienie ortogonalne E+ jest zawsze domknieta podprzestrzenia
-jako przeciecie jader funkcjonaléw liniowych ciaglych ¢, gdzie ¢, (x) = (x, 2),
a z przebiega zbiér E. Domknieta jest wiec réwniez podprzestrzen E++ i za-
wiera ona zbiér E, co dowodzi inkluzji ”C”. Gdyby inkluzja byta ostra, to
jej prawa strona (oznaczmy ja Hp) jest tez przestrzenia Hilberta i z twierdze-
nia o rozkladzie wynika, ze istnieje w niej niezerowy wektor z; prostopadly
do conv(FE) (podprzestrzeni wlasciwej w H;). W szczegdlnodci, z; € E+. Ale
poniewaz réwnoczeénie z;1 € H; = E+L, wiec z; L 21, co daje sprzecznosé:
zZ1 = 0.0

W dowodzie wystapito oznaczenie ¢, dla funkcjonaléw skalarnego mnozenia
przez wektor z € H. Okazuje sie, ze nie ma innych funkcjonatéw liniowych i
ciaglych. Zachodzi bowiem nastepujace Twierdzenie o postaci funkcjonalu
(zwane tez twierdzeniem o reprzentacji):

Twierdzenie (F.Riesz, M. Fréchet). Jesli ¢ jest funkcjonalem liniowym
i ciaglym na przestrzeni Hilberta H, to istnieje dokladnie jeden wektor z € H
taki, ze Vpen o(z) = (x, 2).

Dowéd. W nietrywialnym przypadku mozemy dodatkowo zaltozyé, ze ¢ # 0.
Wtedy istinieje wektor z; € H, dla ktérego ¢(z1) = 1. Oczywiscie, z; nie na-
lezy do podprzestrzeni domknietej M := ker(¢). Gdyby H nie byla przestrze-
nig zupelna -nastepnego kroku nie moglibysmy wykonaé: Dzieki zupelnosci H
(istnieniu projekcji ortogonalnej na M, czy w koncu -dzieki rozktadowi orto-
gonalnemu) -istnieja wektory zg € M,z € M+ takie, ze z; = 29 + 2. Stad
1 =¢(z1) = ¢(20) + ¢(22) = ¢(22). Teraz dowolny wektor € H ma rozklad
x = xg + ¢(x)z2, gdzie o = x — ¢(x)2z2 nalezy do M, bo jak tatwo przeliczyé,
@(xg) = 0. Dzieki prostopadlosci zo do M, orzymujemy

0= (z — d(2)2, 22) = (x,22) — §(2) (22, 22) = (2, 22) — ()]|2[>.

Otrzymujemy stad teze dla z = W'ZO'

Dowdéd jednoznacznosci jest prosty: gdyby jakis inny wektor w, oprécz z,
reprezentowal réwniez ¢, to V, mielibySmy 0 = ¢(x) — ¢(z) = (z,z —y) i
wstawiajac z = z — y dostaniemy 0 = ||z — y||? -czyli jednak musi byé¢ z = y.
0.

Gdy przestrzen unitarna Hy nie jest zupelna, to jest ona zanurzalna jako
gesty podzbiér w pewnej przestrzeni Hilberta H (réwnej drugiej dualnej do H).
Istnieje teraz wektor z, € H \ Hy i generowany przez niego funkcjonal ¢.(x) =
(x, z«) na przestrzeni Hy ma tylko jeden mozliwy wektor reprezentujacy w
przestrzeni H -wektorem tym jest oczywiscie z, -lezacy poza Hy. Wiec teza
twierdzenia o reprezentacji nie zachodzi nigdy dla niezupelnych przestrzeni
unitarnych. Z dowodu twierdzenia i z powyzszych rozwazan wyciagamy wiec
nastepujacy:

Whiosek. Dla przestrzeni unitarnej nastepujace wlasnosci sa réwnowazne:
1. Zupelnos¢

2. Zachodzenie twierdzenia o rzucie na domkniete podprzestrzenie (wystarczy-
o kowymiarze 1)

3. Zachodzenie twierdzenia o rozkladzie ortogonalnym

4. Istnienie dla kazdej podprzestrzeni domknietej M o kowymiarze 1 nieze-
rowego wektora prostopadiego do M.



Zauwazmy, ze gdy D jest gesta podprzestrzenig w przestrzeni Hilberta H,
to kazdy funkcjonal liniowy i ciagly na tej podprzestrzeni ma (i to dokladnie
jedno) przedtuzenie do funkcjonatu liniowego ciagltego na H, jest wiec restryk-
cja do ¢.|p do tej podprzestrzeni pewnego funkcjonalu mnozenia skalarnego
przez jednoznacznie okreslony wektor z € H. Wykorzystamy to w nastepujacej
definicji.

Definicja. Operatorem gesto okreslonym w przestrzeni Hilberta H, o warto-
Sciach w orzestrzeni Hilberta H; nazywamy operator liniowy o dziedzinie D
-bedacej gesta podprzestrzenia liniowa w H. Te sytuacje zapiszemy symbolicz-
nie

T:DCH—H,, D=H.

Dziedzing operatora T’ oznaczaé bedziemy symbolem D(T'). Dla operatoréw
gesto okreSlonych T : D(T) € H — H; zdefiniujmy operator sprzezony T*
wzorem

D(T*) :={y € Hy : funkcjonato,oT :D(T) >z — (Tx,y) jest ciagly},

dlay € D(T™) definiujemy T"y = z & Voep(r) (Tz,y) = (2, 2).

Zauwazmy, ze gdy T : D — H; jest ciagly, gesto okreSlony w H, to
ma on dokladnie jedno przedluzenie do operatora T € B(H, H;) i wowczas
D(T*) = D(T*) = H, oraz (T)* = T*. Faktycznie, zaréwno ¢, o T, jak i
¢y 0 T sa ciggle, wicc y nalezy do dziedziny operatora sprzezonego. W przy-
padku operatorow ograniczonych -definicja jest wiec nieco prostsza. Okaze sie
wkrotce, ze dla operatorow nieograniczonych rozszerzenie dziedziny moze istot-
nie zmniejszy¢ dziedzine operatora sprzezonego. W kazdym przypadku mamy
jednak nastepujaca rownosé mogaca réwniez stuzyé za definicje:

Veen () Vyen(r+) (Tr,y) = (2, T"y).

W skrajnym przypadku moze sie zdarzyé, ze D(T*) = {0}. Na ogét bada-
ne sa jednak operatory, dla ktérych T jest réwniez gesto okreslony. Mozna
woéwcezas okreslié nastepne sprzezenie: T** 1 mozna wykazaé, ze jest to zawsze
operator o dziedzinie przynajmniej tak duzej, jak D(T'), choé¢ inkluzja moze
byé ostra. Operator T** oznaczany tez bywa symbolem T, gdyz jego wykres
jest domknigciem (w topologii produktowej) wykresu operatora T'. Oznaczmy
symbolem G(T') wykres operatora T, czyli zbi6r

G(T) ={(z,y) e Hx Hy:2€DT), y =Tz}

Dla pary operatoréw 1 : D; C H — H; symbolem T} C 75 oznaczamy
sytuacje, gdy G(T1) C G(Tz), co jest réwnowazne koniunkcji warunkéw: Dy C
Dy oraz Ty|p, = T, cyli stwierdzeniu, ze operator Th jest rozszerzeniem (czy
tez przedluzeniem) operatora T .

Liniowo$¢ operatora T jest réwnowazna faktowi, ze G(T) jest podprzestrze-
nig liniowa w H x Hy. Méwimy, ze operator T jest domkniety (odpowiednio,
domykalny), gdy G(T) jest podprzestrzenia domknieta w H x H; (odp. gdy
domkniecie jego wykresu jest wykresem pewnego operatora -czyli jest relacja
jednoznaczna). Jako proste éwiczenie prosze sprawdzié, ze gdy T jest gesto
okreélony, to jego sprzezony -operator 1™ jest zawsze domkniety. Mozna wy-
kazaé¢, ze wtedy domykalno$é T jest réwnowazna gestosci D(T*) w przestrzeni
H;. Innym réwnowaznym warunkiem jest istnienie domknietego przedluzenia
T, operatora T -najmniejszym z takich przedtuzen bedzie T'. Na ogét bedziemy
jednak rozwazac¢ przypadek, gdy H; = H, Wéwczas mamy dwie bardzo wazde
definicje:

Definicja. Operator symetryczny, to taki operator gesto okreslony, ze T' C
T*, czyli
(Tz,y) = (x,Ty) (Va,y € D(T)).



Natomiast operator samosprzezony, to taki operator gesto okreslony T : D(T') C
H — H, ze

D(T*) =D(T) oraz Vi ,epir) (Te.y) = (x.Ty).

Méwimy, ze operator T jest istotnie samosprzezony, gdy jego domkniecie jest
operatorem samosprzezonym.

Oczywiscie, w przypadku operatoréw o dziedzienie rownej H symetria im-
plikuje samosprzezono$¢ (mozna tez wykazaé, ze implikuje ograniczonosé =
Twierdzenie Hellingera-Toeplitza). Faktycznie, dla operatora symetrycznego
mamy zawsze D(T) C D(T*) C H. Jedli juz wykazemy proponowane ¢wicze-
nie: "domknietos¢ T*” -to teza tego twierdzenia H-T wyniknie z Twierdzenia
Banacha o Wykresie Domknietym -ktére wkétce wykazemy.

Przyktad. Niech T} bedzie operatorem brania pochodnej z dziedzing Dy := C} (0,1) C
H = L*[0,1]. Gdy f,g € Dy, czyli sa to funkcje klasy C" zerujace si¢ w sasiedztwie
koricéw przedziatu (”funkcje o nosnikach zwartych”)- to Ty f = % = f' i wzér catko-

wania przez czesci daje
(Tif,9) = [fglo — (£, Tag) = —(f,Trg), [, € Do.

Nie jest to symetria, ale iloczynem skalarnym jest tu fol f (t)mdt, wiec zastepujac
T, przez T := iT} i korzystajac z relacji i« = —i, otrzymamy symetrie 7. Operator
T= i% jest symetryczny, gesto okreslony, ale nie jest domkniety. Dziedzing T jest tu
tzw. przestrzen Sobolewa 1. rzedu, oznaczana przez W1[0, 1] lub przez Hi. (Uwaga:
spotyka sie -ukryte pod symbolem HP tak zwane przestrzenie Hardy’ego, np. H?,
ktéra jest przestrzenia Banacha , ale nie Hilberta.)

Réwnowazny opis przestrzeni Sobolewa jest nastepujacy: f € W1[0, 1], gdy f jest
absolutnie ciggta (wéwczas f' istnieje prawie wszedzie) oraz f' € L?[0,1]. Absolutna
ciggloéé oznacza, ze Vesods>o takie, ze suma moduléw przyrostéw f po odcinkach
roztacznych zawartych w [0,1] o sumie dlugosci < ¢ jest mniejsza od e. Klasa funkcji
absolutnie ciaglych jest w pewnym sensie najszersza, w ktérej zachodzi twierdzenie
Newtona-Leibniza (a wiec 1 wzér catkowania przez czesci). A moze nasz T jest istot-
nie samosprzezony? -Niestety, nie! Mozna wykazaé, ze jego domkniecie ma dziedzine
D(T) = {f € H1: f(0) =0 = f(1)} i dane jest tym samym wzorem: i< - wiec
istotnie mniejsza, niz D(T) = Hi. Operator T jest symetryczny, domknigty, lecz nie
samosprzeezony! Co ciekawsze, operator ten ma rozszerzenie samosprzezone. Mozna
wykazaé, ze operator z% na dziedzinie {f € Hi : f(0) = f(1)} jest jednym (ale nie
jedynym) z takich rozszerzen.

Nieograniczone operatory samosprzeezone odgrywaja kluczows role w mechanice
kwantowej, jest to najszersza z klas operatoréw o widmie rzeczywistym (=zawartym
w R), dla ktérych zachodzi twierdzenie spektralne. My jednak skoncentrujemy sie na
bardziej elementarnej teorii operatoréw ograniczonych.

Zalézmy wiec, ze T € B(H).

Twierdzenie. Operacja sprzezenia w B(H) ma nastepujace wlasnosci:

—_

T € B(H), [T = ||T]]
2. (aS + BT)* = aS* + T™
3. (ST)* =T*S*, I* =1

4. T** =T.

Proste dowody mozna pozostawi¢ jako ¢wiczenie, ale moze napisze je za
tydzien.

Przyktad. Operatory projekcji ortogonalnych sa samosprzezone (por. ”wtasnosé sy-
metrii”). Operatorem sprzezonym do macierzy rozmiaru d X d (jako operatora na
(Cd) jest macierz hermitowsko sprzezona. Operatorem sprzezonym do operatora Mg
mnozenia przez funkcje ¢ € L (u1) na przestrzeni L?(p) jest operator mnozenia przez
funkcje sprzezona ¢. Dokladniej, dla f € L*(Q, B, 1) mamy

(My f)(w) = p(w)f(w), weN
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