6 Bazy ortonormalne

Zaczne od uzupelnienia dowodu twierdzenia o wtasnoéciach sprzezenia opera-
toré6w ograniczonych. Przypomniejmy ze dla T' € B(H),y € H definiujemy
wektor T*y tak, by zachodzita relacja

(Tz,y) = (x,T"y),  zeDT). (1)

Nawet w przypadku ogélniejszym operatoréow gesto okreslonych ta relacja wy-
znacza jednoznacznie wektor T*y. Z tej jednoznaczno$ci wnioskujemy o linio-
wosci T*. Na przyklad, dla y;,y2 € H dodajac stronami relacje -otrzymamy

Yz <Ta3,y1 +y2> = <T‘T7y1> + <T1‘,y2> = <‘T7T*y1 +T*y2>7

za$ lewa strona dzicki réwna jest (x,T*(y1 + y2)), stad T*(y1 + y2) =
T*y1 + T*y2. Analogicznie sprawdzamy jednorodno$é T*. Z definicji normy
operatora i z dualnego wzoru na norme

1T = sup{[(Tz, y)| - [zl <1, flyll <1},

podczas, gdy [[T(| = sup{[(z, T*y)| : [lz[| < 1,|lyl| < 1}, wiec dzieki (1)) te
normy sa réowne.

Analogicznie sprawdzamy teze 2. pamietajac, ze skalary wylaczaja sie przed
iloczyn skalarny z prawej strony ze sprzezeniem. Dla dowodu 3. stosujemy dwu-
krotnie relacje -najpierw dla S, pézniej dla T": mamy

(STx,y) = (Tz,S*y) = (Tx,y) = (x, T*S*y).

Rownosé I* = I jest oczywistym wnioskiem z . Natomiast (T*xz,y) =
(x, T**y) Prawa strona jest liczba sprzezona do (T**y, x), za$ lewa -sprzezona
do (T'y, z), co dowodzi réwnosci 4. .

Whioskiem o podstawowym znaczeniu (wynikajacym z réwnosci 3. i 4.)
jest samosprzezonosé operatora T*T. Wkrotce wykazemy, ze dla operatordéw
samosprzezonych ograniczonych (czyli gdy S* = S € B(H)) mamy

S]] = HSLH11_)1<Sx,x>.

Stosujac ten wzoér dla S = T*T, otrzymujemy tak zwana tozsamosé C*:
Vresa ITI? = IT*T|.

Jesli przestrzenn Banacha ma dodatkowo strukture algebry z inwolucjg * spelnia-
jaca warunki 2.,3., 4. i tozsamo$¢ C* oraz ||ST|| < ||S||||T||, to tak zwana konstrukcja
GNS (Gelfanda -Naimarka - Segala) pookazuje, ze ta algebra jest izometrycznie i
algebraicznie izomorficzna z pewna C* -podalgebra w B(H) dla pewnej przestrzeni
Hilberta H. Teoria takich algebr (znana tez pod nazwa ”niekomutatywna geometria”)
jest jedna z intensywnie rozwijanych galezi teorii operatoréw, powiazana z zastoso-
waniami w mechanice kwantowej.

Dalsze wlasnosci operatoréw samosprzezonych (oraz normalnych) poznamy
w nastepnych wyktadach.

6.1 Bazy

Pojecie bazy w algebrze liniowej jest powiazane z jednoznaczna reprezentacja
kazdego wektora danej przestrzeni w postaci (skoficzonej!) kombinacji liniowej
elementéw tej bazy. Niestety, w przestrzeniach Banacha nieskoficzenie wymia-
rowych takie bazy algebraiczne (zwane bazami Hamela) sa uzyteczne jedynie
przy konstrukcji kontrprzyktadéw, badz funkcjonaléw liniowych nieciaglych.
Hamel, uzywajac pewnika wyboru, rozwiagzal negatywnie problem pochodzacy
od Cauchy’ego: ”czy kazdy funkcjonal addytywny na R jest postaci t — at dla
pewnej liczby a ?7. Takie odwzorowanie musi by¢ tez jednorodne wzgledem



skalaréw wymiernych. Traktujac R jako przestrzen wektorowa nad cialem Q
liczb wymiernych Hamel ”skonstruowal” baze, na niej dowolne odwzorowanie
przedtuza sie do odwzorowania liniowego (nad Q) - i to dato kontrprzyklad. Byt
to funkcjonal nieciagly. W przestrzeni zupelnej X nigdy nie istnieje przeliczalna
baza Hamela ({e,, : n € N}:

Wymiar przestrzeni Banacha, jesli nie jest skonczony, musi by¢ nieprzeli-

czalny.
Faktycznie, gdyby przeliczalna baza istniata, to X bedzie sumag przeliczalna
podprzestrzeni M,, := span{ej,ea,...,en}, bo kazdy jej wektor jest skoniczo-

na kombinacja liniowa wektoréw z bazy. Podprzestrzenie wlasciwe maja puste
wnetrze, podprzestrzenie skoficzenie wymiarowe sa domkniete, wiec kazdy zbiér
M, jest nigdzie-gesty. Ich suma mnogosciowa -na mocy twierdzenia Baire’a -ma
puste wnetrze. Nie moze byé réwna X (sprzeczno$¢). Chyba to rozumowanie
przedstawiatem na wykladzie. Jesli teraz X zawiera jakis$ przeliczalny podzbior
gesty D (wystarczy, by jego span byl gesty),to kazdy funkcjonal liniowy ciagly
bedzie zdeterminowny przez swoje wartosci na tym zbiorze D, ilo$¢ wszystkich
mozliwych funkcji na D nie przekracza N§ i jest silnie mniejsza od ¢°. Stad
zacznie wiecej jest funkcjonaléw liniowych niecigglych na X, niz ciaglych.

Praktyczne znaczenie maja jedynie uktady przeliczalne generujace prze-
strzenie osrodkowe.

Definicja. Ciag (e, )nen nazywamy baza Schaudera w przestrzeni X, gdy dla
kazdego wektora = € X istnieje dokladnie jeden ciag skalaréw «, taki, ze

o0
T = Zanen (szereg zbiezny w topologii normy). (2)
n—1

Schauder (uczenn Banacha) skonstruowal baze w przestrzeni C|0, 1], bazy
skonstruowano pézniej tez w wiekszosci znanych o$rodkowych przestrzeni Ba-
nacha. Dopiero w latach 70-tych szwedzki matematyk (i pianista) Per Enflo
skonstruowal przestrzen osrodkowa niemajaca zadnej bazy Schaudera, rozwia-
zujac tym samym problem S. Mazura z Ksiegi Szkockiej (nagroda byla zywa
ges, ktorej jednak nie mégt wywiezé z Warszawy, ze wzgledu na przepisy cel-
ne). Bardzo latwo zauwazy¢, ze w kazdej z przestrzeni ciagowych 2,1 < p < oo
baza Schaudera jest ciag kanoniczny 0-1 -kowy, w ktérym e,, jest ciagiem z je-
dynym niezerowym wyrazem -jedynka na n-tym miejscu. Wykazemy, ze kazda
oérodkowa przestrzen Hilberta H ma baz¢ Schaudera- co wigcej, istnieje w niej
baza ortonormalna. Ponadto odwzorowanie przypisujace wektorowi = € H jego
ciag wspélezynnikéw - przyjmuje wartoéci w £2 i jest izometrycznym izomor-
fizmem. W pewnym sensie, jest (z dokladnoscia do izomorfizmu) tylko jedna
osrodkowa przestrzen Hilberta.

Definicja. Uktad wektoréw {e;};c; C H jest ortogonalny, gdy
Vikes (1 # k) = e; L ex.

Uktad ten jest ortonormalny, gdy jest ortogonalny oraz V; |le;|| = 1. Uklad jest
zupelny, gdy jedynym wektorem prostopadlym do wszystkich e; jest wektor
zerowy. Baza ortogonalna (odp. ortonormalna) nazywamy uktad zupelny, ktory
jest ortogonalny (odp. ortonormalny).

Pierwszym krokiem w konstrukcji baz ortonormalnych jest tzw. proces or-
togonalizacji Grama-Schmidta.

Twierdzenie.( Gram-Schmidt Jezeli tylko ciag wektoréw v,, € H jest linio-
wo niezalezny, to istnieje ciag ortonormalny ztozony z takich wektoow e,, ze
dla wszystkich k € N jest span{vy,...,v;} =span{ey,...,ex}.

Dowdéd. Oznaczmy przez M podprzestrzen span{vi,...,vi} 1 skonstruujmy
ciag ortogonalny f,, rekurencyjnie -przyjmujac f; = v1, majac zas juz okreslo-
ne fi,..., fr zdefiniujmy fry1 = vgr1 — Pyvgs1. Ze znanej wlasnosci rzutu,
Jr1 L M, wszczegblnodci V<11 fr+1 L f;j. Teraz tatwo zauwazy¢, (np. meto-
da indukcji), ze span{vy,...,vx} =span{fi,..., fr}. Po ?unormowaniu”, czyli



definiujac e, = 7o fn otrzymamy uklad ortonormalny spelniajacy nasze wy-
magania. [J

Twierdzenie. W kazdej przestrzeni Hilberta H istnieje baza ortonormalna.
W przestrzeniach osrodkowych taka baze stanowi pewien ciag wektorow.

Dowdéd. Rozwazmy rodzing A wszystkich ukladéw ortonormalnych w H. Aby
wykazaé, ze (w sensie relacji zawierania) istnieje w tej rodzinie element maksy-
malny, weZzmy dowolny lancuch (czyli liniowo uporzadkowany podzbiér £ C A).
Oczywiecie, jego suma: | J L jest tez ukladem ortonormalnym i jest to majoran-
ta tego lancucha. Z lematu Kuratowskiego-Zorna istnieja maksymalne uklady
ortonormalne. Gdyby taki uklad nie byl zupelny, pewien wektor niezerowy
bytby do niego prostopadly. Po ”unormowaniu” tego wektora -jak w proce-
sie grama-Schmidta -otrzymamy wiekszy o 1 element uklad ortonormalny, co
przeczy maksymalnosci. Gdy w przestrzeni H mamy nieprzeliczalny uktad or-
tonormalny, to dla j # k z tw. Pitagorasa widzimy, ze ||le; —ex||* = 2, wige kule
o $rodkach e; i promieniach % sa tu parami roztaczne. To wyklucza o$rodko-
wasé, gdyz podzbior gesty musi mie¢ w kazdej z takich kul jakie$ swoje punkty.
O

Uwaga. Powyzszy dowdd ma zastosowanie réwniez w przestrzeniach nie-
osrodkowych -wéwczas otrzymujemy baze ortonormalng (e;) e, gdzie zbiér J
jest nieprzeliczalny. Bazy Schaudera definiowaliSmy tylko w przyadku oérod-
kowym. Bedziemy jednak w stanie przedstawi¢ w przypadku nieoérodkowym
dowolny wektor x € H w postaci sumy nieskoniczonej

Zajej, gdzie o; = (z,¢€;). (3)
jeJ

Okaze sig, ze a; # 0 jedynie dla przeliczalnie wielu j € J tworzacych (zalezny
od x) zbidr J, = {jn : n € N}, za$ suma (3)) rozumiana jako granica uogélniona
jest robwna sumie bezwarunkowo zbieznego szeregu ZZOZI o, e;.. Przy tym sam
ciag jn zalezy od wyboru rozwijanego wektora x. Moze warto w tym miejscu
sprecyzowaé, jak rozumiemy sumy nieskonczone typu .

Definicja taka jest uzywana w ogdélnej sytuacji abelowych grup topologicz-
nych (w zapisie addytywnym). A wiec niech F(J) oznacza rodzine wszystkich
skoniczonych podzbioréw zbioru J, jest to rodzina skierowana przez relacje za-
wierania. Dla uproszczenia, w naszej sytuacji zapiszmy y; = aje;. Woéwcezas
sume nieskoniczona S = ) jes Y definiujemy jako granice ciagu uogélnionego
(Sk)ker, gdzie dla K = {j1,...jn} definiujemy Sk := >, y;,. Ostatnia
(skoniczona) suma nie zalezy od sposobu ustawienia zbioru K w powyzszy ciag
skoniczony, dzieki przemiennosci i tacznosci dodawania (tu dodawania wekto-
réw w H). Zapis S = ZjeJyj oznacza, ze dla dowolnie wybranego otoczenia
U punktu S (w rozwazanej w danej grupie ropologii -tu w topologii normy
przestrzeni H) istnieje zbiér skoniczony Ky € F taki, ze gdy K € F oraz
Ky C K, to Sk € U. Mozna wykazaé, ze takie sumy nieskonczone nie zaleza
od permutacji zbioru J i gdy H jest cialem skalarow, taka zbiezno$¢ gwaran-
tuje réwniez sumowalnosé modutéw liczb, ilos¢ niezerowych sktadnikéw jest
woéwcezas co najwyzej przeliczalna. Wowczas taka nieskoniczona suma liczb jest
réwna sumie szeregu (bez wzgledu na to, w jakiej kolejnosci ustawimy nieze-
rowe skladniki). Suma nieskonczonej ilosci liczb nieujemnych, to kres gérny
(supremum) zbioru ich sum skoficzonych. Za chwile wykazemy nier6wnosé Bes-
sela, > . s [(z, e;)|* < [|2?]], ktéra jest dosé prosta konsekwencja twierdzenia
Pitagorasa. Daje to wlasnie niezerowanie si¢ jedynie przeliczalnej iloéci wspot-
czynnikéw. Wiec do roboty...

Zalézmy obecnie, ze {e;} jest ukladem (jak kto§ woli latwiej, to ciggiem)
ortonormalnym, niekoniecznie zupelnym

Twierdzenie (Nieréwnosé Bessela). Ciag wspélczynnikéw (z, e;) wektora
x € H jest sumowalny z kwadratem i jego norma w ¢2 nie przekracza ||z]|.



Zapis tej nieréwnosci dla dowolnych ukladéw ortonormalnych i dla ciagoéw -
odpowiednio ma postac:

D @ el <llzl® (odpowiednio, Y |(x,e;)|* < ||z]?). (4)

jeJ n=1

Dowdéd. Niech dla skoficzonnego zbioru indekséw K C J (odpowiednio, dla
K ={1,2,...,k}) symbol Sk oznacza "sume czeSciowg abstrakcyjnego szere-
gu Fouriera: Sk =3, (2, €;)e; (w drugim przypadku jest to E?Zl ...). Jest
to suma wzajemnie prostopadlych wektorow, przy czym Sk jest rzutem orto-
gonalnym wektora x na podprzestrzen skoficzenie wymiarowa My := span{e; :
j € K}. Faktycznie, S € Mk, za$ ortogonalno$é z — Sk L Mg wystarczy spa-
rawdzi¢ tylko dla generatoréw M, czyli dla wektorow e,,,m € K. TO proste
przeliczenie: (Sx — @, em) = > c (2, €5)€5), €m) — (T, €m). Ale (€5, em) = §j,m
(symbol Kroneckera) i z calej sumy wszystkie sktadniki z wyjatkiem tego dla
J = m zeruja si¢ i cale nasze wyrazenie réwna si¢ zero. Z twierdzenia Pitagora-
sa dla rozkladu © = Pxx + (v — Pgx) na sume dwu wektoréw prostopadlych
wnioskujemy, ze ||Prx||? < ||z||?. Ale ponownie stosujac tw. Pitagorasa do
sumy wektoréw prostopadlych, mamy

1Preall® =) [z e)* < Il

JEK

Lewa strona dowodzonej nieréwnosci, to kres gorny takich sum po j € K, wiec
tez jest nie wigksza, niz ||z||?. O

Dowody nastepnego twierdzenia (i jego wypowiedZ) mozna bez trudu uogdl-
ni¢ na sumy nieskonczone, my ograniczymy sie do ciagéw. Tym razem (w dowo-
dzie) uzyjemy oznaczenia P, dla projekcji ortogonalej na zbiér span{eq, e, ..., en}.

Twierdzenie. Dla ciagu ortonormalnego {e,; n < oo} nastepujace warunki
sg rownowazne:

(i) Uklad ten stanowi baze przestrzeni H,

(ii) w nieréwnosci Bessela mamy réwnosé (tzw. Tozsamo$é Parsevala):

lz]|* = ZI (we;)  (vz e H), (TP)

n

(iii)  lim [l - > (weei =0 (Vx e H).
Jj=1

Dowéd. Warunek (i) oznacza, ze podprzestrzen M := span{e;; n < oo} jest
réwna H. W przeciwnym przypadku istnialby wektor z € H o M \ {0}. Z rela-
cji z L e; (Ve;) wynika zerowanie si¢ prawe] strony nier. Bessela (oraz (TP)),
w odréznienu od lewej. Natomiast gdy M = H 3 =z, to ciag P, jest ciagiem
Cauchy’ego, co wynika z nier. Bessela (konkretnie, z sumowalnosci kwadra-
téw wspotezynnikéw) stosowanej do || Pz — Ppx||? = > (=, e;)|?. Jezeli
y = lim P,x, to (x — y,e;) = 0 (Vj), skad wynika réwnos¢ = = y, czyli (iii).
Na koniec, z réwnosci (TP) wynika liniowa gestosé zbioru {e;;j < oo}, gdyz
jedynym wektorem don prostopadlym jest 0. O

Whioskiem z dotychczas poznanych wlasnosci baz jest twierdzenie méwia-
ce, ze z doktadnnosciq do unitarnej réwnowaznosci jest tylko jedna osrodkowa
przestrzen Hilberta: (2.



Twierdzenie. (RIESz, FISCHER).Ustalmy bazg¢ ortonormalna {e,, } przestrzeni
H.

(i) Jezeli ciag skalaréw jest sumowalny w kwadracie: o := {a,,} € £2, to
O(a) =Y aje;
J

jest szeregiem zbieznym.

(ii) Tak okre$lone odwzorowanie ® : /2 — H jest izomorfizmem unitarnyrrﬂ

Dowdd. Tozsamosé Parsevala (a wlasciwie, twierdzenie Pitagorasa) stosowana
do & = xp, — Ty, gdzie xp = Zlf aje; dowodzi, ze dla a € 2 ciag {xp}n jest
ciagiem Cauchy’ego, a jego granica jest ®(a). Izometrycznosé @ jest dokladnie
tozsamoscia (TP). Surjektywnos$é mozna uzyskaé zauwazajac, ze dla h € H
ciag wspolezynnikéw: a; = (h, ;) jest ,sumowalny z kwadratem”, tzn o € ¢2
(dzigki nier. Bessela lub (TP)). Ponadto mamy relacje h — ®(a) L e; (¥5), a
wiec h = ®(«). O
Wiynik tej obserwacji, czyli relacje ® o ®~! = Idy zapiszmy w postaci

oo

T = Z (x,ej)e; (SF)

1

Wzér ten nazywamy rozwinieciem wektora x w szereg ortogonalny lub
(abstrakcyjnym) szeregiem Fouriera wektora x w bazie {e,}5 . Izome-
trycznoéé @~ jest zarazem réwnowazna relacji

(w,y) = (@1, @7 ly) = D (2, ¢5)(ej.y)- (TP2)

j=1

Rzeczywiscie, obydwie strony relacji (TP2) sa formami liniowymi wzgledem
zmiennej x, za$§ antyliniowymi wzgledem zmiennej y. Formy te pokrywaja sie
na ,przekatnej” zbioru H x H, czyli na zbiorze par (x,y), dla ktérych z =y
(na mocy (TP)). Wzér polaryzacyjny, w ktérego dowodzie nie korzysta si¢ z
relacji (x,z) > 0 dla = # 0, dowodzi réwnosci tych dwu form juz na zbiorze
wszystkich par (z,y) € H x H.

Lezyli bijekeja liniows, zachowujaca iloczyn skalarny
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