7 Zastosowania Tw. Baire’a

Banach zauwazyl, ze opracowane w teorii funkcji metody topologiczne mozna
zastosowaé¢ do uzyskania paru podstawowych rezultatéw w teorii operatoréw
liniowych. Zacznijmy od definicji.

Definicja. Zbiér, ktorego domkniecie ma puste wnetrze nazywamy zbiorem
nigdziegestym. Zbiory pierwszej kategorii -to przeliczalne sumy zbioréw
nigdziegestych. Pozostale zbiory nazywamy zbiorami drugiej kstegorii.

Zbiér, ktory nie jest nigdziegesty jest gesty w pewnym otoczeniu jakiego$
punktu (to uzasadnia nazwe). Zaden zbiér otwarty niepusty U nie zawiera sie
w domknieciu zbioru nigdziegestego E, wiec w kazdym takim U zawiera sie
punkt xy spoza E. To oznacza, ze pewne otoczenie xq jest rozlaczne z E. Tak
wiec zbiér E jest nigdziegesty < gdy w kazdym niepustym zbiorze otwartym
zawiera sie jego niepusty podzbiér otwarty roztaczny z E. W przestrzeniach
metrycznych zamiast "niepusty zbiér otwarty” mozemy uzy¢é w tej charakte-
ryzacji stowa "kula”. Ta obserwacja jest pomocna w dowodzie nastepujacego
twierdzenia R. Baire’a.

Twierdzenie (Baire). Przestrzen metryczna zupelna jest zbiorem II kategorii.
Co wiecej, zbiory I kategorii maja w niej puste wnetrze (sa brzegowe).

Dla dowodu wystarczy wykazaé, ze gdy E = |J~ | E,, gdzie V,, int(E,,) = 0,
to w dowolnie wybranej kuli By = B(xg,r) jest punkt x, nienalezacy do E
(bo wnetrze E, jako zbioér otwarty zawarty w E jest albo zbiorem pustym,
albo suma pewnej ilosci kul.). Z nigdziegestosci F; istnieje zawarta w By kula
By := B(z1,m) rozlaczna z E;. Mozemy w razie potrzeby zmniejszy¢ promien
tak, by byto r; < 1 oraz by B; C By byla roztaczna z Ey. Ta kula B; zawiera
kule Bs o promieniu ro < %, ktoérej domkniecie jest roztaczne z Es. Kontynuujac
rekurencyjnie te procedure, otrzymamy zstepujacy ciag roztacznych z E,, kul
domknietych B,, o promieniach 7, zmierzajacych do zera. Dzieki zupemodci,
ich przecigcie jest niepuste i gdy z, € ), B, tox, ¢ E. 0O

(Co ciekawe, teza twierdzenia Baire’a zachodzi tez w pewnych przestrze-
niach niemetryzowalnych X- a mianowicie w tzw. przestrzeniach zupelnych w
sensie Cecha. Sa to takie przestrzenie calkowicie regularne (:T3%), ktére sa
podzbiorami typu Gs w pewnej swojej kompaktyfikacji bedacej przestrzenia
Hausdorffa. -np. w kompaktyfikacji X.)

Definicja. Zbiér A w przestrzeni unormowanej (X, || - ||) nazywamy ograni-
czonym, gdy sup{|ja|| : a € A} < oo. Natomiast méwimy, ze A jest stabo
ograniczony , gdy dla kazdego funkcjonalu liniowego ciaglego ¢ € X' jest
sup{|p(a)| : a € A} < .

Oczywiscie, zbiory ograniczone sa stabo ograniczone, gdyz zawsze |¢(x)| <
llo|ll|l=]|- Implikacja przeciwna wydaje sie malo prawdopodobna, ale jednak za-
chodzi! mamy bowiem dwa fundamentalne wyniki:

Twierdzenie (Banach - Steinhaus). Ciag operatoréw T,, € B(X,y) punkto-
wo ograniczony na przestrzeni zupelnej X jest ograniczony jednostajnie (tzn. w
normie operatorowej) Zamiast punktowej ograniczonosci na calej X -wystarczy
zalozy¢ ograniczono$¢ w punktach jakiego$ zbioru drugiej kategorii.

Zasada jednostajnej ograniczonoSci. Zbiory slabo ograniczone w (kazdej)
przestrzeni unormowanej sa ograniczone w sensie normy.

Dowody. Dla dowodu pierwszego twierdzenia zdefiniujmy zbiory
Ay i={z € X :¥,||Tn(2)]| < k}.

Jako przeciecia (po n € N) przeciwobrazéw zbioru domknietego [0, k] przez
funkcje ciagte x — ||T;,(x)]|| -sa to zbiory domkniete. Punktowa ograniczonosé
oznacza, ze Vo3V, |[Thx| < k, czyli oznacza ona, ze | J, Ar = X. Ale w my#l
twierdzenia Baire’a X nie moze by¢ suma przeliczalna zbioréw domknietych o



pustych wnetrzach. Dla pewnego k € N mamy wiec zbiér Ay zawierajacy jakas

kule (bez straty ogdlnosci -domknieta): B(zo, R). Innymi stowy,
[z —zol| S R= [[Tn(2)| <k (Vn)

Stad juz latwo wywnioskowaé, ze ||T,| < %, czyli nasza teze.

Faktycznie, chcemy oszacowaé || T,(2)| edy ||z|| = 1. Wtedy Rz + zp €
B(zo, R) i w konsekwencji, || T}, (zo + R2)|| < k. Srodek kuli tez do niej nalezy,
wiec || T (—z0)|| = [|Tn(zo0)|| < ki stosujac nier6wnosé tréjkata dla normy sumy
Ty (zo+Rz)—T,(x0) otrzymamy ||T,,(Rz)|| < 2k. Dzigki jednorodnosci, wynika
stad teza.

W sformutowaniu Zasady Jednostajnej Ograniczonosci moze budzi¢ pewien
niepokdj brak zalozenia o zupelosci. Ale zupelna przestrzenia jest zawsze
B(X,K) = X’ -ze wzgledu na zupelno$¢ rozwazanego ciala skalaréw. Gdy-
by zbiér A nie byl ograniczony, to pewien ciag wektoréw a, € A mialby
|lan]| — oco. Zanurzenie kanoniczne X w druga dualna przypisuje wektorom a,,
funkcjonaly j(ay,) -oznaczmy je przez T,,. Czyli T,,(¢) = ¢(ay,). Sa to operatory
liniowe ciagle na przestrzeni dualnej X’ i punktowo ograniczone, bo A jest, z
zalozenia, stabo ograniczony. Twierdzenie Banacha-Steinhausa implikuje ogra-
niczono$é: sup,, ||Ty,|| < co. Ale z dualnego wzoru na norme (= izometrycznosé
j: X — X"”) mamy sprzeczno$é, bo [|T,|| = |lan| — oco. O

W dalszym ciggu wyktadu X,Y beda przestrzeniami unormowanymi.

Definicja. Ciag operatoréw T,, € B(X,Y), nazywamy silnie zbieznym do
operatora T, gdy

Veex||Tx — Thx|| — 0, co zapisujemy T, — T (SOT).

”SOT” oznacza ”Strong Operator Topology”. Jest to zbiezno$é¢ w topologii rodzi-
ny seminorm p, : B(X,Y) 3T — p(T) := ||Tz||, indeksowanej przez = € X.

Z kolei, staba zbiezno$é¢, onzaczana T, — T (WOT) to zbiezno$é¢ w topologii
(WOT) okreslonej przez seminormy py (1) := |¢(T'x)|. Zbiorem indekséw dla
tej rodziny seminorm jest iloczyn kartezjanski X x Y’. Tak wiec,

T,I — T (LVOT) = v{l:EX.OGY’ O(THT - TT") — 0.

Na przyklad, w przestrzeni Hilberta H taka slaba zbiezno$é dla T,, € B(H)
oznacza, ze Vg yeu(Thz,y) — (Tx,y).

WiasnoSsci.Implikacje dla zbieznoéci: jednostajna = silna = staba zachodza,
lecz zadna z przeciwnych nie ma miejsca (np. w nieskonczenie wymiarowych
przestrzeniach Hilberta). Granice stabo (odp. silnie) zbieznego ciagu operato-
row liniowych ograniczonych -jest operatorem liniowym ograniczonym.

Faktycznie, implikacje wynikaja z nieréwnosci: ||T,xz — Tz|| < ||T. — T|||=]|
oraz |¢p(Tpx — Tx)| < ||9|||Tnx — Tx||. Przykladem ciagu silnie zbieznego, lecz
nie w normie operatorowej jest ciag projekcji ortogonalnych P, na M, :=
span{ey,...,e,} dla pewnej bazy ortonormalnej w przestrzeni Hilberta H.
(SOT)-lim P,, = I (identyczno$é), z twierdzenia o abstrakcyjnym szeregu Fo-
uriera. Natomiast [|[I — P,|| =1 4 0, bo I — P, jest projekcja na M.

Jesli ¢ jest niezerowym funkcjonalem na X, za$ ciag wektoréw vy, € Y
jest stabo zbiezny do zera, lecz nie w normie (np. ciag ortonormalny), to ciag
operatoréw okreslonych wzorem T,,(z) := ¢(x)y, jest stabo, lecz nie silnie
zbiezny do zera (prosze sprawdzic).

Ograniczono$¢ granicy ciagu operatorow liniowych wynika z tw. Banacha-
Steinhausa (jej liniowo$¢ jest bardzo latwa w dowodzie).

Innym wnioskiem z tego twierdzenia jest rozbiezno$é¢ szeregdéw Fouriera
dla ”wiekszosci” funkeji ciaglych i okresowych w przedziale [—m, w]. Wiekszosé
oznacza tu zbior I kategorii. Funkcjonaly brania wartosci w punkcie t = 0 z
n-tych sum czesciowych szeregu Fouriera funkjcji f dane sa wzorem S,,[f](0) =



1 27 . . c . sin((n+3)t)
= f(t)Dy,(t) dt, gdzie D, to jadro Dirichleta, D, (t) = —-—2—. Normy

27 JO sin 5

tych funkcjonaléw na przesrzeni Cp., [0, 27 funkeji ciagtych i okreszowych (z tw.
Riesza o reprezentacji), to normy L! z funkcji D,, i jak nietrudno sprawdzié
(np. wykorzystujac rozbieznosé calki fooo |Si?t | dt), stanowia one ciag nieograni-
czony ( o asymptotyce log(n)). Zbiezno$é ” punktowa w punktach f” tego ciagu
moze wiec zachodzi¢ tylko dla f ze zbioru pierwszej kategorii.

Innym nietrywialnym zastosowaniem twierdzenia Baire’a jest nastepujace

Twierdzenie Banacha o odwzorowaniu otwartym. Gdy X,Y sa prze-
strzeniami Banacha, to kazdy operator liniowy ciagly i surjektywny T € B(X,Y)
jest odwzorowaniem otwartym. Otwartosé oznacza tu, ze obrazy zbioréw otwar-
tych sa otwarte.

Inna wazna interpretacje otwartosci operatora T' podam w nastepnym wy-
ktadzie. Na chwile przyjmijmy, ze udowodniliSmy nastepujacy Lemat:

Lemat ”o usuwaniu domknieé”. Przy zalozeniach twierdzenia, jezeli do-
mkniecie obrazu T'(Kx (0,1)) kuli jednostkowej w X zawiera kule Ky (0, R) o
promieniu R w przestrzeni Y, to sam obraz kuli powigkszonej Kx(0,2) tez
zawiera tez te kule Ky (0, R).

Wtedy dowdd twierdzenia Banacha przebiega nastepujaco: Poniewaz X jest
suma kul K, := Kx(0,n), a obraz sumy jest suma obrazéw, tu réwna Y, wiec z
twierdzenia Baire’a dla pewnego m € N domkniecie obrazu T'(K,,) ma niepuste
wnetrze. Jak sie tatwo przekonaé, to wnetrze -jest to zbior absolutnie wypukty,
wiec zawierajacy zero. Stad dla pewnego r > 0 mamy T(K,,) D Ky(0,r).
Korzystajac z jednorodnosci T' i z homeomorfizmu x +— cx gdy ¢ € K\ {0},
wnioskujemy, (dla ¢ = %,R = cr), ze T(K1) D Ky(0,R). Teraz stosujemy
lemat, podwajajac promien -pozbywamy sie domkniecia, otrzymujac T'(K3) D
Ky (0, R), lub -co réwnowazne, Ky (0, %) C T(K,) oraz Ky (0, %5) c T(Ks).
Stad juz tatwo wnioskujemy o otwartosci obrazu T'(U) dla dowolnego zbioru
otwartego U. Gdy y € T'(U), to dla pewnego x € U jest y = T'(x). Z otwartosci
U, Js>o K(l’, 5) =x+ Ks CU. Stad T(x + K(s) = erT(Kg) D erKy(O, RT‘S)
Tu korzystamy z liniowosci T'. tak wiec y € int(T(U)). O

Szczegdly dowodu lematu i komentarze do powyzszego dowodu przedstawie
za tydzien.

Z twierdzenia o odwzorowaniu otwartym wynikajg nastepne dwa twierdze-
nia Banacha:

Twierdzenie o izomorfizmie. Jezeli mamy przestrzenie Banacha X,Y i bi-
jekcje liniowg ciagta T : X — Y, to odwzorowanie odwrotne 77! : Y — X tez
jest ciagle.

Faktycznie, cigglo$é operatora S := T~ jest réwnowazna temu, ze preciwo-
braz S~1[U] od dowolnego zbioru otwartego U w przestrzeni X jest otwarty. Ale
z elementarnej teorii mnogosci, ten przeciwobraz jest réwny obrazowi zbioru U
przez T'.

Twierdzenie o wykresie domknietym. Jezeli dla przestrzeni Banacha X, Y
wykres odwzorowania liniowego T : X — Y jest zbiorem domknietym w topo-
logii produktowej, to T jest ciagte.

Przestrzen X x Y mozemy unormowaé przyjmujac ||(z,y)| := ||z| + ||yl|-
Wykres T, to zbiér I'p := {(z,y) € X XY : 2z € X,y = T(x)}. Jest to
podprzestrzen liniowa w X x Y. Jedli jest ona domknieta, to jest zupelna.
Mamy bijekcje liniowa ciagta: Px : I'r > (x,Tz) — = € X. Wiec i bijekcja
odwrotna jest ciggla. Ale Pgl(:ﬁ) = (z,T(x)), wiec oblozenie tej bijekcji przez
rzut Py z iloczynu kartezjanskiego na przestrzen Y daje odwzorowanie T i jako
zlozenie odwzorowan ciaglych- jest ciagle. [J
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