8 Zastosowania 3 Twierdzen Banacha

7 poprzedniego wykladu pozostal nam do wykazania najbardziej techniczny
fragment, czyli:

Lemat ”o usuwaniu domknieé”. Przy zalozeniach twierdzenia (= zupelnosé
przestrzeni X, liniowo$¢, ciagltoéé T'), jezeli domkniecie obrazu T(K x (0, 1)) kuli
jednostkowej w X zawiera kule Ky (0, R) o promieniu R w przestrzeni Y, to
sam obraz kuli powigkszonej K x(0,2) tez zawiera tez te kule Ky (0, R).

Najpierw jednak podajmy pewna interpretacje jego zalozen i zestawmy to
z analogiczng interpretacja otwartosci operatora 7. Nie wszyscy o tym wiedza,
a to dos¢ wazne:

Otwarto$¢ T € B(X,Y) oznacza dokladnie tyle, Ze istnieje pewna stala
C > 0 taka, ze dla kazdego y € Y réwnanie

Tr=y (1)
ma rozwigzanie x € X spelniajace warunek

]l < Cllyll- (2)

Natomiast zalozenia lematu ”o usuwaniu domknieé” sa réwnowazne temu,
ze istnieje pewna stala C' > 0 taka, ze dla kazdego y € Y i dla kazdego € > 0
rownanie ma ”przyblizone z dokladno$cia € rozwiazanie” x € X spelniajace
oszacowanie (2), czyli takie = spelniajace to oszacowanie, ze |ly — Tz| < e.

Faktycznie -przesledzmy, co te warunki oznaczaja w przypadku, gdy ||y| <
p = . Znajdujemy wtedy dla réwnania rozwiazanie x (odp. jego "rozwia-
zanie x. z dowolnie zadana dokladnoécig rzedu €) o normie ||z|| < r. Oznacza
to, ze obraz kuli Kx(0,7) (odpowiednio -ze domkniecie obrazu tej kuli) zawie-
ra kule Ky (0, p). W pierwszym przypadku, jak juz zauwazyliSmy w dowodzie
twierdzenia Banacha o odwzorow. otwartym (z zalozona prawdziwoscia Lema-
tu) -implikuje to otwarto$é¢ obrazéw dowolnych zbioréw otwartych w X.

Dowé6d Lematu. Pomyst Banacha polegal na skonstruowaniu rozwiazania
doktadnego przy uzyciu rozwiazan przyblizonych. Proces ten bedzie polegat
na tym, ze gdy otrzymamy jakie§ rozwiazanie przyblizone, to powstaje jakis
(mozliwe, ze niezerowy) blad i w nastenym kroku zajmiemy sie przyblizaniem
tego bedu itd. Sumowanie otrzymanych korekt (dzigki zbieznosci bezwzglednej
powstalego szeregu korekt) da na koncu rozwiazanie dokladne. Kluczem jest
tu odpowiednie zmniejszanie miary dopuszczalnego btedu (czyli €).

Mozemy bez zmniejszania ogolnosci zastapi¢ operator 1" przez %T , wtedy
zalozenie Lematu przyjmie postac:

Ky(0,1) C T(Kx(0,1)).

WeZmy teraz dowolny wektor yo z kuli jednostkowej Ky (0,1). Dla e = % Znaj-

dziemy z1 € Kx(0,1), dla ktérego ||yo—Ta1]| < %. Stosujac izomorfizm liniowy
”skracanie wektora o polowe”: X 3 & — %:17 € X w przestrzenni X i jego od-
powiednik w Y widzimy, ze
1 1
Ky (0, 5) C T(Kx(0, 5))

Te inkluzje stosujemy do wektora y; := yg — Tz1, znajdujac dla € = i wektor
xo € K(0, %), dla ktérego norma wektora ys := y; — T spelnia ||yz|| < i.
Kontynuujac- otrzymujemy dwa ciagi: wektory z,, € X oraz wektory y, takie,
ze

Han < 2_n+1ayn = %Yo — (Txl +...+ Tajn) oraz ||yn71 - Tan <27

Poniewaz Y ||z,| < oo, zupelno$é przestrzeni X implikuje zbieznosé szeregu
T, = Yo7 oraz nieréwnoéé [z.| < X |lzall < Yoo, 5k = 2m. Poniewaz
lyo — T p_y x)|| < 27+ otrzymujemy yo = T'(z.) oraz z. € Kx(0,2).0



Teraz mozemy przej$¢ do wybranych zastosowan. Najwiecej bedzie doty-
czyc twierdzen o izomorfizmie i o wykresie domknietym. Po pierwsze, ciaglosé
operatora T~! okreslonego (dla injektywnego T' € B(X,Y)) na podprzestrzeni
T(X) C Y oznacza, ze dla pewnej stalej M jest || T~ 1y|| < M||y|| dla wszystkich
y € Y. Podstawiajac y = Tz otrzymamy ||z|| < M||Tx|, czyli |Tz|| > 7 |||
-tak zwane ”oszacowanie od dotu” Najwigkszym ograniczeniem od dolu jest
inf{]| Tzl : [z = 1}.

Whniosek 1. Gdy X,Y sa zupelne, za§ T € B(X,Y) jest injekcja, to obraz T,
czyli zbiér T(X) jest podprzestrzenia domknieta wtedy i tylko wtedy, gdy T
jest ograniczone od dolu, czyli gdy inf{||Tz|| : ||z|| =1} > 0.

Faktycznie, gdy T'(X) jest domknieta -to jest zupelna i wéwezas T : X —
TX jest w przypadku injekcji- izomorfizmem, Na odwrét, ograniczonosé od
dolu w polaczeniu z zupelnoscia X implikuje zupelno$é T'(X), ktéra z kolei
daje donknigtosc.

Whiosek 2. Stosujac norme ilorazowa w przestrzeni X/ ker(T") mozna wyka-
zaé, ze dla dowolnego T' € B(X,Y') domknietosé T'(X) jest réwnowazna warun-
kowi

inf{||Tz|| : dist(z,kerT) =1} > 0.

Whiosek 3. Gdy dwie normy ||-|| oraz |- ||« na tej samej przestrzeni wektorowej
X sa poréwnywlne - czyli gdy dla pwenej stalej M jest V.ex|z|l« < M|z|,
przy czym w kazdej z nich X jest zupelna, to normy te sa réwnowazne.

(stosujemy Wniosek 1. lub bezposrednio Twierdzenie o Izomorfizmie do
identycznosci I : (X, |- ||) = X, || - [|+)-

Whiosek 4. Gdy operator My : LP(n) > f — ¢f mnozenia przez funkcje
mierzalna ¢ przeksztalca przestrzen LP () w podzbidr tej samej przestrzeni, to
jest on ograniczony oraz gdy ponadto z warunku pu(E) > 0 wynika, ze istnieje
podzbidr mierzalny Ey C E taki, ze 0 < p(Er) < 00, to ¢ € L ()

Tu wystarczy stosowaé twierdzenie o wykresie domknietym, a w drugim
przypadku zauwazy¢, ze funkcja charakterystyczna zbioru Fy nalezy do LP(u),
co pozwoli na wykazanie, ze wtedy |[|[My| = ||¢|lco. Tu bierzemy E; := {t :
|o(t)| > C}, gdzie C jest najwigksze (supremum) o tej wlasnosci, ze u(E7) > 0.
Wiedy C = [[6]]oo-

Whniosek 5. Jedli ciag wektorow e, w przestrzeni Banacha X stanowi baze
Schaudera w X, to funkcjonaly e} wspolrzednych w tej bazie sa ciagle, gdzie

dla x € X mamy
r= Z e;(x)e;.

j=1

Szkic dowodu: Najpierw sprawdzamy, ze operatory sum czesciowych Sk[z] :=
ko« . s . S

> =1 (x)e; maja normy wspdlnie ograniczone. W tym celu definiujemy druga

norme || - ||« na przestrzeni X wzorem

]l = Sl;pHSk[w]IL

Poniewaz z definicji bazy, x = lim Si[x], z ciagtosci normy ||z|| = lim || Sk[z]|| <
|||« Wige ||z||« =0 = = = 0. Nieréwnos¢ tréjkata i jednorodnosé dla tej no-
wej normy tatwo sprawdzamy. Ponadto ||z|| < ||z||.. Jesli wykazemy zupelnosé
(X, - ||+), to w my$l Wniosku 3. otrzymamy réwnowaznos$é tych norm. Teraz
lez(@)es | = 1S5la] — Ss-1lz]l < 2lall. < 2K]|z] , gdaie K jest stala 7 wa-
runku réwnowaznosci tych norm. Dzielac przez ||e;|| otrzymujemy teze. Dowdd
zupelnosci X w || - ||« mozna znaleZé np. w skrypcie M.Malejki, K.R. str.144.

Whniosek 6. Jedli w przestrzeni Banacha M jest podprzestrzeniag domknieta
posiadajaca domknigta podprzestrzen N dopelniajaca do X w tym sensie, ze
X jest suma prosta :

X=M+N,MnN = {0},



to projekcja (rzut) P na M w kierunku N jest operatorem liniowym ciaglym.
(zawsze zachodzi teza przeciwna: "gdy P € B(X) spelia warunek P? = P
(czyli Po P = P, to X = P(X) ¢ ker(P) (suma prosta dwu podprzestrzeni
domknietych, P jest rzutem na P(X) w kierunku ker(P)”.

Dowdd. Odwzorowanie ”sumowanie”:

S:MxN>(zy —z+yeX

jest bijekcja liniowa (bo suma jest prosta). Jej ciaglo$é jest oczywista. Odwzo-
rowanie odwrotne ma postaé zestawienia S~1 = (P, I — P), gdzie P(z +y) = =
dlaz € M,y € N. I oznacza, jak zwykle, identycznosé, czyli (I — P)(z+y) = y.
Z tw. o izomorfizmie, to zestawienie, a wiec i jego pierwsza sktadowa, czyli P
-jes ciagle, o ile M x N jest zupelna. A tak jest dla pary domknietych podprze-
strzeni. Zauwazmy jeszcze, ze obraz P, czyli P(X) jest jadrem I — P, co przy
ciggltosci P implikuje domknieto$é M.

Jesli chodzi o przyklady podprzestrzeni nieuzupelnialnych, to z reguly sa
one nielatwe. Jeden mozna znalezé w ksiazce Analiza Funkcjonalna W.Rudina.
Ja podalem inny w moim zbiorze zadan z analizy funkcjonalnej (wyd. AGH
2008r):(zadanie 3.149, s. 100 ). Co do wystepujacych tam przestrzeni Banacha,
ktére nie sa izomorficzne z domknietymi podprzestrzeniami w £', to jest ich
sporo: wynika to z nastepujacego twierdzenia I. Schura:

Twierdzenie. Ciag (zwykly -nie uogélniony!) (z,,) w przestrzeni ¢!, ktéry
jest stabo zbiezny do zera, czyli taki, ze dla kazdego ¢- funkcjonalu liniowego
ciaglego na ¢! mamy ¢(x,,) — 0 -jest zbiezny do zera w normie.

7 nieréwnosci Bessela wynika np. , ze w przestrzeni Hilberta kazdy ciag
ortonormalny jest stabo zbiezny do zera (bo wiemy, jaka posta¢ ma ¢ € H'.)
Ta wlasno$¢ Schura jest czyms bardzo wyjatkowym -wiekszo$¢ przestrzeni nie-
skoniczenie wymiarowych -nawet L!(R) z miara Lebesgue’a jej nie posiada (por.
Lemat Riemanna-Lebesgue’a).

Ostatnim z wnioskéw jest wspomniane wczesniej twierdzenie Hellingera-
Toeplitza:

Twierdzenie. Gdy dziedzina operatora sprzezonego do operatora gesto okre-
slonego w przestrzeni Hilberta jest cala przestrzenia, to operator ten jest ogra-
niczony.

Dla dowodu trzeba najpierw rozwiaza¢ ”zadanie domowe” | ktére brzmialo:
”Operator sprzezony T ma zawsze wykres domkniety”. Nastepnie skorzystaé
z twierdzenia o wykresie domknietym. Otrzymujemy ciaglo$é T*. Sprzezenie
ostatniego operatora jest domknieciem T, a wiec rozszerzeniem T'. Jest to ope-
rator ograniczony, co implikuje ograniczonosé¢ samego operatora 1. Zauwazmy
jeszcze, ze sama domknietodé¢ dziedziny T* da nam jedynie ograniczono$é¢ T
-to moze byé nawet operator zerowy o dziedzinie {0}, ale wtedy nie mozemy
przejsé do dowodu ograniczonosci samego 7.

Dalsze zastosowania twierdzen Banacha mozna znalezé w teorii algebr Ba-
nacha, czy w tak zwanej teorii automatycznej ciaglosci (np. monografia (A.M.
Sinclair ” Automatic Continuity of Linear Operators” LMS Lecture Notes Series
(21) 2010.
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