1 Analiza funkcjonalna

1 Wyklad nr 1

Przestrzen wektorowa topolologiczna, X nad ciatem K (K = R lub C) to przestrzenn wektorowa z
topologia w ktérej dziatania sa ciagte czyli:

m:KxX 3 (a,v) —aveX

s X x X5 (uw) — utweX } sa ciagle w topologii produktowej

Przyklad: R" z topologia dyskretna nie jest PWT, bo gdy v # 0 to (£,v) — (0,v) wR x X
%v # 0 wigc %v — 0 w topologii dyskretne;j
Przyktad: Przestrzen unormowana jest PWT.

Np. || - || : X — R jest norma gdy:

1) ||z]| >0Vx #0

2) |lazx|| = |o||z|| Va € K,z € X

3) o+ yll < ][ +[lyll
Metryke okreslona przez norme nazywamy funkcje d(z,y) = ||z — y||
|z =zl =z —y+y -z
Baza otoczen punktu z jest { B(zo,r);r > 0}

Ciaglos¢ s: Wystarczy dla r > 0,9 = ug + wg znalezé otoczenie W pary (ug, wp) takie by s(w) C
B(zg, )

W = B(ug,r1) % B(wp,r2) czyli chodzi o to, by z nieréwnosci

{ ||z — ugl| <71
|y — wol| <71

zo

——
[l +y —up+wol| <r
<

|z — ol + [ly —wol[ <7
ry = %r—”dobre”

Odwzorowanie || - || : X — R jednorodne i subaddytywne czyli spetniajace warunki 2) i 3) nazywamy
seminorma (pélnorma). Wéwczas d(z,y) = ||z — y|| jest “pseudometryka’-semimetryka

Gdy || - || jest seminorma, to ker(|| - ||) := {z € X : ||z|| = 0} jest podprzestrzenig wektorowa w X.

Na przestrzeni ilorazowej wzgledem relacji réwnowaznosci:
z~y e[|z —yll = 0czyli X g (= X)o) = {[z] : 2 € X}

wzor||[z]|| = ||x|| okresla normeg:

[2] + [y] := [z + 9]

alz] == [ax]

(éw: seminorma || - || okresla PWT, ta topologia jest Hausdorffa (7%) < gdy || - || jest norma)

Dla zbiorow A, B C X ich sume Minkowskiego definiujemy jako:
A+B={a+b:ac Abe B}
reXtor+A={r+a:ac A}

Wiasnosci PWT:
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r_2 zamiast r_1, ale dalej wystarczy brać r_1=r_2
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Highlight
Nie zmierza do zera! (W top. dyskretnej tylko ciągi stałe od pewnego miejsca są zbieżne
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Highlight
Stąd wynika nierówność trójkąta d(x,z)\le d(x,y) + d(y,z)
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1) Odwzorowanie translacji7y : X > v — v—x € X oraz “podobiefistwa” M, : X v — ay € X
2) Suma i kombinacja liniowa odwzorowan ciagtych sa ciagte (np Vo, 8 € K, g, f € C(w, X)) =
af + PBg € X jest ciagte)

Przyktad seminormy w R?, ktéra nie jest norma: ||(z, y)|| := |z|

[[/(0,9)]| := ker|| - || Odwzorowanie T : R? > (z,y) — ax + By € R jest ciagle jedynie(<) gdy
B=0

(¢w. ker|| - || =domknigcie zbioru{0})

DEF. Odwzorowanie T : X; — X5 izomorfizm PWT X oraz X5 gdy

1) T jest homeomorfizmem

2) T jest liniowe
DEF. Zbiér W C T jest

— wypukly gdy Vo > 0(a+ =1= oW + W C W,Vx,y € Wax + Sy € W)
— zbalansowany gdy o € K|a| < 1,toaW C W
— absolutnie wypukly, gdy jest wypukly i zbalansowany (< VaW + W C W, |a| + 5] < 1)
— pochlaniajacy gdy Vz € X Ja > 0V3 > ax € W (dla zbioréw wypuktych W jest pochtania-
jacy © Ve € X In > 0x € nWW)
(éw. Kazde otoczenie zera jest pochtaniajace)

Gdy zbiér W jest pochtaniajacy, funkcjonal Minkowskiego zbioru W definiujemy wzorem
Py (z) :=inf{t>0:zctW}

Lemat: gdy W jest pochlaniajacy i absolutnie wypukty to P,, jest seminorma.

Twierdzenie Minkowskiego
Zbiér W C X w przestrzeni wektorowej X jest “z doktadnoscia do brzegu” kula o §rodku O dla pewnej
seminormy || - || < W jest absolutnie wypukty, pochtaniajacy tzn. {x : ||z|| < 1} C W{x : ||z|| < 1}

Lemat: W kazdej PWT istnieje baza ztozona ze zbalansowanych otoczen zera

Dowéd: Niech v bedzie otoczeniem zera. Niech D = {a € K : |a] < 1}

Z ciagtosci mnozenia K x X > (o, v) — av € X w punkcie (0, 0)

= ds-otoczenie 0 w K, 3U-otoczenie 0 w X takich ze postaci {a : |a| < 6} = AVa € Az € U
ar €U

W = A - U - jest otoczeniem zbalansowanym 0

WcViae Bl <l=afeA=[U)CA-U

TW.

I Skoficzenie (m-wymiarowe) PWT Hausdorffa sa izomorficzne z przestrzenia euklidesowa K"

II Na takich PWT kazde odwzorowanie liniowe jest ciagte
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\alpha v (mnożenie wektora v przez skalar \alpha
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tu \omega jest jakąś przestrzenią topologiczną
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zamiast symbolu normy ma być oznaczenie zbioru: {(0,y): y\in R}
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\beta  zamiast B
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Zamiast W{... ma być W \subset {...
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zamiast U ma być to zadane otoczenie zera V, zamiast \exists s-otoczenie ma być \exists \Delta = otoczenie zera w K...
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2 Wyklad nr 2

Lemat: Jezeli T' : X — Y jest odwzorowaniem liniowym migdzy PWT XY to T jest ciagle <= T
jest ciagte w pewnym punkcie zg € X

To:X — T — 2
T addytywne, wigc z ciagloSci T' w punkcie x¢ wynika ciagto$§¢ T o 79 w x oraz ciagtos¢ T w punkcie
xg — z (dowolny punkt X)

Ty — Tog — T(Jfk) — T(JZQ)

z0:2—2—0

2k — 20 + o — X0

z ciagloSci w xg

T(Zk—Z0+1'0) — T -z

T(zk) = T - 20

(Ponadto gdy Y jest unormowana, to 7' ciagle <= w 3U otoczenie 0 w X takich, ze:

T(U) C{y: ||ly|]| <1 <= T jest ograniczone na pewnym otoczeniu 0})

Przyklad funkcjonatu liniowego nieciaglego

1) nal? = {(an)2;, 32V, an = 0}

2) nalf = {(an)Zy, V2o (an)? < oo}

plan) =3 n- oy
€, =ciag(0,0,..., 1 ,0...)

Ck

©(> 1) = k (nieciagty w 0 bo ﬁek — 0,za$ ¢ od tego ciagu = ciag vk — +00)
Kazdy ciag liniowo niezalezny mozna rozszerzy¢ do bazy.

W (2 ciag liniowo niezalezny ¢, mozna rozszerzy¢ do bazy i niech np. €, = jaki§ wektor z tej bazy rézny
od wszystkich e, (&)1, t, € T\N

oDt €)=y,
©x(er) = 0 Vien

TW.

I Skoiniczenie (m-wymiarowe) PWT Hausdorffa sa izomorficzne z przestrzenia euklidesowa K"

II Na takich PWT kazde odwzorowanie liniowe jest ciagte

Dowoéd
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zamiast \ell_0^2 ma tu być \ell^2
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Nie z-0, tylko z_0 (to wynika z następnej linijki)
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Wnhiosek Podprzestrzenie liniowe skoriczenie wymiarowe w PWT Hausdorffa sa domknigte.

Dowod
O

Uwaga Wnetrze kazde podprzestrzeni liniowej wtasciwej jest puste (= w przestrzeniach Banacha wy-
miar algebraiczny jest > 3¢)
Dowéd Uwagi — ¢wiczenia
Funkcjonal Minkowskiego zbioru £ C X pg(z) := inf{ t>0:2x etk }
~—_—

XuV.ex (E pochlaniajacy)

1) pg jest subaddytywny oraz pg(ax) = apg(x) Yoo

2) Gdy E absolutnie wypukly to pr(az) = |a|pg(z) Yack

a>0ar € atE < x €tk

{s:ax € sE}=a-{t:x €tE} ={at;x € tE}
infaA = ainfA Va0

tE + sE C (t + s)E dla E wypuktych

—E+ 2 ECE

t+s t+s

VabeE H%a + t%sb € FE (=wypuktosé)

r:(xty)erEYC{s:x€sE} sy H{t:y etk inf(A+B) =infA+infB
{r:(z+vy) pcd bo=sa H{t 1y FANinf( ) f f

y=tb

{z:pe(z) <1} C E{z: pp(x) < 1}
reE=1le{t:xetE} <1

Niech pg(z) < 1

Jo<s<1: 2 € sE

z =124 (1-s)-0-kombinacja wypukla
0 € E, bo E pochtaniajacy
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Nie wprost: gdyby istniał wektor z_0 z domknięcia Y nienależacy do podprzestrzeni Y\subset X, to na przestrzeni skończ. wymiarowej span Y\cup {z_0} dowolny wektor ma jednoznaczny rozkład x=y + \phi(x)z_0, gdzie \phi jest funkcjonałem liniowym. Ciągłym. Ale równym zero na Y i jeden na wektorze z_0 z domknięcia Y -=sprzeczność
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trzeba założyć, że E jest wypukły 
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ma być , że ten zbiór jest niepusty -z przekreślonej równości w pionie ktoś zrobił X
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Przeciwna inkluzja! Infimum spowoduje odwrócenie kierunku nierówności w stosunku do kierunku zawierania
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Między E oraz { ma być znak inkluzji 
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nieskończenie wymiarowych
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stąd inf{t:x\in tE} \le 1
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3 Wyklad nr 3

{pp <1} C E C{pp < 1}pp(x) =inf{t:x € tE}
pE(x) <l=Jscqze€s-E,x=s5
r=se+(1—s)-0

reE=1ec{t:xetE}

E - absolutnie wypukty (Ja| + || < 1= ae+ f € E)V, ek
alE +E = (Jo| + [B)) E ¢w

ar € tE & |a|, € tE

T € ﬁE

z € sE & ax € |a|sE

prax = |alpp(x)

Twierdzenie

Funkcjonat liniowy ¢ : X — K (na PWT X) jest:(NWSR)
1. ciagly (<)
2. Ker(yp) :={zx € X : p(z) = 0} jest zbiorem domknietym (<)
3. dU-otwarty# ©; o(U) # K

Przestrzenie unormowane i operatory liniowe

Twierdzenie Gdy X, Y -unormowane 7' : X — Y liniowe to NWSR:

1. T jest ciagty
2. T jest ograniczony na (pewnej) kuli
3. ||IT]| := sup)jg<1l|Tx|] < 00

4. 3IM : Vyex||Tz|| < M||z|| (= wniosek Lipschnitza (x=w-u))

Przyklad R™ z norma euklidesowa ||(x1, ..., z,)|| = /2% + ... + 22
T:R"—=Y y, :=T(e)

)1 = (1,0,...,0)
= (0,0,.., 1_,..,0)
(k)
to:
T zjes) = > xjy;
1Tz < 3 |2lly;]| <CB ||2]] - |(Br ... - B2)]
~——————

=M

Va||a|| éx €domku kuli jednostkowe;j
Czy norma jest ciagta z warunkiem Lipschniza?
el = llyll | < llz — y] 2-ga nieréwnosé trsjkata)
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zamiast tego drugiego s ma być pewien wektor e ze zbioru E
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bez "n"
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to raczej miało być \epsilon_k, a nie \epsilon_n (baza kanoniczna 0-1 kowa
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Definicja
B(X,Y) = {T : T-jest operatorem liniowym ciaglym z X doY}
Jest to przestrzen unormowana. Ponadto |7 - S|| < [|T- S||, |T(S(x))|| < T[] [|Sz|| < |T) [|IS]] |l=]|

Np. [(T1 + To)z|| = |T1x + Tox| < ||Triz| + |Tox| < |T1|| (||| 4+ T2 [|=]| = (111 + T2)) ||| =
1Ty + T2 < [|Th]| + || T2

Definicja
Przestrzei Banacha = p. unormowana zupetna

Przyktad: Cla, b] znorma || f|| = supie(a,5[f ()] jest zupetna Vi, | fr(to)| < || fr — finll (EW)

Clla,b] = f € Cla,b] : 3 freClabiPlap) :p-wielomian} sa podprzestrzeniami ggstymi C' a, b] nie jest
zupelna z norma “supremowa” ale jest zupetna z norma || f{| gy = [f(@) + supiefap) f'(t)| (réwno-
wazna z norma supjq p | f| + supjep | f'|

Definicja
Normy [[[l;, [[ll; na X sa réwnowazne < Jc, c,>0¥.C1 ||, < [|lzfl, < C =]

Twierdzenie
Gdy X, Y unormowane X # {0}, to B(X,Y") jest zupetna < Y jest zupetna

Dowéd

(<)

Niech (77 C B(X,Y)) bedzie ciagiem Cauchy’ego.

Dla dowolnie ustalonego zg € X mamy

| Thzo — Tinzoll = [[(Tn — Tim)zoll < | Tn — Tonl| [|zol]) 3o 0

(=)

Thxq jest ciagiem Cauchy’ego w Y)

Y - zupetna = 3T () :=lim T}, ¢

To =1 + X9

Tn o B d Toﬂfl

Tn X9 — T()iL'Q

= Th(x1 + x2) — Tox1 + Toxz \\ addydtywnosé Ty
—_——

*>To($1+"22)

Wykazemy, ze T jest ograniczony ||T,, — Tp|| — 0
Ustalmy € > 0, I¥mok | Tn — Tl < €

Dla ||z]| <1 ||Tha — Tzl <e-|z| <€

m — 00 z ciaggloSci normy

|Tix — Tox|| < e

= (po przejsciu do kresu (sup)z(<1))

mamy ||, — Tp|| < eVn > K

M = sup | T,

[Tusll < M llz]l — | Toal) < M ]
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po prawej stronie- iloczyn norm
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słaba nierówność
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ma być moduł: |f_n(t_0) - f_m(t_0)| 
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to jest dalszy ciąg dowodu implikacji  z prawej do lewej strony
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suma norm operatorów, a nie norma sumy
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gęstymi w przestrzeni C[a,b]. Przestrzeń V^1[a,b] nie jest... ale jest zupełna z normą ... = |f(a) + \sup|f'(t)|...
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Gdy T = K to B(X, K) oznaczamy jako X’ (przestrzen dualna do X)
B(X',K) =2*" X" (druga dualna do X)

Zanurzenie kanoniczne:
j:Xdr—a"eX

Dla p € X' 2**(p) := ¢(x)

||| = suplp(z)| < *

lell <1 e X = o) < ol 2]
* < |zl

Uwaga

Zachodzi “Dualny wz6r na norme”

|z]| = supjp|<1le(z)], j jest izometrig

() ciagw X

> x, = xo 0znacza, ze Irg = limg_ 0o 22:1 Ty

tzn. ||Sk — zo|| k — o0

Definicja
Szereg > x,, bezwzglednie zbiezny gdy > ||z, | < co

Szereg ten jest warunkowo zbiezny gdy V7 : N — N bijekcja > 2 | Ty (n) Jest zbiezny.

Twierdzenie Przestrzeni (X, ||||) jest zupetna < kazdy szereg bezwzglednie zbiezny jest zbiezny< Gdy

\V/(l‘n) H-’En” <cn = an zbiezny
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supremum z |\phi(x)| brane po kuli w X' -czyli po tych \phi, że ||\phi|| < 1 (lub =1)
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założenia o ciągu c_n są na następnej stronie
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norma ||S_k-x_0|| zmierza do 0 przy k\to\infty
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Y = \mathbb K ( w symbolu \mathcal B(X,Y))
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ma być x'', a nie X
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bezwarunkowo (ang.: "unconditionally")


Analiza funkcjonalna 8

4 Wyklad nr 4

Twierdzenie (Kryterium “Szeregowe” zupetnosci (X, ||||))
Mamy ustalony ciag liczb ¢, = 0 takie, ze > _ ¢, < 00
Woéweczas:

1) X, ||| jest zupetna

2) Szeregi bezwzglednie zbiezne o wyrazach z X sa zbiezne

3) ap € X, ||lzn| < C,t0 X207 ay, jest zbiezny

4) Gdy z,, € X : ||zn — znt1|| < ¢p to Alimz, € X
Dowdd

1) = 2) Ustalamy z takie, ze Y o2 | & < 00

Sy = Zﬁzl T, to mamy wykazaé, ze Ilim.S,, (=%f Y ome Tn)
k,m—o0

m >k, to [|Sy, — Skl = HZ?:kJrl an < Z;nzkﬂ |znl] — 0

czyli ciag sum czg¢sciowych spetnia warunek Cauchy’ego = teza
Tn = Zngl — Zn Yy Tn = Zkt1s ||Zn|| < €0 = D @y - zbiezny czyli Ilim z;,

(4) = (1) Ustalmy dowolny ciag Cauchy’ego y, w X Uwaga: gdy pewien podciag v, jest zbiezny (do
granicy g) to: y, — .
€ 3M1 vn,m>M1 Hyn - ymH < 5
E|M2 \v/k>M2 Hynk - g” < %
(yn) jest Cauchy’ego <= diam{y, : n > k} — 0
diamA,, < Cy
diamA,, < Ca, (Ing > nq)
k=1, to Yny» Yny € Anl
dzigki (4) dla z,:=y, .
Przyktad szeregu zbieznego bezwarunkowo, lecz nie bezwzglednie
X =loo = {(dn)52 : sup|ay| < oo}
er, = ciag(0,...,0, 1 0,...))
(k)
I 1
:= ciag - 1
S — Sk =Ciag(0 -0, k-‘rl’ k+2’ ) ”S Sk” = ¥

Ustalamy o : N — N bijekcja
Wykazemy, ze S = Y7 | Zo(n)

Jezeli wsréd licz od o (1), ..., o (k) sa wszystkie poczatkowe liczby 1, .

(k > maz{o—1(1), ...,071( )}) to S — 5\ =ciag(0, ..., 0 {(mTl lub 0,...))
(m)

s - 5] < 7
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szereg, ale z norm ||x_n|| ma być <\infty
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tak, ale same wyrazy x_n, to \frac1n \cdot \epsilon_n. Wtedy sumą szeregu \sum x_n jest S = ciąg o wyrazach \frac1n
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Twierdzenie
Gdy T € B(X,Y) - liniowo ciagly, to dla szeregu zbieznego (S = >
zbiezny so sumy 7'(.S)

00
n=1

Yy w X, szereg > Tz, tez jest

Zbieznos¢ bezwzgledna (odp. bezwarunkowa > | z,,) implikuje analogiczng zbieznos$¢ > Tz,

(37 @) =% iy oo T(S Y ) = Lim 3 Ty = 3270 Tz

[Tzn|| < |T{|nll

Przyklad 1

X =C([0,1), [[f]l = supjo| £
1

Y =RTS = [} @), |T) = 1

wigc gdy > f,, jest jednostajnie zbiezny to fol(z fa@®)dt =57 fol fa(t)dt

Przyklad 2

Tf=/f

X = C'a,b],Y = C[a,b] znormy sup|f'| + |f(a)|

Twierdzenie (Banacha o przedtuzaniu ze zbioréw gestych)

Gdy D C X jest gesta podprzestrzenia przestrzeni unormowanej (X, [||), za$ Y przestrzenia Banacha,
kazdy operator liniowy i ciagly 7 : D — Y ma dokladnie jedno przedtuzenie T € B(X,Y’) (tzn.
Tp=T)

Dowaéd
frge C(X,Y)to{z: f(z) = g(x)} jest zbiorem domknietym (z topologii i gdy f|p = g|p = f =
g na X) (dowdd (= jednoznacznosci przedtuzenia))

Dowdéd :~*1ienia ciqgu Cauchye’go
(Konstiz!:'ja)Dla z € X 3, cpz = lim x,,
Istnieje waznos¢ lim T'x,
[|z—2||=0 przy n,m—oo
P X — . . .
Tz, — TZml|| = || T(xn — Zm)|| < |7 |Trn — Tm]] = jest to ciag Cauchy’ego
gdy &, — 2, t0 lim Ty, =" limTx,
T jest liniowy T'(lim xy, + lim wy,) = limT'z,, + limTw,

z, — 210 ||TL|| = lim | Tz || < ||| lim ||, || = ||2]|

Lemat Gdy S € B(x)(= B(x, z)), to operatory lewostronnego i prawostronnego mnozenia przez S:
Ls:B(z)>T — S -T (=" ST)

Rs:B(x)>T —-T-S

sa liniowo ciagte

Dowaéd

liniowos¢ - OK

ciagos¢: || Ls(T)|| = [|S - Tl < [[S|H[T
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liniowy 
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Nie całkiem o to tu chodzi...
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polska język -trudna język!
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tu ( w tej linijce dowodu) ma być x_m, bez daszka. Daszek oznacza w następnej linijce inny ciąg również zmierzający do z.  Równość granic ciągów Tx_n oraz T\hat x_n  wynika z nierówności napisanej linijkę wyżej (tylko dla n=m)
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Twierdzenie (Carl Neumann) o szeregu Neumanna
Gdy X jest przestrzenia Banacha, to gdy 7 € B(X), |T —I|| < 1,to 3T~ € B(x)

Dowéd
Niech A := I + > > (I —T)™. Jest to szereg bezwzglednie zbiezny, bo ||(I — T)"|| < ||(I —T)|",
zupetno$é X gwarantuje zupetnosé B(xz) = zbieznos¢ szeregu
(I-T)A=T1-T+Lr( (I -T)")=1-T+3 2 (I-T)"" =32 (I-T)"=A-1
—_———
A-TA
A-TA=A-1
TA = T Podobnie AT = I (korzystamy z lematu dla Rr)
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5 Wyklad nr §

LP(p) = {f — mierzalna, [ |fIP dp < oo}, p-zupetna
~
(1£1l,)?
LP(p) = LP [yerp - [ fll, =0 = f =0pw. (1 < p < o0)
[f1=A9:9=fpw. [u]} (wowezas || ], = [Ipll, =" [ILf1ll0)
Definicja
Jesli p,q > 0 sa wyktadnikami sprzgzonymi (lub liczbami harmonicznie sprz¢zonymi), gdy % + % =
l<=pg=p+q
(1-p(d-g=1-(p+qg+pg=1

— p
foa 2P ldr = &

b -
fo y1 Yde = %

Jesli a,b>0
ab < & + L dlaa?! £ b
ab < %p + %cllaap*1 =b

(=Nieréwnos¢ Younga)

< al | b?
ab_p—}—q

Twierdzenie
Dla f € LP(p), g € LI(p)
| [ fgdul < £, llgll, (Nieréwnos¢ Holdera)

Dowéd
Gdy || f][, = 0lub [[g]|, = 0, to ktdras z tych funkcji = 0 p.w|u] <> lewa strona = 0

Zalozenia: | fI|, # 0. [lg], # 0
Dowdd przy zatozeniu || f Hp =1= ||g||q -stad wynika, ze | [ m fgdu| < 1 (dla ﬁ spetnia

= 1 z jednorodnosci |[-[|,,)

w)l|?

loC
- q
)
p

|
[F(w)g(w)| < 1@

Catkujac stronami [ | fg|dp <

i

llg(w)llg
=

=1

P
v 1
+ +1

S

Whiosek ) )
a=(an)ply € Bl 10 [anbn| < |, 18], = O [anP)r (32 [8a]7)
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Nierownos$¢ Minkowskiego

Dlal <p < oo 0,9 € LP(n) o + ¥ll, < llell, + Il

Dowoéd
. 1,1 _
Niech 7 + 5= 1

lo+9llp = [le +9Pdu = [yl + ¢lle + P~ du < [lelle +bldu + [19]le + P~ du <

11, lle + 15
Sprawdzamy, ze | + ¢ |P~1 € L4:

p+q—q

lo+ P71 = o+ ¢|P1— 4 = |p+ P

_ _ 1
Z nierownosci Hildera [ |o| o+ vI" " dp < llgll, - [[(0 + )", = llell, (f o+ [Pdu)s

b
lell, lle + llp
2
I+ 9l < el + 191, e +lis
p_E
lp+dllp * < el +1l,

_p __pg—p _ ptq—p __
o+l top — B = PLE — 12 _

Lemat
dla f e LP(u),a >0
0%

p{w € Q:|f(w)] > a}t < =5
1£1I) = JolfPdp > [, |fIPdu > aPu(A)

‘Whiosek:
gdy fn — fw LP, czyli || f, — fI| — Oto

Fo & enyliVeou{(fa — £) > a} — 0

Twierdzenie Riesza

I Przestrzein LP () jest zupetna

I Kazdy ciag zbiezny w ||-||,, zawiera podciag zbiezny p.w. [u]

Dowoéd

ad 1) Stosujemy kryterium “szeregowe zupetnosci” dla ¢, = 37"

Zatozenia: || full, < 37"

Teza: ) 2| fn jest zbiezny w LP(u), tzn. g o) limp—oo HZfL:l fn — SH —0
P

(dygresja: , = zp 41 — 2p t0 Yz, = (limzy,) — 2)
Niech B, = {w € Q : |fn(w)| > 27"}

z lematu: »
Il frllp

= w(By) < 55 < (1) = X u(B) < o0

z lematu Borela-Cantellego p(limsupB,,) = 0

B = N,,>r Bn, © € do niekoriczenie wieu B.

Dlaw € Q\B, czyli dla p.w. w € Q mamy z € Q\B,, od pewnego miejsca poczawszy (Vn >
Ky) | fo(w) <277 = 3S(w) 1= fw(w) (zbieznosé p.w.)
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v, HZ’; £ - SHZ = [limy—oo| 3K fr = 32 fulPdp < liminf [ |37 fo — Sk fulP =
= liminf; [ |4y falPdp = timings | S £
HS — S fa ) < lim; HZ%H fn

p
p
_p k—oo

S Sm Y fall, < X35, 87700

ad 2) ||znpy + 2n,]], <37
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6 Wyklad nr 6

Zadanie

(2, B, u) - przestrzen z miara
f Q2 — R, mierzalna to rozwazamy jej funkcj¢ “rozktadu

9(f) == p{w € Q: f(w) > [}

Wykazad, ze [ |h|Pdp < oo
Catka Stieltjesa: [ hdg = granica sum postaci:

ER]

n b b
S nElolts) gl €€lnnloec o [ndg= [ hog @
T a a

Twierdzenie
Zalozenia:
p(Az) = Ap(@) Vaex p:X — Ry
[A]>1
p: X —-C
Wowczas:
lpl <p e Rep <p tznVeex[p(z) < p(2)] & [Viex Rep(z) < p(x)]

Dowéd

= bo Rez<|z|

< =1 Je@) = A p(2) = p(Aa) = Rep(rz) < p(Ae) = p(a)

Whioski:

1) Dla ¢ - jak wyzej M C X - podprzestrzeni liniowej gdy Rep|y < 0,to M C Ker(p), czyli
lar =0

2) Odwzorowanie:

(B)(X,C) = X' 3 ¢ — Reyp € Br(X, R) = X}, jest izometria (xF')(x) = 5

X(Rep) = ¢

Definicja

Przestrzen unitarna to przestrzen wektorowa H z iloczynem skalarnym czyli odwzorowaniem

() : Hx H— K K = RIlubC, ktdre jest liniowe wzgledem pierwszej zmiennej skosnie syme-
tryczna ((y,z) = (x,y)) (a1z1 + ez, y) = a1 (x1,y) + a2 (x2,y) i dodatnio okreslona (z,z) >
0 Vien{o}

Wektory u, w € H sa prostopadte w (H, (,)) gdy (u,w) = 0 [ozn u_Lw]

Norma przestrzeni unitarnej nazywamy odwzorowanie:

-l - H 32— |zl == v/(z, z)
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Highlight
moduł z \phi (x)

kr
Highlight
trzeba tu założyć liniowość, a przynajmniej jednorodność \phi

kr
Highlight
Tu nie powinno się dzielić przez 2

kr
Highlight
H\setminus {0}


15 Analiza funkcjonalna

(ax, ax) = a(z,az) = aa (z,z)
laf?
= jednorodnos$¢
Iz +ylI* = ll2[* + lylI* + 2Re (z,y)
N——

(z,y)+(y,z)
Whiosek: Tw Pitagorasa: z Ly — ||z + y||* = ||z]|* + ||ly|*
Przyklad 1 iloczynu skalarnego
W C™ mamy “standarowy iloczyn skalarny”: (z = (z1, ..., 2p), w = (Wi, ..., wy))

(z,w) := 21071 + 20W3 + ... + 2, Wy,

Przyklad 2 iloczynu skalarnego

(f.g) = / (gt

infty

wiz o ((ai, (B)) = Z a;B;
=

W R2 weimy baze f1, fo. f1 = (1,0), fo = (1,1)
s €R? >y, toniechx = z1f1 +x2fs  (2,9) := T1y1 + 2oy
Dlaczego prostopadte? Bo po podstawieniuz =0+ 0=0i (z,y) :=0+0=10

Z twierdzenia kosinusow:
2 2 2
2 = ylI* = l=l* + lylI* = 2 |2]| - |yl cosZ(z,y) = ||=||* + Iyl — 2Re (x, y)

Re (z,y)

L(x,y) = DY)
€08 £(%:9) = ol

to definiuje kat

Nieréwnos¢ Cauchy’ego-Buniakowskiego-Schwarza (CBS)

Voyen [[(z, 2)[| < ]| ly]

Dowoéd

2
UStalmy x, y G H vtER||ac+ty||2:Ha:||2+2tRe<ac,y> + t2 Hy” Z 0 Stale
= wyroznik tego trgjmianu (zmiennej ¢t € B) jest > 0

4(Re (z,9))* — 4 |* [lyl* = Re (z,y) < ||zl |y
lz + gl < ll=] + llyll <

lz + 12 < ll=]2 + llyl2 + 2 ||l 1yl

lz +ylI* = ll21* + llyl|* — 2[|z] [ly]| cos Z(z,y)
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Definicja
Przestrzen Hilberta to przestrzeni unitarna, ktéra jest zupelna w normie ||z|| = /(z, x)

Przyklad
L2%(u) jest p. Hilberta z iloczynem (f,y) = [ fgdu
p =, g = 2 sa kanonicznie sprzgzone wigc z nieréwnosci Holdena:

[ fadul < [1fgldp < ([ 1FR3([ g9
I{f.9)] L£11lgll

N|=

lz + yl* = [[2]* + |yll> + 2Re (z,y)
|z —y|* = ||z]|* + |lyl|* — 2Re (x, y) + //dodajemy stronami

& (Reguta réwnolegtoboku: || + y||* + [lz — y[|I” = 2(||=]|* + [ly[*))
Wzér polaryzacyjny:

1 2 2

Uz +yl” = llz = ylI") = Re{z,y)

1 2 2 . .2 . .2
(,y) = 7z +yllI” = llz = ylI” = dllz+ay]” + il —ayl])
Rzut prostopadty punktu x na zbiér domknigty, wypukty M, to taki punkt xy zbioru M dla ktérego
x —xg = infen ||z —m|

Oznaczenia xo = Py, x
|t —a— (y — a)|| = ||x — y|| (przesunigcia sa izometriami przestrzeni unormowanych)

Uwaga: Gdy =z = 0, to P30 jest “najkrétszym wektorem w zbiorze M”

PyO]| = inf [jml]| =" 6
Pyl = inf fm]

W ogélnym przypadku dzigki izometrii = Pyz =z + Pyy—0
Uwaga: Py (Pyz) = Pyx (P, o Py = Py,) (whasno$¢ przesuwalnosci rzutéw)

Twierdzenie
W przestrzeni Hilberta kazdy punkt ma doktadnie jeden rzut na dany zbiér domknigty, niepusty i wypu-
kty M.

Dowéd:

Dzigki przesuwalnosci rzutéw, wystarczy dowiesc istnienia i jednoznacznoSci rzytu punktu x = 0, czyli
tego, ze:
Vlzoem 20| = inf ||m|| ="*"§ (jest najmniejsze)
meM

Wybierzmy ciag (z,) w zbiorze M taki, ze ||zp,| — ¢
Uwaga: wypukly = Yy, enr s (u+w) € M wiec |Ju+ wl|* > 452
Chcemy sprawdzié¢ warunek Cauchy’ego:

2 2 2 2 2
0 < [lzn = 2kl = 2(ll2all* + 211%) = l2n + 2m|* < 2(1|znl|” + [|25]*) —48

n,k— oo
> 82

i to jest warunek Cauchy’ego
O
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Whiosek

Z zupelnosci i z otrzymanego wtasnie warunku Cauchy’ego to istnienie granicy zg := lim z,,. Z ciagtosci
= llzoll =lim izl =0 o
Gdyby ||z = 0,2 = M ||z = 2" < 2([|20]1” + [|2:[°) — 46 = 0= 29 = 2.

Twierdzenie

zZ20 = PMZ

zo € M
z—zodlm Vapeny gdy M =lim M


kr
Highlight
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7 Wyklad nr 7

Yo = rzut na zbiér (wypukty domkniety) M, gdy yo = Pyrzo - rzut 9 na M
odlegtos ||z¢ — yo|| minimalizacja odlegtosci ||zg — m|,m e Miy—0€ M

Niechz € M = \v/te[(],l]
tz+(1—-t)Yoe M

= funkcja ||zo — [tz + (1 — t)yo]||* osiaga wartosé najmniejsza na [0, 1] w punkcie ¢ = 0
U = [|lz0 — yo + t(yo — 2)[I* = llwo — voll* + 2t Re (wo — yo, 90 — 2) + £ [|yo — 2|
W (0) = ming ¥ = ¢(0) >0

Twierdzenie (wariancyjna charakteryzacja rzutu)

Gdy g € H, yo € M, M - domknigty i wypukly, to:

1) yo = Pnro & ViemRe (w0 — yo, 90 — 2) >0

2) W przypadku, gdy M jest podprzestrzenia afiniczna domknigta (tzn. m — g jest podprzestrzenia
liczbowg), to
Yo = P & 20 — yo LM — yo, czyli

ro—y—0Llm—yo Vmem
3) Gdy M jest domknigta podprzestrzenia liniowa to

Yo = Pyxg < yo € M oraz xg — yo LM

Dowéd(1)
(=) byto (¥ - osiaga minimum w punkcie ¢ = 0)

(<) "(t) = const >0

2|lyo — 2

(=) o' rosnie, gdy ¢'(0) 2 0= ¢/(t) 2 0 Viepo,y

(=) rostie = ¥(0)< (1) = ||zo — 2|
N~
HarofyoH2 tak jest V,=yo=Purxo
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Whioskiem jest twierdzenie o rozktadzie ortogonalnym
Twierdzenie o rozkladzie ortogonalnym
Gdy M = M =1im(M) C H, H - p. Hilberta
Voer 3 (z) go)emxmt, T =21+ 2, tzn. 1 € M,xo L M
Dowéd

x1:= Pyx x9:=x — x; LM z punktu (3) ostatniego twierdzenia
Gdyby z =71 + T9,t0x1 — 1 = T9 — T2 = 21 — T € MNM+= {0}
—— N —

eM eM+t
i to jest dowdd jednoznacznosci
Npedy M = {f € L2[=1,1] : f(t) = f(—t) paw.}to(Paf)(t) = LOFED 4 1o ML —funkcja
nieparzysta
Uwaga: Lindenstrauss i Tzafriri wykazali ze:

gdy w przestrzeni Banacha X dla kazdej podprzestrzeni liniowej domknigtej M istnieje jaka$ podprze-
strzen liczbowa domknigta N C X

X=M+N, MNN={0}, to
X jest izomorficzna z pewna podprzestrzenia Hilberta

Wlasnos$ci rzutu prostopadtego na domknieta podprzestrzen liniowa M
Niech P= Py, P: H— H

(1) P jest odwzorowaniem liniowym

(2) Po P (czyli P)=P

(3) [|[P|| =1gdy M # {0} (i0gdy M = 0)

(4) “symetria” (P, y) = (z, Py)

(5) Gdy P i H — H spetnia (1),(2) i jeden z warunkéw (3) lub (4) to 3P = Py, M = P(H) =

ker(I — P)
DYGRESJA
r= X1 + T2
~—
eM eM

I—P;x—>(:L‘—:El):.’xQWiGCI—PM:PMJ_
KONIEC DYGRESII

Dowod(1)
1 = P, -rzut x
r=x1+xy I1,Y1 € M
y=1y1+y2 x2,y2lM
(x4+y) = (x1+11) + (2 + y2)
—— N——

eM M
Z jednoznaczno$ci rozktadu = 21 + y3 = P(z +y)
——

Pz+Py
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Dowod(2)
(Px) = Pz +_ 0 = P(Px)=Px
eM 1M
Dowod(3)
21 = a1 |* + llaal|® = [l ]| = || Pa||?
[Pzl <1-flzf [P <1
ElmOEM\{O]w to Pmg = mg = HPH >1
Dowé6d(4)
Wykazemy, ze (P, ,) = (Pz, Py) = (z, Py)
< z addytywnosci (P, )
(Pz,y — Py) =0
Dowéd 5

Niech M := P(H)
Q=I-P
Wéwezas QP = PQ =0, Q? = Q (algebra),
orazH=M+QH), MNQ(H)={0} = P,z=0
—_——

suma prosta
Poniewaz H = Q(H) + Q(H)* wigc z liniowosci P wystarczy dowieé, ze:
P, = P,z w 2 przypadkach:
(1)dlaz € Q(H)
(2)dlazLlQ(H)
z€Q(H),toz=Qz, P,=PQz=0 Pyz=0
To samo zrobi¢ trzeba w drugim przypadku (2)
x=Pz,y=0Qzto
121 < IPA* = Iz = ylI* = [|21* = 2Re (2,9) + [lylI*
—yl*=0 y=0 =P =z

Twierdzenie Riesza-Frecheta (o postaci funkcjonatu)

Gdy ¢ : H — K jest funkcjonatem liniowym ciagtym na H to J,cp : Voegpx = (z,z). Ponadto
121l = llell

UWAGA: (z,az) = a(z,z)

Dowaéd

Gdy ¢ # 0,niech M =kerp C H

Jyoen : YoLM oraz p(yo) =1
(z twierdzenia o rozktadzie - tu wykorzystujemy zupeinosc)

x€ H,tox —p(x)-yo € ker p = M, bo p(z — ¢(x)yo) =0
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stad 2 — () yoLyo
(x — vxY0,y0) =0

<xay0> = @(x> <y07y0>
——

2
=llvoll






