1 Wektory i topologia

(2.11T 2021.)

Analiza funkcjonalna zajmuje sie badaniem przestrzeni wektorowych z to-
pologia zgodna z jej struktura liniowa. Szczegdlnie intensywnie badane sg ope-
ratory liniowe, jak réwniez inne odwzorowania na tych przestrzeniach. Ograni-
czymy si¢ do przestrzeni wektorowych X,V ... nad cialem K =R lub K =C
(z topologia naturalna). Mamy wiec dzialania: dodawania wektoréw i monoze-
nia tych wektoréw przez skalary. Zgodnosé topologii ze struktura algebraiczna
oznacza ciagtosé tych dziatan.

1.1 Troche o topologii

Zacznijmy od przypomnienia, ze przez topologie na przestrzeni X rozumie-
my rodzine V (zwang rodzing zbioréw otwartych), ktéra zawiera (), X oraz jest
zamknieta na sumy mnogoséciowe dowolnej ilosci zbioréw i na skoniczone przecie-
cia. Zbiér W nazywamy otoczeniem punktu zy € X, gdy Jyeyx e UCW
i piszemy wéwczas x € int(W). Tak wiec zbiér int(W), zwany wnetrzem
zbioru W jest najwigkszym otwartym podzbiorem zbioru W.

Topologia V1 na X jest stabsza od topologii Vo na X (za$ Vs jest silniejsza),
gdy V1 C Vs.

Wygodnie jest postugiwaé si¢ baza otoczen otwartych punktu z. Jest to
taka rodzina B, C V, ze gdy U € V oraz x € U, to istnieje zbiér V € B, taki,
ze x € V C U. Przykladem bazy otoczen punktu x w przestrzeni metrycznej
(X,d) jest rodzina wszystkich kul K(x,r) := {y € X : d(z,y) < r} o $rodku
w punkcie x i promieniach r» > 0, ale otrzymamy tez baze, gdy ograniczymy
sie do ciagu kul K(z, %) o promieniach r = 1. Przestrzenie metryczne sa wiec
przykladem przestrzeni spelniajacych pierwszy aksjomat przeliczalno$ci,
co oznacza istnienie przeliczalnych baz otoczen dla kazdego z punktéw. Naj-
wieksza (ale niepraktyczna) baza otoczen x w przestrzeni topologicznej (X, V)
jest

Ve ={U€eV:zeU}

Rodzina B C V jest baza topologii, gdy kazdy zbiér otwarty U € V jest
suma mnogosciowa jakiego$ podzbioru rodziny B. Wéwczas B, = {U € B :
x € U} jest baza otoczen punktu x.

Bazy otoczen sg jednym ze sposobéw wprowadzania topologii, jakie zaksjo-
matyzowal F.Hausdorff. Sa wygodne przy opisie ciaglosci: Rozwazmy odwzoro-
wanie F': X — Y pomiedzy przestrzeniami topologicznymi i niech yo = F'(x¢),
za$ By, niech bedzie jaka$ bazg otoczen punktu yo w przestrzeni Y. Méwimy, ze
odwzorowanie I jest ciggle w punkcie zy € X, gdy dla kazdego V' € B,
istnieje otoczenie W punktu zg, ktérego obraz przez F zawiera sie w V:

VVEByO HWEVI F(W) cV. (11)

Odwzorowanie jest ciagle, gdy spelnia warunek ciagtosci w kazdym punkcie
przestrzeni. (To zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy przeciwobraz kazdego zbioru
otwartego jest otwarty.)

Na przyklad, w przestrzeniach metrycznych mamy bazy zlozone z kul i
otoczenie bazowe K (yo,€) C Y zadajemy podajac jedynie jego promien. Jesli
przez di, ds oznaczymy odpowiednio metryki w X,Y, to inkluzje F'(K (z¢,d)) C
K (yo,¢€), gdzie yo = F(zq), zapiszemy w znanej nam postaci implikacji:

dy(z,70) < 6 = do(F(x), F(x0)) < €.

Baze otoczen punktu (xo,30) € X X Y w topologii produktowej tworza
iloczyny kartezjanskie U x W, gdzie U przebiega pewna baze otoczen punktu xg
w przestrzeni X, za§ W przebiega rodzine B, otoczen yy. Jak tatwo sprawdzic¢,
jest to najstabsza sposréd topologii na X x Y, przy ktérej sa ciaggle
projekcje na kazda z osi, czyli odwzorowania: (z,y) — z, (x,y) — y.



Gdy X =Y, za$ F jest dzialaniem dodawania wektoréw, F(z,y) = = + y,
to dla zbioréw U,V C X obraz zbioru U x V przez odwzorowanie F' oznaczymy
U+V.Gdy M : Kx X 3 (a,z) — ax € X jest dzialaniem mnozenia wektoréw
przez skalary a € K, to obraz iloczynu kartezjanskiego A x U pary zbioréw
A CK,U C X przez to odwzorowanie M zapiszemy w postaci A - U. (Kropki
nie bede uzywal na oznaczenie iloczynu skalarnego!) Gdy A = {a}, to zamiast
{a} - U piszemy aU, lub a - U. Ponadto niech D oznacza albo odcinek (—1,1)
gdy K = R, albo koto jednostkowe K(0,1) w C iniech D:= {A € K: || < 1}.

WprowadziliSmy wiec oznaczenia:

U+V={o+y:ze€UyeV}, AU={axz:a€cA,zecU},D:={acK:|of <1}
(2.1)

Definicja. Niech U, E C X. Zbiér U jest zbalansowany, gdy D-U C U.
U jest wypukty, gdy Y, icioj(s +t =12,y €U) = sv+tyc U .
Zbior jest absolutnie wypuktly, gdy jest on wypukly oraz zbalansowany.
Zbior U pochlania zbioér FE, gdy istnieje skalar ¢t € R, ¢ > 0 taki, ze s > t =
E CsU.
Zbiér E nazywamy zbiorem ograniczonym, gdy pochtania go kazde otocze-
nie zera.

Podzbiér K w przestrzeni topologicznej (X, V) nazywamy zbiorem zwartym,
gdy z kazdego pokrycia (U;)jes zbioru K rodzing zbioréw otwartych mozna
wybra¢ pokrycie skonczone:

UjeV, K |JUj= henFjy..jves K CU;, UULU...UTj,.
jeJ

W przestrzeni Hausdorffa kazdy zbiér zwarty musi by¢ domkniety, a obraz
zbioru zwartego przez odwzorowanie ciaggle jest zwarty.

1.2 PWT

Definicja. Przestrzen wektorowa topologiczna ("PWT”), to przestrzen wekto-
rowa X z topologia, w ktorej dziatania:

XxX3(@y —ax+yeX, oraz Kx X3 (wz)—areX

sa ciagle (wzgledem topologii produktowych).

W niektérych zrédiach postuluje sie dodatkowo spelnianie aksjomatu od-
dzielania Hausdorffa T, ja tego nie zakladam.

Zauwazmy, ze topologia dyskretna nie spetnia warunku ciagtosci mnozenia:
Ciag + zmierza do zera, czego nie mozna powiedzie¢ o ciggu ~z gdy = € X\ {0},
bo w topologii dyskretnej zbiezne sa jedynie ciagi stale od pewnego miejsca.

Przyktadem skonczenie wymiarowej PWT Hausdorffa jest R" z topolo-
gia metryki euklidesowej. Za chwile zobaczymy- ze jest to jedyna topologia
PWT Hausdorffa na R™. Przypomnijmy, ze dla x = (z1,...,z,) € R™ definuje-
my norme euklidesowa ||x||2 := /2% + ... + 22 i metryke da(x, y) := ||x - y]|2
. Analogicznie jest dla z = (21,...,2,) € C", tylko pierwiastek jest brany z
sumy Y |z;]* kwadratéw moduléw wspoirzednych. Topologia tej metryki po-
krywa i¢ z topologia produktowsa i opisuje ”zbieznos¢ po wspdlrzednych”, co
sprawdzaliSmy na kursie analizy. Zdefiniujmy odwzorowania: 7, przesuniecia
réwnoleglego o wektor z € X wzorem 7.(x) := x + z oraz mnozenia przez
ustalony skalar o € K\ {0} -wzorem II,(z) := az. W kazdej PWT sa to
bijekcje ciagle, o ciaglych odwrotnosciach-czyli homeomorfizmy. Faktycznie-
ustalenie jednej zmiennej w odwzorowaniu ciagltym na iloczynie kartezjanskim
daje odwzorowanie ciggle. Co do odwzorowan odwrotnych, to sa one tego sa-
mego typu: (7.) "' =7_., (IIo) "' =1z dla 8 = 1. W szczegélnosci, wystarczy
znaé baze By otoczen zera w PWT, bo bazg otoczen punktu z bedzie rodzina
{m.(U) : U € By} obrazéw zbioréw z bazy otoczen zera przez to przesuniecie.

Jak wiemy, wg. definicji, odwzorowanie T : X — Y jest liniowe, gdy
VezexT(x + 2) = T(z) + T(z) oraz VaekzexT(ax) = oT(z). Przy uzyciu



7., II, (ale dzialajacych w r6znych przestrzeniach) liniowo$é mozemy ( zapisaé
w postaci:
Vaekaex ToT, =TpyoT, Tolly=I,0T (3.1)

Z ciaglosci T' w zerze wynika cigglos¢ w zerze zloZenia 7r(;) o T, co dzigki
homeomorficznosci przesunieé da ciaglosé T w punkcie 7,(0) = z dla kazdego
z € X, czyli wszedzie! Podobnie, z cigglo$ci odwzorowania liniowego w
przynajmniej jednym punkcie wynika cigglo$s¢ w calej przestrzeni.
Do tej kwestii wrécimy w kontekscie przestrzeni unormowanych. W ogélnej
sytuacji dowolnych PWT mamy nastepujacy (prosty, ale bardzo przydatny)
fakt:

Lemat 1.1 W przestrzeni wektorowej topologicznej X zawsze istnieje baza
otoczen zera ztozona ze zbioréw zbalansowanych.

Dowéd wynika z ciagloéci w punkcie (0,0) € K x X dzialania M mnozenia
wektoréw przez skalary. I z faktu, ze zbiory postaci r-D,r > 0 (np. w C sa to
kola o$rodku w zerze i promienu r) stanowia baze otoczen zera w K. Ustalmy
dowolne otoczenie zera V' w X. Poniewaz M (0,0) = 0 (dwa ostatnie zera, to
wektory), z warunku ciaglosci (1.1) dla M w miejsce F istnieje bazowe otoczenie
punktu (0, 0) postaci - D x U, ktérego obraz przez M, czyli zbiér W :=r-D-U
zawiera sie w V. Latwo sprawdzié, ze zbior W jest zbalansowanym otoczeneim
zera. (Jest otoczeniem, bo zawiera $U, zbalansowanym, bo D-D=D.) O

Lemat 2.1 Kazde otocenie zera U jest zbiorem pochlaniajacym, tzn. pochtania
kazdy punkt x przestrzeni typu PWT. Wszystkie zbiory skoniczone sg ograni-
czone.

Tym razem dowdd oprzemy na ciagtosci w punkcie 0 € K mnozenia skalaréw
przez ustalony wektor x. Poniewaz 0z = 0, istnieje r > 0 takie, ze dla |A| < r
(czyli dla A € r-D) mamy Az € U. Dla 0 < p < r mamy w szczeg6lnosci
pr e U, lub x € %U. Warunek pochlaniania x € sU zachodzi wiec dla s > %
Dla skonczonego uktadu punktéw x;,j5 € {1,2,...,k} dobieramy odpowiednie
i > 01idlas>max(r;',...,r, ) mamy analogicznie z € sU. [J

Uwaga. Warunek pochtaniania upraszcza si¢ znacznie, gdy U jest zbiorem
wypuklym, co w wiekszoéci przypadkdéw bedzie mozna zakladaé. Wtedy gdy
tylko x € tU, to juz i dla wszystkich s > ¢t mamy = € sU. W takim przypad-
ku tatwo mozna wykazaé, ze dowolne wypukle otoczenie zera pochtania kazdy
zbiér zwarty. Sa jednak przestrzenie nieposiadajace nietrywialnych wypuklych
otoczen zera (np. LP(u) gdy 0 < p < 1 dla pewnych miar p). Nie bedziemy na
razie prowadzi¢ tak ogélnych rozwazan i skupimy sie na przestrzeniach unormo-
wanych, ale w ramach treningu przpeprowadzmy dowdd do$¢ waznego faktu.
Najpierw jednak definicja:

Gdy X,Y sa przestrzeniami PWT, to odwzorowanie liniowe ¢ : X — Y
nazywamy izomorfizmem, gdy jest ono bijekcja i zaréwno @, jak i bijekcja
odwrotna ® ! sa ciagle.

Twierdzenie. 3.1 (1) Kazda skoficzenie-wymiarowa przestrzen wektorowa to-
pologiczna Hausdorffa X wymiaru n jest izomorficzna z przestrzenia euklide-
sowa K.

(2) Kazde odwzorowanie liniowe 7' : X — Y okreslone na takiej przestrzeni
jest ciagte.

Dowéd. Zalozenie o wymiarze X oznacza istnienie bazy algebraicznej eq, .. ., ey,
czyli kazdy wektor x € X mozna i to na jedyny sposob zapisa¢ w postaci

n
T = Zajej (*)
j=1

dla pewnego ukladu (a1,a9,...,a,) € K* Prawg strone réwnosci (*) oznacz-
my symbolem ®(aq,...,q,), otrzymaliSmy w ten sposéb bijekcje liniowa  :
K™ — X, ktéra jest ciagta. Faktycznie, jest to suma skonczenie wielu odwzoro-
wan ciaglych- mnozen skalaréw (= j-tych wspélrzednych) przez ustalone wek-
tory e; i ciaggltos¢ wynika z definicji PWT. Wystarczy wykazac jeszcze cigglodé



®~!: X — K" ijak juz wiemy, wystarczy ja sprawdzi¢ w punkcie z = 0. Baze
otoczen zera w K™ stanowig kule B, := {WW € K" : |w|2 < r} i wystarczy na-
wet tylko dla r = 1 znalezé takie otoczenie zera U, by ®~1(U) C B;. Brzegiem
topologicznym kuli B; jest tu sfera jednostkowa S := {w € K" : |w|js = 1} i
jak wiemy z wykltadu analizy, jest to zbiér zwarty. Wiec jego obraz przez ® jest
domkniety (i nie zawiera zera). W tym miejscu wykorzystaliémy hausdorffowosé
X . Dopelnienie zbioru domknigtego, czyli zbiér X \ ®(S) jest wiec otoczeniem
zera i dzigki lematowi 1.1, zawiera pewne otoczenie zbalansowanenzera w X, na-
zwijmy je U. Uruchamiajac wyobraznie 3D mozemy powiedzieé, ze to otoczenie
"zlowiliSmy w sie¢ jaka jest zbidr ®(S)”. Faktycznie, wykazemy, ze obraz tego
U przez ®~! zawiera sie w zbiorze B. Gdyby tak nie byto, to istniat by wektor
w € U, dla ktérego liczba t := ||®~1(w)]||2 bedzie wigksza lub réwna 1. Wtedy
1 € D i z wlasnoéci zbalansowania, réwniez tw € U. Ale dlay = ®~!($w) ma-
my [lyllz = @ (w)[2 =1, wiec y € S, za$ w = ®(y) € P(S5), co stanowi
sprzeczno$¢ z faktem, ze U mial byé zbiorem rozlacznym z ®(S).

Druga teza juz doé¢ tatwo wynika z pierwszej: Przypuéémy, ze T : X — Y
jest liniowe. Podstawmy (przez zlozenie) do niego nasz izomorfizm ® : K* —
X. Orzymujemy odwzorowanie liniowe L = T o ® : K* — Y. Kazde takie
odwzorowanie jest ciggle. Faktycznie, gdy €;,j < n jest bazg kanoniczng 0-
lkowa w K", to niech y; = L(e;). Poniewaz dla wektora a = (a1,...,a,) € K"
mamy L(a) = >."_, a;y;, odwzorowanie L jest ciagle. Wykorzystujac ten fakt
odzyskujemy cigglos¢ T'= Lo (®71). O
Przyklad. 4.1 O tym, ze w przestrzeni, ktéra nie jest Hausdorffa -nie musi zacho-
dzié teza -przekonamy sie rozwazajac w R? najstabsza topologie, przy ktérej rzut na
pierwsza 0s: (x,y) — x jest ciagly. Zbiory otwarte sa tu postaci W x R, gdzie W jest
otwarty w R. Obraz zadnego z takich niepustych zbioréw przez odwzorowanie (funk-
cjinal liniowy) T : R? 3 (x,5) — y € R nie jest zawarty w otoczeniu zera postaci
predziatu (—1,1) , bo takim obrazem jest caly zbiér R.

Nawiasem méwiac, taka topologie, jak w powyzszym przykladzie, wpro-
wadzimy przez tzw. seminorme (oznaczmy ja symbolem p: Mianowicie, niech
p(z,y) = |z| Wtedy

1. dla dowolnych wektoréw u,w, zachodzi nieréwno$¢ tréjkata:
p(u+ w) < p(u) + p(w) oraz

2. warunek jednorodnoéci (z modulem): dla dowolnych skalarow A i wek-
toréw w jest p(Aw) = |Alp(w)

oraz p > 0, brak jedynie implikacji p(w) = 0 = w = 0, zwanej postulatem
tozsamosci.

Definicja. Odwzorowanie p : X — [0,+00) okreslone na przestrzeni wekto-
rowej X, spelniajace nier6wnosé tréjkata (powyzszy warumnek 1.) oraz wa-
runek jednorodnosci (2) nazywamy seminorma na X. Wéwczas odwzorowa-
nie d(x,y) := p(x — y) nazywamy semimetryka. Jesli dodatkowo seminorma
p spelnia warunek tozsamosci, nazywamy ja norma. Ostatni warunek moz-
na tez zapisa¢ w postaci réwnowaznosci z # 0 < p(x) > 0. Norme zazwy-
czaj oznaczamy symbolem ||z||, zamiast p(x), a zwiazane z nia odwzorowanie
d: X x X — [0,400) nazywamy metryka tej normy.

Gdy p jest seminorma, ale nie norma, to zbiér ker(p) := {z € X : p(x) = 0}
jest podprzestrzeniag wektorowa, a na przestrzeni wektorowej ilorazowej X/ ker(p)
wzor ||[z]|| := p(z), gdzie x jest reprezentantem klasy réwnowaznosci: [z] :=
{z € X : p(x — z) = 0} jest juz norma. Kazda taka klasa réwnowaznosci jest
podprzestrzeniag afiniczna postaci 7, (ker(p)) = x + ker(p) réwnolegla do ker(p).

Nietrywialny przyktad otrzymamy definiujac dla miary Lebesgue’a p na podzbio-
rze Q C R? przestrzen L'(p) klas réwnowaznosci funkeji mierzalnych o skoticzonej
calce z modutu. Relacja réwnowaznosci jest tu réwnosé prawie wszedzie [u], réwno-
wazna warunkowi fﬂ |f(x) — g(x)|du(z) = 0. Zwyczajowo elementy przestrzeni L' (i)
oznaczamy w taki sam sposéb: f, jak funkcje bedace reprezentantami klas réwnowaz-
noéci, piszac f € L'(u), zamiast [f] € L'(u). Norma jest tu || f|l1 := fﬂ |f(®)|du(t)
(choé¢ na przestrzeni funkcji catkowalnych to jest tylko seminorma).



