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1.1 Podstawowe oznaczenia

Zbiory liczb: N (naturalnych, bez zera), Z (catkowitych), Z; (catkowitych
nieujemnych), Q (wymiernych), R (rzeczywistych), C (zespolonych)

Symbole logiki matematycznej: Zdania logiczne oznaczane literami (ty-
pu p, q, r, a, b) -to wyrazenia, ktérym przypisa¢ mozna jedna z wartosci lo-
gicznych: prawda ( =warto$é 1, oznaczana tu przez litere v -np. v(p) = 1) lub
falsz (warto$é 0). Zdania taczymy spéjnikami logicznymi, tworzac nowe zdania
o nastepujacej wartosci:

e negacja: —p, lub ~ p [warto$é przeciwna: v(—p) = 1 — v(p)]

e alternatywa: p V ¢, gdzie v(p V q) = max(v(p), v(q))

e koniunkcja: p A ¢, gdzie v(p A q) = min(v(p),v(q)) = v(p) - v(q)

e implikacja: p = ¢, gdzie v(p = ¢) = max(1 — v(p),v(q))

e réwnowazno$é p < q, [ v(p < ¢q) = 1 dokladnie wtedy, gdy v(p) = v(q)].

Tautologia, to zdanie ztozone prawdziwe przy dowolnych wartosciach logicz-
nych wystepujacych w nim ”symboli zdan” -np. v(pV (~ p)) = 1 zaréwno przy
v(p) =0, jak i wtedy, gdy v(p) = 1.Wiec p V (~ p) jest tautologia (zwana pra-
wem wylaczonego srodka). Gdy wysepuja 2 symbole: p,q, sprawdzi¢ musimy 4
mozliwe uktady wartosci logicznych: pary (v(p), v(q)) moga byé réwne jednej z
par: (1,1), (1,0), (0,1), (0,0). Dla 3 symboli bedzie 23 = 8 mozliwych ewaluacji



tréojek p, g, do sprawdzenia (uzywamy tabelek). Wazne przyklady tautologii
znadziecie Panstwo w wiekszosci zbioréw zadan. Przyktadowo, zachodzi naste-
pujaca “rozdzielno$é¢ alternatywy wzgledem koniunkcji”:

[(p1Vp2) Al < [(P1 A q)V (P2 A q)].

Mamy tez “rozdzielno$¢ koniunkeji wzgl. alternatywy”:

[(pr Ap2) Vgl [(p1Va) A (p2Vq)]

Wyrazenia zawierajace zmienne (litery typu n,m,z,y,...), ktére po wsta-
wieniu za nie konkretnych obiektéw danej torii (np. liczb, punktéw, zbioréw)
staja sie zdaniami -nazwiemy funkcjami zdaniowymsi, badz formami zdanio-
wymi. Formy zdaniowe moga by¢ poprzedzone kwantyfikatorami odnoszacymi
sie do danej zmiennej z formy -opisanej jako symbol pod kwantyfikatorem.
Zmienna z formy zdaniowej zostaje ”"zwigzana” przez dany kwantyfikator i je-
Sli jest to jedyna zmienna- otrzymujemy zdanie. Sa 2 kwantyfikatory: ogdlny
(”dla kazdego”) -oznaczany V oraz szczegdlowy (“istnieje”), ozn. 3. Tak wiec
zdanie V, 22 + 1 > 0, jedli dotyczy liczb rzeczywistych, jest prawdziwe. Ale
kto poznal liczby zespolone wie, ze dla nich juz istnieja takie x, dla ktérych
22 = —4 -zdanie przestaje byé prawdziwe. Kwantyfikator V traktowany jest ja-
ko “domy$lny” i w zapisie czesto jest opuszczany. Podobnie, zamaiast symbolu
koniunkcji, zazwyczaj w zapisie wstawia sie przecinek, alternatywe opisuje sie
stowem “lub”. Kwantyfikator 3, zastepujemy slowami typu: “dla pewnego z”.

Wygodnie jest zdefiniowaé¢ ”kwantyfikatory z ograniczonym zakresem”

np. Veen © > %, lub 3,0 47 = % Definiowaé je mozna przez réwnowazno-
Sci:

VA(,T) B(x) &V, [A(:r) = B(w)L

Zadanie 1. Sprawdzié, ze tautologiami sa nastepujace zdania:
~ (~p) & p (“zasada podwdjnej negacji”)
(p=q) = (~pVa)
[~ (pVq)] < (~pA~q) (“prawo de Morgana”)
(p=4q) < (~qg=~p) (“zasada kontrapozycji”)
[(p1 V p2) = gl & [(pr = @) A (p2 = 9)]
[(p1A2) = g < [(pr = @) V (P2 = q)]
[p=(Va)ep=a)V=q)

Wyrazenie z kwantyfikatorem V,(,y B(x) jest prawdziwe, gdy dowolny x
spelniajacy warunek A(x) spelnia tez warunek B(z) -np. Vy~1 t? > t (dla kazdej
liczby rzeczywistej t takiej, ze t > 1 mamy t? > t. Wyrazenie z kwantyfikatorem
3, bedzie prawdziwe, gdy znajdzie si¢ przynajmniej jeden x spelniajacy waru-
nek poprzedzony tym kwantyfikatorem. Mamy nastepujace prawa de Morgana
dla kwantyfikatorow:

~ Ve P(z)] & 32 [~ P(2)],  ~[F3. Q)] & Va[~ Q)]
Zadanie 2. Przy uzyciu poznanych wczesniej regul sprawdzié¢, czemu
jest réwnowazna negacja kwantyfikatora 34,y B().

Dla form zdaniowych, w ktérych zmienna jest liczba naturalna n obowiazuje
zasada indukcji matematyczney:

(P(1) A[P(n) = P(n+1)]) = Vyen P(n).



Zadanie 3. Stosujac te zasade wykazac nastepujace tezy:

12492 4. 4 p? = nlntLEn+])

13498 4 g = ()

Vos—1 (1+2)" > 14 nx (“nieréwnosé Bernoulli’ego”),

[a; >0(Vj=1,. . n)ANaraz-...-ap=1=a1+as+... +a, > n,
VnenVeer |sin(nz)| < n|sinz|,

Dla dowolnej liczby naturalnej n liczba 13™ — 1 jest podzielna przez 6,

Liczba wszystkich podzbioréw zbioru n-elementowego wynosi 2.

1.2 Zbiory

W teorii mnogosci przyjmuje sie, ze pojecia: zbioru, nalezenia elementu do
zbioru (typu a € A) -sa to pojecia pierwotne. Negacje warunku a € A zapi-
sujemy symbolem a ¢ A. Wyrézniamy zbiér pusty, oznaczany symbolem 0,
do ktérego zaden element nie nalezy, zbiér jednoelementowy, ktorego jedynym
elementem jest a oznaczamy symbolem {a}. Zbidr, do ktérego naleza jedynie
elementy ay,...,a, zapisujemy jako {ai,...,a,}. Jeden z aksjomatéw moéwi,
ze dwa dane zbiory (powiedzmy A i B) sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy
maja takie same elementy, czyli gdy zachodzi réwnowazno$é¢ x € A < = € B.
W szezegdlnodcei, dla zbioréw dwuelementowych jest {a,b} = {b,a}. Ponadto
{0} # 0. Mowimy, ze zbidr B jest podzbiorem zbioru A, co zapisujemy symbo-
lem B C A, lub czasem A D B, jedli zachodzi implikacja x € B = = € A, czyli
gdy Vyep x € A.

Jesli E jest zbiorem, za$ P(x) jest forma zdaniowa okreslona dla dowolnych
elementéw x ze zbioru E, to zbiorem jest tez ogoét tych x bedacych elementami
zbioru E, dla ktérych zdanie P(x) jest prawdziwe. Taki zbidr “wyrézniony
przez forme P(-) zapisujemy w postaci {x € E : P(x)}. Na przyklad, przedzial
domkniety [1, 5] na osi liczbowej R, to zbiér {x e R:x < 5Ax > 1},

Nie istnieje zbiér ) wszystkich zbioréw, wéwczas zbiorem powinien byé
M ={FE € Q: E ¢ E} dla ktérego, whrew zasadzie wylaczonego $rodka, kazda
z (jedynych) dwu mozliwosci: M € M oraz M ¢ M prowadzi do sprzecznosci!
(Paradoks ten odkryty zostal przez B. Russela na poczatku XX wieku.)

Ta trudnoé¢ powoduje potrzebe zakltadania w formie aksjomatéw istnie-
nia pewnych zbioréw wyniklych z operacji (np. sumy mnogos$ciowej) na pew-
nych zbiorach (lub na rodzinach zbioréw, tzn. na zbiorach, ktérych elementami
sa pewne inne zbiory). Przykladem jest operacja tworzenia zbioru potegowe-
go (ozn. 2F lub P(E)), ktérego (jedynymi) elementami sa wszystkie mozliwe
podzbiory zbioru E.

Mozemy zdefiniowaé przecigcie (cze$é¢ wspdlna) zbioréw A i B jako zbidr
ANB={zx € A: x € B}. Gdy A, sa zbiorami dla n € N, to uogélnionym
iloczynem tych zbioréw nazywamy zbiér ),y An, 0zn. tez ()~ A, zdefinio-
wany jako {x € Ay : Vaenx € An}. W tej definicji wyrdzniliémy go jako pewien
podzbidér w zbiorze Aq, ale mogliémy réwnie dobrze uzy¢ innego ze zbioréw A,,.
Gorzej jest z definicja sumy mnogosciowej -nie mamy na ogét zbioru, w kté-
rym to si¢ zawiera i trzeba zagwarantowaé aksjomatem istnienie zbioru (np.
E =, ey An takiego, ze x € E < (Jrenz € Ey)). Gdy wszystkie zbiory E,
zawarte sa w pewnym zbiorze (np, w zbiorze R), nie musimy uzywaé aksjomatu
-bo wéwczas nasz E jest zbiorem {z € R: J,en x € Ay}

Przyklad Wyznaczmy sume ciagu przedzialéw domknietych
D, = [1,2— 1] Niech B = J;~; Dy Jeli z € B, to dla pewnego " wskaznika”
méNjestxeDm,czyli% <x<2—%.8t@d0<x<21wtakim
razie B C (0,2). Wykazemy, ze faktycznie zbiér B jest réwny przedziatowi
otwartemu (0,2). Wystarczy sprawdzi¢ zawieranie sie tego przedzialu w B,
czyli wykazaé, ze dla kazdej (dowolnie ustalonej) liczby y € (0, 2) istnieje takie
k € N, ze y € Dy. Poniewaz w szczegdlnosci mamy y > 0, liczba odwrotna:
% jest skoniczona i istnieja liczby naturalne k; spelniajace warunek % < k.

Wynika stad, ze ﬁ < y. Podobnie, istnieja liczby ko wigksze od odwrotnosci
liczby (dodatniej) 2 — y i dla nich k% < 2-—y, zas 2 — é >2—-(2—y) =y.



Jedli rownoczes$nie mamy k > ki oraz k > ko -a takie k € N istnieja, np.
k = max{ki, ka}, to w szczegdlnosci y € [%,2 — %] = Dy. Skoro znalezli§my
takie k € N, ze y € Dy, to w my$l definicji sumy, mamy y € |J,, Di, co bylo do
okazania.

Najbardziej ogdlna definicja sumy mnogoséciowej dotyczy sumy dla rodzi-
ny zbioréw, czyli takiego zbioru A, ktérego wszystkie elementy sa zbiorami.
Moéwimy mianowicie, ze zbiér (nazwijmy go litera B) jest sumg rodziny A, co
oznaczamy symbolem B = A, jezeli spelniony jest warunek:

Na przyklad, dowolny zbior A jest suma wszystkich jego podzbioréw jed-
noelementowych: A = J{{z}: z € A}.

Definiujemy tez rdznice mnogosciowg: B\ A = {x € B: x ¢ A} dla pary
zbioréw. Definiujemy pare uparzqdkowang (a;b) -gdzie element a nazywamy
poprzednikiem, za$ b -nastepnikiem tej pary, wzorem

(a;0) = {{a}, {a, b}}.

W wigkszosci podrecznikéw oznacza sie taka pare symbolem (a,b), ja zamiast
przecinka wstawiam Srednik, by odrézni¢ ten obiekt od przedzialu otwartego
o koncach a oraz b. W odréznieniu od par nieuporzadkowanych, czyli zbioréw
{a,b} -tu porzadek odgrywa role i (a;b) = (¢;d) < [a = ¢ Ab = d]. Iloczyn
kartezjanski zbioréw A oraz B, oznaczany A X B, to zbiér wszystkich mozliwych
par (a;b), gdzie a € A,b € B.

1.3 relacje, odwzorowania, funkcje

Relacjg (binarna, czyli dwuargumentowa) miedzy elementami zbioréw A, B na-
zywamy dowolny podzbiér R iloczynu kartezjanskiego A x B. Méwimy, ze re-
lacja R jest zwrotna, gdy A = B oraz Vsca(a;a) € R}. R jest przechodnia,
gdy

[(a;0) € RA (b;c) € Rl = (a;c) € R.

Zamiast (a;b) € R piszemy na og6!l aRb. Relacje nazwiemy symetryczng, gdy
aRb = bRa. Reklacja jest antysymetryczna, gdy [aRb A bRa] = a = b.

Relacje roznowaznosci, to relacje, ktére rownoczeénie sa zwrotne, syme-
tryczne i przechodnie. Natomiast relacje zwrotne, przechodnie i antysymetrycz-
ne nazywamy relacjami (czedciowego) porzgdku.

Odwzorowaniem (a w przypadku Y C R funkcjg) o dziedzinie D, gdzie
D C X i o wartosSciach w zbiorze Y nazywamy taka relacje f C X x Y, dla
ktorej (z;y1) € RA (z592) € R = y1 = y2 (relacja jednoznaczna), przy czym
D={z e X :Jy €Y : (x;y) € f}. Zamiast (z;y) € [ piszemy wowczas
y = f(x) oraz f : D — Y. Definiujemy obraz zbioru E C X przez te funkcje
jako zbiér f[E] ={y €Y :3x € E: y = f(x)}. Zbidér ten mozna tez zapisaé
(nieco mniej formalnie) jako {f(x) : © € E}. Przeciwobraz zbioru B C Y
oznaczany jako f~![B] definiujemy jako {x € D : f(x) € B}.

Odwzorowanie f : X — Y nazwiemy odwzorowaniem roézZnowarto$ciowym
lub injekcjq, gdy zachodzi implikacja: [a € X Ab€ X A f(b) = f(a)] = b=a.
Odwzorowaniem na zbidr Y lub surjekcjg nazwiemy f, jesli f[X] =Y, czyli
gdy VyeyIzex f(z) =y. Bijekcja. to injekcja, ktéra jest zarazem surjekeja.

Zlozeniem odwzorowari f : X — Y oraz g : Y — Z nazwiemy odwzoro-
wanie h : X — Z oznaczane symbolem g o f, ktérego wartosci okresla wzor:
h(z) = g(f(z)). Jak latwo sie domys$leé, g nazywamy funkcja zewnetrzna (od-
wzorowaniem zewnetrznym) tego zlozenia, za$ f - odwzorowaniem wewnetrz-
nym. Gdy f nie jest okreSlona na calym zbiorze X, tylko na dziedzinie D(f),
za$ g -na dziedzinie D(G), to powyzszy wzér na zlozenie okresla odwzorowa-
nie o dziedzinie réwnej D(f) N f~1[D(g)]. (Ostatni zbiér jest réwny zbiorowi
f1D(9)].)



Zadanie 4. Sprawdzi¢, ze dla obrazéw mamy relacje:
fIAUB] = flAJUf[B],  fl[AnDB]C flA]n f[B],

przy czym ostatnia inkluzja jest réwnoscia dla dowolnych zbioréw A, B C X
jedynie w przypadku injekcji. Dla przeciwobrazéw mamy juz réwnosci f~1[AN
B] = f~'[A]n f~![B] i analogiczng -gdy zamieni¢ po obu stronach znak N na
symbol sumy: U. Ponadto f[f~1[A]] C A oraz B C f~![f[B]]. Ktéra z ostatnich
inkluzji staje sie réwnoscia w przypadku injekcji, a ktéra dla surjekcji?

Sposobem na ominigcie problemoéw zwiazanych z nieinjektywnoscia jest przej-
Scie od odwzorowania f : X — Y do jego zawezenia (restrykcji) f|r do danego
podzbioru E zbioru X (czyli takiego zbioru, ze E C X). Jest to odwzorowanie
okreélone takim samym wzorem, lecz z dziedzing ”okrojong do E”. Innymi sto-
wy, definiujemy f|g : E — Y wzorem f|g(z) = f(x) dla z € E. Na przyklad,
restrykcja funkcji sinus do przedzialu E = [—7, 7] jest injekcja i zaden wigkszy
przedzial nie ma juz takiej wtasnosci.

Gdy f: X — Y jest odwzorowaniem réznowartosciowym, na zbiorze f[X]
mozemy okreslié odwzorowanie odwrotne f~!. Jest to jedyne odwzorowanie g
o dziedzinie réwnej f[X] i takie, ze

Veex 9(f(z)) =z oraz V,epx) f(9(y) =y

Na przyktad, dla funkcji f = sin |[,%’%] jej funkcje odwrotng oznaczamy
symbolem arcsin. Jest to funkcja okre$lona na przedziale [—1, 1] o wartosciach
w przedziale [-7, 7]. Dla funkcji h : R — R okredlonej wzorem h(t) = tk,
gdzie k € N injektywno$¢ mamy jedynie w przypadku k nieparzystych, zas
dla k parzystych maksymalnym podzbiorem dziedziny, na ktérym restrykcja
hlg jest injektywna bedzie E = [0,4+00) = R4, za$ funkcja odwrotna do tej
restrykcji jest funkcja " pierwiastek stopnia k7, czyli (hlj 4o0)) "' (y) = &y dla
y € [0,400). Przykladem funkcji, ktéra jest réwna funkcji do niej odwrotnej
jest funkcja okreslona wzorem ¢(t) = 1 dla t € R\ {0}.

Zadanie 5. Wyznaczy¢ funkcje odwrotne dla funkcji: L okre$lonej wzo-

rem L(t) = at + b oraz dla funkeji u(t) = Zfidb, jesli a, c # 0 oraz ad — be # 0.

Odwzorowanie o dziedzinie D, przyjmujace wartosci f(x) w zbiorze Y wy-
godnie jest zapisywaé w postaci:

DiCcX3z— f(x)eY lub Dy>z— f(z)eY. (1)

W takim zapisie najczesciej w miejscu f(x) znajduje sie jaki$§ wzoér. Podanie
samego wzoru (najczesciej liczbowego) jeszcze nie okresla funkcji, bo nie jest
podana dziedzina. Domyslnie mozemy woéwczas jednak przyjmowacé, ze dziedzi-
na jest maksymalna w przypadku D C R. Na przyktad, dziedzina maksymalna
(méwimy tez ,dziedzing naturalng”) dla g(z) = vsinz jest suma mnogosciowa
Urez[2km, (2k 4 1)), gdyz jedynie w punktach tego zbioru funkcja sinus jest
nieujemna, za$ dziedzing naturalna funkcji /7 jest Ry = [0, +00).

1.4 Funkcje odwrotne
Jesli R C X x Y jest relacja, to zbiér R~! zdefiniowany jako

{(y;2) : (z;9) € R}

jest zawarty w Y x X, jest to wiec relacja. Nazywamy R~! relacjg odwrotng do
relacji R. Relacja odwrotna do odwzorowania —czyli do relacji jednoznacznej
— na ogdt nie jest jednoznaczna. Wida¢ to na przykladzie funkcji potegowej
o wykladniku parzystym -w najprostszym przypadku -kwadratowej f : R —
R, f(t) =12 W tym przypadku f~!' = {(;Vt) : t > 0} U {(t; —Vt) : t > 0}.
Préba usuniecia tej trudnosci prowadzi w naturalny sposéb do pojecia re-
strykcji (zawezenia) odwzorowania do zbioru E C D, oznaczanej symbolem



f|E- Dziedzina tej restrykeji jest zbiér E, jej wartosci w punktach tego zbioru
sa takie, jak wartosci odwzorowania f Tak wiec dla odwzorowania postaci (1)
definiujemy f|g: E — Y okreSlajac f|g(z) = f(z) dlax € E.

Relacja odwrotna do funkcji f|g bedzie funkcja (relacja jedno-
znacznag) wtedy i tylko wtedy, gdy f bedzie réznowartoSciowa na
zbiorze E, czyli gdy f|r bedzie injekcja. Funkcje: Wx) (gdy k = 2n jest
parzyste), arcsin i inne funkcje cyklometryczne definiujemy jako odwrotne do
restrykeji funkeji potegowej (odp. do restrykeji funkeji trygonometrycznych).

Dziedzina funkcji odwrotnej typu (f|g)~! jest obraz: f[E] zbioru E, czyli
zbiér wszystkich wartosci przyjmowanych przez f na zbiorze E. Scisly dowod
tego, ze dziedzing funkcji pierwiastkowe; 27{/(:0) jest cala pélos nieujemna R,
dziedzina funkcji arcsin = (sin|[_g,g])*1 jest przedzial [—1,1] itp. jest dosé
trudne i dowodu nie podamy na wykladzie, znajdzie sie on w notatkach uzu-
pelniajacych (zostanie umieszczony pédzniej, w dalszej czesci tego pliku) i nie
bedzie Panstwa obowiazywal. Poniewaz, jak wspominalem, jedna z podsta-
wowych zasad w matematyce jest sprawdzanie, czy rzeczywiscie dany obiekt
istnieje, zachecam do przesledzenia tych notatek.

1.5 OsS liczbowa

Zanim przystapimy do opisu funkcji zmiennej rzeczywistej, podamy podstawo-
we wlasnosci zbioru liczb rzeczywistych.

Za znane przyjmujemy wlasnosci zbioru Q liczb wymiernych odnoszace sie
do dziatan dodawania, mnozenia oraz brania liczby odwrotnej zapisywanej jako
t=1 lub %, dla t € Q\ {0}. (Przypomnijmy na przyklad, ze dla ulamkéw ¢ =
b s=L gdzien,meN,k,l €Z mamyt+s=E L 708t = 5 & km = In,
t<s< km <lIn.) Gdy t # s, to zachodzi dokladnie jedna z dwu mozliwosci
(tzw. dychotomia): albo jest ¢ < s, albo tez s < t.

Liczbie wymiernej ¢ mozna przyporzadkowaé zbiér t* = (—oo,t) N Q. Od-
wzorowanie to bedzie réznowartosciowe (=latwe éwiczenie), przy czym s < t <
s* Ctr.

W pewnym sensie w zbiorze t* mozna ”zakodowa¢” wszystkie informacje o
liczbie wymiernej t. Ta droga poszedl matematyk niemiecki, Richard Dedekind
(1831-1916). Zdefiniowal on zbidr liczb rzeczywistych jako zbiér tzw. przekro-
jow zbioru Q. Definicja ta odzwierciedla wlasnosci wyzej okreSlonych zbioréw

t* (beda one nazywane przekrojami wymiernymi).

Definicja 1 Zbior A C Q nazywamy przekrojem, gdy:
1.0AANA#Q,

2. A nie zawiera elementu najwiekszego,
3. Vseg (t€ANS<E)=>s€ A

(Niektérzy jako przekrdj definiuja pare zbioréw A, B C Q, gdzie B = Q\ A.
Jest to tzw.  klasa gérna”). Zamiast warunku 3. zaklada sie, ze

(ae ANBEB)=a<f oraz AUB=Q.

Przekroj nazywa sie wymiernym, gdy klasa gérna zawiera element najmniejszy
(powiedzmy, t -wéwczas wykazuje sie, ze musi by¢ juz A = t*).

Pozostale przekroje wyznaczaja liczby niewymierne. Mozna wyobrazi¢ so-
bie, jak stabo widoczny z daleka jest ludzki wtos. Jednak przedziatek na ucze-
sanej gltowie juz wida¢ wyraznie. Przekroje Dedekinda sa wlasnie takimi ,,prze-
dziatkami” na zbiorze liczb wymiernych. Dla przyktadu, przekrojem wyznacza-
jacym liczbe niewymierna v/2 jest {t € Q: t < 0V t? < 2} Klasa gérna jest tu
{teQ:t>0At2>2}.

Mozna to ujac jeszcze inaczej: aby wyznaczy¢ dokladnie liczbe rzeczywista
x wystarczy okreslié, ktére liczby wymierne sa od niej mniejsze (zbidr takich
liczb a € Q, a < z, to bedzie klasa dolna), a ktére liczby 5 € Q sa wigksze (dla



niewymiernych x te ostatnie tworza cala klase gérna odpowiadajaca liczbie z).
Liczby rzeczywiste niewymierne zapisane w ukladzie dziesietnym (dokladniej
oméwimy to pdzniej) wymagaja uzycia nieskonczenie wielu cyfr znaczacych
(r6zmych od zera) po przecinku. Zapisujac liczbe w ukladzie dziesietnym musi-
my jednak pominaé¢ cyfry po przecinku od pewnego miejsca, zalezy to od wy-
maganego poziomu doktadnosci. Wowczas podamy pewne przyblizenie takiej
liczby z niedomiarem, tym lepsze, ile cyfr po przecinku uwzglednimy. Czasami,
jak w przypadku stynnej liczby m wyrazajacej stosunek obwodu okregu do jego
srednicy, duza dokladnos¢ wiaze sie z checig ustanowienia rekordéw sprawnosci
obliczeniowej i cierpliwosci. Poniewaz liczbe mozna z dowolnie duza doktadno-
Scia przybliza¢ przez takie liczby «, ktére maja jedynie skonczenie wiele cyfr
po przecinku w rozwinieciu dziesietnym (tzn. Jpeny 10Fa € Z), moglibyémy
konstruowaé przekroje ograniczajac sie¢ do liczb wymiernych ”o mianownikach
typu 1057, czyli ” dziesietnie wymiernych”. Klase dolna przekroju moglibyémy
zastapi¢ przez jej podzbiér zlozony z kolejnych przyblizen dziesigtnych dla z,
uwzgledniajacych coraz dalsze liczny po przecinku, ale taka konstrukcja nie jest
zbyt wygodna dla celow przedstawionych ponizej, gdzie jednak liczby traktu-
jemy jako "pelne” przekroje (doktadniej, klasy dolne).

W zbiorze R wszystkich tak zdefiniowanych liczb rzeczywistych nieréwnosé
A < B definiujemy przez warunek

A<B& ACB.

Dzialanie dodawania okre$lamy wzorem A+ B = {a+ (8 : o € A, € B}.
Stosunkowo latwo zauwazy¢, ze dla t, s € Q mamy s* +t* = (s+t)*. Podobnie
definiujemy iloczyn (na przyklad -w przypadku A > 0*, B > 0* przyjmujac
AB={af:a € ANa>0,8€ BAS>0}U0*)

Nalezy zdefiniowaé¢ tez liczbe przciwna: —A do liczby rzeczywistej A. W
przypadku niewymiernym jest to przekroj {—s : s € Q \ A}, w przypadku
wymiernym trzeba usunaé z tego zbioru jeszcze element najwiekszy. (Mozna
podaé nieco inna jednolita definicje przekroju —A). W ten sposéb zdefinio-
wane, dziatania te sg zgodne ze wczesniej poznanymi dzialaniami na liczbach
wymiernych.

Relacja porzadku w R jest liniowa, tzn. zachodzi dychotomia: albo A < B,
albo B < A.

Q jest podzbiorem gestym w R, tzn. a,b € R,a < b= J,cqg a <r <b.

Podstawowa wlasno$é (=ciaglodé) zbioru liczb rzeczywistych, ktéra jest w
zasadzie glownym celem konstrukcji Dedekinda poznamy w nastepnym pod-
rozdziale.

1.6 Ograniczenia i kresy, cigglo$¢ osi liczbowej

Ustalmy niepusty podzbiér E zawarty w osi liczbowej R. Méwimy, ze licz-
ba T € R jest ograniczeniem gérnym (lub: majorantg) dla zbioru E, gdy
Veepa < T. Wowczas kazda liczba T wicksza od T tez jest majorantg dla
E. Moze sie¢ zdarzyé¢, ze jaka§ majoranta nalezy réwniez do samego zbioru
FE -wowczas jest to tak zwany element najwiekszy zbioru E, oznaczany jako
max(FE). Na przyklad, max([a,b]) = b, za$ max([a, b)) nie istnieje. Zbior nazy-
wamy ograniczonym z gory, gdy ma jaka$ majorante (czyli gdy zbiér majorant
nie jest pusty). Analogicznie definiujemy minoranty (=ograniczenia dolne), ele-
menty najmniejsze (ozn. min(E)) i ograniczono$é z dotu. Zbiér ograniczony, to
zbidr ograniczony réwnoczesnie z dotu i z géry.

Definicja 2 Kresem gérnym (supremum) zbioru E nazywamy najmniej-
szq z jego majorant. Kresem dolnym (infimum) zbioru E nazywamy najwiekszq
minorante tego zbioru. Kresy te oznaczamy odpowiednio: sup(E), inf(E).

Zauwazmy, ze o = inf(F) wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sa nastepujace
dwa warunki:

e Vicp a <t oraz



e Vicrz<t)=z<a

Pierwszy z tych warunkéw stwierdzam ze « jest minoranta, drugi moéwi, ze
wszystkie inne minoranty sa mniejsze od «. Inne réwnowazne sformulowanie
(przez kontrapozycje) tego drugiego warunku brzmi:

e z>a= Ji,ecpty <. (x nie jest minoranta, gdy tylko x > «.)

Zastepujac R przez dowolny zbiér z relacja czeSciowego porzadku mozna
podaé identyczne definicje (majorant, minorant i kreséw). W szczegdlnosci,
mozna pytac o kresy w obrebie zbioru liczby wymiernych. Okazuje sie, ze pewne
zbiory ograniczone liczb wymiernych (np. zbiér A = {t € Q : t? < 2}) nie maja
kreséw w zbiorze Q. Faktycznie, gdy y jest majorantg dla A, to nie moze by¢
y? < 2. W przeciwnym przypadku znajdziemy odpowiednio duze n € N tak, by
nadal bylo y + 1 € A. Faktycznie, (y + 1)? =y + 2 + L <y? 4+ 2 4 1 Aby
ostatnia liczba byla mniejsza od 2 wystarczy, by n > 22’&:;12 Jak wykazalismy
na wykltadzie, jedli y € Q, to nie moze byé y?> = 2. Pozostaje wiec ostatnia
mozliwoéé, mamy y? > 2. Teraz podobnie rozumujac sprawdzamy, ze jednak
liczba 2z := y — % dla dostatecznie duzego m réwniez spetnia 22 > 2 oraz z
jest majoranta dla A.(Wystarczy, by y? — % > 2.) To przeczy minimalnosci y
posréd wszystkich majorant zbioru A.

O wyjatkowoéci zbioru R éwiadczy nastepujacy rezultat, znany jako twier-
dzenie o ciagloéci R: (niezbedne np, dla wykazania, ze ciag rosnacy i ogra-
niczony ma granice)

Twierdzenie 1 Kazdy niepusty i ograniczony z géry (odp. z dotu) zbior
liczb ma w R kres gdrny (odpowiednio, dolny) .
SZKIC DOWODU: Jest to twierdzenie o istnieniu, dowodzac musimy wiec wska-
zaé na liczbe rzeczywistg A € R, ktéra bedzie kresem zadanego zbioru E C R,
oile E # () oraz E jest ograniczony z gory. Zaréwno szukane A, jak i dowolny
element x € F -s3 to liczby rzeczywiste, czyli przekroje Dedekinda, a wiec zbio-
ry. E jest rodzing podzbioréw zbioru Q. Zdefiniujmy A jako sume mnogosciowa
rodziny wszystkich zbioréw x takich, ze x € E. (Na wykladzie definiowali$my
sume rodziny zbioréw, tu mamy A = |J E przypomnijmy, ze

A={teQ: Jyep t € z}.

Mozna latwo sprawdzié, ze jest to przekrdj. Poniewaz x C A dla wszystkich
x € E, mamy x < A, czyli A jest majoranta dla E. Réwnie tatwo sprawdzié
mozna warunek minimalnosci. Stad A =sup(F) (QED).

1.7 Funkcje ograniczone, monotoniczne, parzyste

Te definicje podam na wykladzie. Np. méwimy, ze h : D C R — R jest rosnaca
(silnie), jesli (t,s € D At < s) = h(t) < h(s). Wynika stad injektywnosé
funkcji f.

Gdy dziedzina D(f) jest symetryczna wzgledem zera, czyli gdy t € D(f) =
—t € D(f), to f nazywamy funkcja nieparzysta, jesli Vicp(s) f(—t) = —f(t)
; odpowiednio -parzysta, gdy f(—t) = f(t). Mozna wykazaé, ze wielomian po-
staci f(t) = ag+art +ast? +. .. apt® jest funkcja parzysta wtedy i tylko wtedy,
gdy dla wszystkich liczb nieparzystych m € [1,k] NN jest a,, = 0. Iloczyn dwu
funkcji parzystych, lub dwu nieparzystych -jest parzysty, natomiast iloczyn jed-
nej funkcji parzystej i drugiej -nieparzystej jest funkcja nieparzysta. Podobnie
jest dla zlozen.

Ograniczono$¢ funkcji na zbiorze E oznacza ograniczonosé obrazu zbioru
FE przez te funkcje. Jedli dziedzina funkcji jest zbidér liczb naturalnych, funkcje
h : N — R nazywamy ciagiem i wartosci h w punkcie n, zamiast h(n), zapisu-
jemy jako h,. Sam ciag o wyrazach h,, oznaczamy (h,). Méwimy wéwczas o
ciagach rosnacych (odp. niemalejacych, malejacych, nierosnacych, monotonicz-
nych), gdy odpowiednie wlasnosci przystuguja im jako funkcjom.



Zadanie 6. Sprawdzi¢, czy

1) ciag (hy,) jest niemalejacy wtedy i tylko wtedy, gdy Vpenhn < Ant1

)
n 2
; czy malejacy jest kazdy z ciggow: (;ntll) (i—,) %

zlozenie dwu funkcji malejacych jest monotoniczne
)Funkcja odwrotna do rosnacej jest tez rosnaca
Dla f rosnacej i dla E C D(f)mamy max(f[E]) = f(max(F))
(5) Podaé przyktad bijekcji f : R — R, ktéra nie jest monotoniczna
(6*)Przypusémy, ze f : R — R jest rosngca. Na ogél nieréwnosé f(sup(E)) >
sup(f[F]) moze byé ostra. Jednak gdy dla pewnego punktu « € E obraz przez
f przedzialu o koficach = oraz sup(FE) jest przedzialem, (sprébowaé) wykazaé
réwnosc.
(7) Sprawdzié, ze sup(A U B) = max{sup(A),sup(B)}.
(8) Dla ciggu o wyrazach a,, > 0 niech E, = [0, a,). Sprawdzi¢, ze |, cpy En =
[0,) dla & = sup{a, : n € N}
(9) Czy funkcja odwrotna do nieparzystej jest funkcja nieparzysta?
(10) Gdy g : [-M,M] — R jest dowolng funkcja, wykazaé¢ ,ze funkcje gy,

P,

2
3
4

g(w)+29(—w) s

odpowiednio g, okre$lone wzorami g1 (z) = w, g2(z) =

odpowiednio: nieparzysta i parzysta, zas g = g1 + go.

Réwnosé opisana w podpunkcie (6) zachodzi dla tzw. funkeji ciagtych. (De-
finicja ciaglosci bedzie nieco pdzniej -wszystkie rozwazane przez nas funkcje
elementarne sa ciggle na swych naturalnych dziedzinach.)

2 Przeglad wybranych funkcji elementarnych

Funkcja okreslajaca znak liczby x, oznaczana sgn(z) przyjmuje wartos¢ —1 dla
x < 0, zero -dla z = 0 oraz 1 dla « > 0. (Z pewnych wzgledéw nie uznajemy
jej za funkcje elementarna,)

Modut |z| (czyli warto$é bezwzgledna) liczby x mozna teraz zdefiniowaé
jako iloczyn: |z| := z - sgn(z). Mamy réwnowaznosé:

2] < M & (M <zAz<M).
Otrzymamy stad latwo tzw. nieréwnosci tréjkgta:
ool <lel+ ol [lel - o] <z — 9.
Funkcje wielomianowe (wielomiany), to funkcje postaci
w(z) =ap+ax+...+apz", w:R—R.

Jesli dla tak zapisanego w jest a,, # 0, to n nazywamy stopniem w, piszac n =
deg(w) (po angielsku: degree of a polynomial = stopien (jakiego$) wielomianu).

2.0.1 Funkcja wykladnicza o podstawie a

—to funkcja R 3 x — a® € Ry zdefiniowana w nastepujacy sposob:
W przypadku a = 1 mozemy wprost zdefiniowaé¢ 1% = 1. Dalej zaktadamy,
zea#1,a>0.

1. Dla 2 = 0 przyjmujemy a® = 1,

2. dla n € N definicja a™ ma charakter rekurencyjny: a” := a - a"~*. (Gdy
n = 1, mamy wczeéniej zdefiniowane ' ' =a® =1, wiec a' =a -1 = a.

3. Nastepnie dla ujemnych liczb catkowitych (postaci k = —n,n € N) przyj-

mujemy a” " = .

4. Dla utamkéw postaci %, n € N funkcja potegowa g : Ry 3z — 2™ € Ry
jest bijekcja, co wykazemy nieco pézniej, korzystajac z wlasnosci funkcji
ciagltych. Funkcje odwrotng nazywamy funkcjg pzerwzastkowq stopnia n,
zamiast © = g~ !(y) piszemy z = {/y, lub z = yw.
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5. Dla dowolnej liczby wymiernej » € Q mamy r = % dla pewnych liczb
k € Z,n € N, definiujemy a" := (a%)k.

Tak zdefiniowana potega liczby a o wyktadniku wymiernym ma pewne wla-
snosci (one wrecz narzucaja sposéb definiowania tych poteg) i sprawdzamy je
najpierw dla wykladnikéw naturalnych, stosujac metode indukcji, potem prze-
chodzac przez etapy 3,4,5 tej definicji. Zbierzemy je w ponizszym zadaniu.

Zadanie 7. Wykazaé, ze
ar+s — CLTCLS, ars — (ar)s7 (ab)r — arbr’ (7)7“ - =

Sprawdzi¢, ze dla a > 1 funkcja Q > r — a” jest silnie rosnaca, zas w przypadku
a < 1 —silnie malejaca.

Definicje o dla dowolnego wykladnika (niekoniecznie wymiernego)
x € R w przypadku a > 1 wprowadzamy wzorem:

a® :=sup{a” :r € Q,r < z}.
W przypadku a < 1 jest é > 11 przyjmujemy a® := (é)_r Wtasnosci
podane w poprzednim zadaniu zachodzg réwniez dla wyktadnikéw dowolnych.

2.0.2 Logarytmy

Dla a > 0,a # 1 funkcja R 2 = — a” jest silnie monotoniczna, przyjmuje
kazda warto$é dodatnia w pewnym punkcie (dowdd p6Zniej) i funkeje odwrotna
nazywamy logarytmem o podstawie a, oznaczajac ja log,. Tak wiec

y=log,z < a’ = .

Dziedzina logarytmu jest (0, +00), zbiorem przyjmowanych wartosci jest R. W
oparciu o wlasnosci z poprzedniego zadania wykazujemy, ze

log, x

1
log, (zy) =log, x +log,y, log,— = —log,x, log,z= ,
x log, b

log, a = log,(z¥) = ylog, z, log,1=0, log,a=1.

1

log, b’

Podstawe logarytmoéw naturalnych oznaczamy symbolem e i definiujemy
jako granice: e := limnaoo(l + %)n Zamiast log, x piszemy (w Polsce) Inz.
Zapis log x w polskiej literaturze oznacza log;, x, za$ w literaturze anglojezycz-
nej logxz = log, = (oni nie stosuja raczej symbolu Inz). Funkcje wyktadnicza o
podstawie e oznaczamy exp, tzn. exp(z) = e® i nazywamy tez funkcjg ekspo-
nencjalng (eksponenta x). Tak wiec, In = (exp)~! (tu wykladnik —1 oznacza

funkcje odwrotna!).

2.1 Funkcje trygonometryczne

Na poprzednim wyktadzie przypomnialem jeszcze definicje funkcji trygonome-
trycznych i cyklometrycznych. Przypomnijmy, ze bedziemy okresla¢ wielkosé
kata w mierze tukowej. Przez kat ¢, gdzie ¢ € R rozumiemy kat oparty na tuku
okregu jednostkowego o dtugosci ¢, ktorego poczatek lezy na poétosi dodatniej.
Fuk ten odmierzamy w kierunku ”dodatnim”, czyli przeciwnym do kierunku
ruchu wskazowek zegara, o ile ¢ > 0, za§ w kierunku zgodnym ze wskazéwka-
mi zegara, gdy ¢ < 0. Jednostka miary kata odpowiadajaca tukowi o dtugosci
takiej, jak promien kola (ang. "radius”) nazywamy radianem. Kat o mierze «
stopni ma 7 - 135 radianéw. Wartosci funkcji trygonometrycznych mozna od-
czytaé patrzac na okrag jednostkowy -konkretnie, koniec tuku odpowiadajacego
¢ radianom ma wspélrzedne: (z,y) = (cos ¢, sin @) w ukladzie kartezjanskim.
Tak jest dla dowolnych ¢ € R. Wartos¢ tg ¢ -jedynie dla || < F- odczytujemy
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przedluzajac promien przechodzacy przez ten koniec tuku do punktu przecie-
cia z prosta o réwnaniu x = 1. Ten punkt przeciecia ma wspélrzedne (1,tg ¢).
Ponadto tg¢ = sg;ﬁ Wartosé kotangensa, ctg ¢ definiujemy jako é. (Uwa-
ga: anglojezyczne ksiazki zamiast symbolu tg uzywaja tan, zas zamiast ctg
-symbolu cot.)

Podstawowe wlasnosci funkcji trygonometrycznych -a jest ich wiele -mozna

znalezé w tablicach matematycznych. Wymienmy tylko pare przykladowych:

sin? ¢ + cos? p = 1, sin(g + «) = cosa = — cos(m + ), cos(g +a) = —sina,

sin(a + ) = sinacos B + cosasin 3, cos(a + ) = cosacos f + sin asin g,

Oé+ﬁsin04—ﬁ, tga_thZM’
2 2 cos acos 3

2sinasin § = cos(a — ) — cos(a+ ), 2cosacosf = cos(a — ) + cos(a+ 3).

sina — sin 8 = 2 cos

Funkcje te sa okresowe, okres podstawowy dla sin oraz cos wynosi 2,
okresem podstawowym dla tg, ctg jest m. Funkcja cos jest parzysta, pozostate
trzy sa nieparzyste. Z interpretacji na kole trygonometrycznym wynikaja dla
¢ € (0, %) nieréwnosci: 0 < sinz < x < tgx.

2.2  Funkcje cyklometryczne

Jak nazwa wskazuje, mierza one dtugo$¢ tuku okregu na podstawie danej jednej
ze wspolrzednych punktu bedacego konicem tego tuku na okregu jednostkowym.
Definiuje sie je jako odwrotne do restrykcji funkcji trygonometrycznych:

o ( -1 _ -1
arcsin = (sin|_z =))7", arccos = (cos|j) " -
Dziedzina kazdej z tych funkcji jest zbidr [—1,1]. Jest to bowiem zbiér wszyst-
kich wartosci przyjetych przez funkcje sin (odpowiednio, cos) na tych przedzia-
tach (dowdd- pdzniej).
Analogicznie, definiujemy
_ -1 _ -1
arctg = (tg|(—z z))", arcctg = (ctglom)
obie na dziedzinach réwnych R, pierwsza z tych funkcji jest rosngca (por. za-
danie 6.(4)) i nieparzysta, druga maleje. Wykresy przedstawiam na wykladzie.
Oproécz profesjonalnych programéw typu: ,,Mathematica”, ,Mathlab” jest
wiele prostych, darmowych narzedzi do tworzenia wykreséw funkcji (np. pro-
gram GraphCalc), do ktérych linki mozna znaleZzé na stronie
http://pobierz.pl/programy /windows/edukacja-i-nauka/matematyka-i-fizyka

2.3 Funkcje hiperboliczne

Hiperbola nazywamy krzywa bedaca wykresem funkcji y = %, czyli krzywa
o réwnaniu zy = 1 ale réownez hiperbolami sa krzywe powstale z tej krzy-
wej przez obrét, symetrie wzgledem prostej, lub podobienstwo. Przeksztalcenie
zmiennych z,y na u, v, gdzie u = (x +y),v = x — y jest zlozeniem obrotu o kat
7 z podobienstwem w skali V2 i przeksztalcajac otrzymamy réwnanie hiperboli
w postaci (z +y)(z —y) = 1, czyli 22 — y? = 1. Obrazem osi ukladu (asymptot
hiperboli) {(z;y) : xy = 1} jest para prostych o réwnaniach z = y,z = —y
-to sa asymptoty ukosne hiperboli {(x;y) : 2 — y? = 1}. Ograniczmy si¢ do
galezi {(z;y) : 22 —y? = 1,2 > 0} (przecinajacej o§ OX w punkcie (1,0)). Jesli
na niej oznaczymy punkt P jako koniec tuku o dlugosci ¢ o poczatku w (1;0)
skierowanego ku gorze, gdy ¢ > 0, ku dolowi dla ¢ < 0, otrzymamy punkt
P o wspblrzednych (cosh(y);sinh(p)). Tak geometrycznie mozna zdefiniowaé
funkcje: sinus hiperboliczny i cosinus hiperboliczny. (Gdy tuk na hiperboli za-
stapimy lukiem na okregu, otrzymamy zwykly sinus i cosinus kata ¢.)
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Poniewaz na razie nie mamy prostych wzoréw na dtugosci tukéw hiperboli,
podamy jako ”oficjalng definicje” inny wzér dla dowolnego ¢ € R (jako czesé
parzysta -odp. nieparzysta- z funkcji wykladniczej):

e —e ¥ e? + e ¥
—_— h = —

Ponadto mamy tangens hiperboliczny i cotangens hiperboliczny :

sinh(y) =

sinh x e —e * cosh x e +e "

tehx = = ctehr = — .
& coshx e*+e 2’ & sinhz e* —e @

Niektére wzory dla funkcji hiperbolicznych przypominaja wzory trygonome-
tryczne. Pozostawiamy je do sprawdzenia jako proste ¢wiczenie.

Zadanie 8. Wykazaé¢ nastepujace réwnosci: cosh? z — sinh?z = 1 (je-
dynka hiperboliczna”), cosh(z £ y) = cosh z cosh y £ sinh « sinh y,
sinh(2x) = 2sinh x cosh z, cosh (2t) = (cosht)? + (sinht)?.

Wykresy funkeji (nieparzystej) sinh oraz (parzystej) cosh nie sa do siebie
wcale podobne. Pierwsza z nich przypomina nieco wykres funkcji y = 22 -
jednak w zerze przecina 0§ OX pod katem 7 /4 i dla duzych x ro$nie znacznie
szybciej. Jest bijekcja R — R. Druga spelnia warunek V,, coshz > 1,cosh 0 = 1.

Funkcje hiperboliczne odwrotne sa okredlane jako ,.funkcje polowe” : area
sinus hiperboliczny =arsinh = (sinh)~!. Rozwiazujac réwnanie wykladnicze
otrzymamy arsinh(y) = In(y + v/y? + 1). Area cosinus hiperboliczny arsinh =
(cosh)~! spetia relacje arcosh y = In(y + vy — 1v/y + 1).

Nazwa pochodzi od réwnosci pola obszaru zawartego miedzy odcinkami
[0,P], [O0,(1;0)] i wspomnianym tukiem na hiperboli z wartodcia ¥, podczas
gdy P = (coshy;sinh @), za$ arsinh(sinh @) = .

2.4 Ciagi i ich granice

Ciag (oznacz. (fn) lub (fn)nen) w zbiorze Y, to funkcja f : N — Y. Zamiast
f(n) piszemy jednak f,, i element ten nazywamy n-tym wyrazem naszego ciagu.
Czesciej niz f uzywamy innych liter. Czesto podajemy sam wzér na n-ty wyraz
ciggu, np. (1 + £)". Gdy Y C R, méwimy o ciggach liczbowych. Ciag jest
niemalejacy, gdy okreslajaca go funkcja jest niemalejaca na dziedzinie N.

Definicja 3 (Granicy ciagu). Mowimy, Ze cigg liczbowy o wyrazach a,
zmierza (jest zbiezny) do granicy g € R, piszqc g = lima,, lub a, — g, jesli

VesoImenVnzm an — gl <e.

Mowimy, zZe ciqg jest zbiezny, jesli istnieje liczba g € R o powyzszej wlasnosci.

Na przyklad, ciag staly (czyli taki, ze V,, a,, = npy1) jest zbiezny (do g =
ay). Ciag kolejnych liczb naturalnych (a, = n) nie jest zbiezny do zadnej
granicy, bo gdy e = 1, dla dowolnego g mamy |g —n| > 1, o ile tylko n > g+ 1.
Ten cigg nie jest ograniczony, jest rosnacy. Ale nie kazdy cigg ograniczony jest
zbiezny -na przykltad, nie istnieje granica ciagu o wyrazach (—1)".

Jezeli g jest granica ciagu, fakt ten zapisujemy tez symbolem a,, — g. Gdy
ciag jest niemalejacy: V,, an < an41, zamiast a, — g piszemy czasem a,, T g.

Zauwazmy, ze |a, — g| < € mozna zapisaé¢ w postaci koniunkcji nieréwnosci:

g—e<a, <g-—Ee

Przedzial otwarty (g—e¢, g—€) nazwiemy e-otoczeniem punktu g na osi liczbowej.
Woéwezas zbiezno$é¢ a, — g mozna wyrazi¢ stowami: w dowolnym otoczeniu
punktu g znajdujg sie wszystkie -poczqwszy od pewnego miejsca - wyrazy ciggu.

Niech R := RU{—00, +00} (rozszerzona o$ liczbowa). Dla E C R przyj-
mujemy supE = +oo(odp. — o0), gdy zbiér E nie jest ograniczony z gory
(odpowiednio, z dotu).

GRANICE NIEWEASCIWE Moéwimy, ze cigg (a) jest rozbiezny do +oo, pi-
szac lima, = +oo lub a, — +00, gdy VyerIn,Vn>no an > M. Zamieniajac
warunek a, > M na a, < M otrzymamy definicj¢ warunku a,, — —oo.
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Twierdzenie 2 (O JEDNOZNACZNOSCI GRANIC) Jezeli mamy zardwno
an — 9, jakian_)glz to,g:gl-

Twierdzenie 3 Zbieznosé nie zalezy od poczgtkowych wyrazow ciggu: Gdy
Vo an =0by, to a, - g by, —g.

Twierdzenie 4 (O ISTNIENIU GRANIC CIAGOW MONOTONICZNYCH) Gdy
cigg (ay) jest monotoniczny (nierosnacy, badz niemalejgcy), to ma granice g €
R. Granica ta jest skoriczona wtedy i tylko wtedy, gdy cigg jest ograniczony.
Doktadniej, gdy (a,) jest niemalejgcy, to lima, = sup{a, : n € N}, a cigg
malejgcy - zmierza do kresu dolnego jego zbioru wyrazow.

Twierdzenie 5 (O TRZECH CIAGACH) Gdy ¥, a,, < b, < ¢, oraz istnie-
ja (jednakowe) granice g = lima,, = limc¢,,, to cigg (b,) tez zmierza do g.

Twierdzenie 6 (O PRZECHODZENIU DO GRANICY W NIEROWNOSCIACH)
Jezeli a, — g oraz b, — g1, przy czym ¥, an, < by, to g < g1.

Zauwazmy, ze dla ostrych nieréwnosci: V,,a,, < b,, nie mozna uzyskaé wnio-
sku o ostrej nieréwnosci granic! Natomiast mamy

Twierdzenie 7 Jezeli lima, = g oraz g < z, to réwniez a, < x od
pewnego miejsca poczqwszy, czylt JVp>p an < T.

Twierdzenie 8 Kazdy cigg zbiezny (czyli majacy granice skoriczong) jest
ograniczony: Ilima, = g € R = sup{|a,|: n € N} < 4o0.

Twierdzenie 9 Jezeli a, — 0 orazsup{|b,| : n € N} < oo, to ay-b, — 0.

Twierdzenie 10 (O SUMIE GRANIC) Jezeli a, — ¢ oraz b, — g1, to
an+b7L—>g+gl-

Twierdzenie 11 (O ILOCZYNIE GRANIC) Jezeli a,, — g oraz b, — g1, to
an by —9g-91-

Twierdzenie 12 (O ILORAZIE GRANIC) Jezeli a, — g oraz b, — g1, przy

czym g1 # 0 to by, # 0 poczquszy od pewnego miejsca oraz 3 — g%.
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