Analiza mat. na kierunku ”Elektrotechnika” II sem. wyklad ”zdalny” 12.

12 Calki wielokrotne

Podobnie jak przy rézniczkowaniu, w rachunku catkowym bedziemy stosowali
metode ustalania zmiennych z wyjatkiem jednej, co prowadzi do tzw. calki
iterowanej. Na przyklad, dla dwu zmiennych (z,y) € R? mozemy wyliczyé catke
f; f(z,y0) dz, ktérej wartosé oznaczmy h(yg). Jedli f jest ciagla w prostokacie
[a, b] X [e, d], to jest tez ona jednostajnie ciagla. Funkcje jednej zmiennej: f(-,y) :
[a,b] > x — f(x,y) € Roraz f(z,-) : y — f(x,y) polegajace na ustaleniu jednej
ze zmiennych -sa ciagle, wiec catkowalne. (W pierwszym przypadku ustalamy
Yo, zas kropka symbolizuje ”aktywna zmienna, w drugim -ustalamy zmienna
x) Wykazemy teraz np. cigglo$é funkeji h na odcinku [c, d]. (Wdwczas bedzie
mozna wyliczy¢ jej catke, zwana calka iterowana dla f.) Poniewaz z jednostajnej
ciaglodi f wynika w szczegélnodci, ze dla kazdego € > 0 istnieje § > 0 taka, ze
gdy |y —yol <9, to

b
Vaelan)| (@ 9)=f(2,90)| < & = |h(y)=h(yo| = I/ (f (@, y)=f (2, 90)) dz| < (b—a)e.

Analogicznie wykazujemy ciaglosé funkeji g(z) := fcd f(z,y) dy. Funkcje g, h
mozemy wiec calkowaé na ich dziedzinach. Mozna wykazacé, ze calki te sa réwne.
Jedna z metod dowodu jest tu ykazanie, ze obydwie sa rowne tak zwanej calce
podwdjnej z f po prostokacie P = [a,b] X [c,d], ktéra teraz zdefiniujemy.

Definicja . Rodzine prostokatéw P; C P, gdzie j € {1,2,..., M} nazwiemy
podzialem P, jesli ich boki sg réwnoleglte do bokéw P, wnetrza -sa parami
rozlgczne, zag Ung P; = P. Oznaczmy przez |P;| pole prostokata z podziatu i
wybierzmy uktad punktéw posrednich @); € P;. Powiemy, ze funkcja f: P — R
jest catkowalna po prostokacie P, za$ liczba I oznaczana [ = ffp fz,y) dzdy
jest caltka podwojna z f po tym prostokacie P, jezeli dla kazdego € > 0 istnieje
0 > 0 taka, ze gdy érednice wszystkich prostokatow P; z danego podziatu sa
muniejsze od ¢, to dla sumy catkowej S := Zj\il f(Q;)|P;| mamy |S —I| <e.

Zamieniajac prostokaty na prostopadloéciany P; i oznaczajac przez |Pj]
ich objetosci -otrzymamy analogiczna definicje catki potrojnej. Ogoélniej, mo-
zemy caltkowaé funkcje n zmiennych po kostkach typu P = [a1,b1] X [ag, ba] X

- X [an, by, zamieniajac pole, czy objeto$é- na n-wymiarowa miare Jordana
réwna iloczynowi dlugosci wszystkich krawedzi. Granica sum catkowych przy
maksimum Srednic kostek podziatu dazacym do zera bedzie catka wielokrotna
(Riemanna) po danej kostce P. W kazdym przypadku mozna wykazaé, ze tak,
jak w przypadku funkcji jednej zmiennej, funkcje ciaggle na kostkach sa jedno-
stajnie ciagle oraz calkowalne (w sensie Riemanna). Dowody sa analogiczne,
jak dla jednej zmiennej, ale do$¢ zmudne, wiec odnotujmy jedynie podstawowe
dla nas dwa fakty w postaci twierdzenia:

Twierdzenie. Catka wielokrotna z funkcji ciaglej na kostce w R™ istnie-
je i jest rowna calce iterowanej, gdzie calkowanie wzgledem poszczegdlnych
zmiennych mozna wykonaé¢ w dowolnej kolejnosci. Na przyktad, dla catek po-
dwdjnych, jezeli f: P = [a,b] X [c,d] — R jest ciagla, to istnieje

//Pf(x,y)d:cdyZ/ab (/Cdf(x,y)dy> d:v:/cd (/abf(x,y)dx> dy. ()

Twierdzenie pozostaje prawdziwe dla funkcji ograniczonych f, jezeli n-wymiarowa
miara zbioru punktéw nieciaglosci f wynosi zero.

Dla calek niewtasciwych ostatnia réwno$é moze nie zachodzié, potrzebne
sa pewne dodatkowe zalozenia. Na przyklad- skonczono$é¢ niewlasciwej calki
iterowanej z modutu (?bezwzgledna zbieznosé calki iterowanej”) bedzie tu wa-
runkiem wystarczajacym, mowi o tym Twierdzenie Fubiniego ktérego nalezy



uzywaé w tandemie z twierdzeniem Tonellego, ktére mowi, ze dla calek nie-
wlasciwych z funkcji nieujemnych zawsze zachodza réwnosci ) (choé moga
to byé¢ wartosci réwne +o00). Twierdzenie Tonellego potrzebne jest do spraw-
dzania kluczowego zalozenia w twierdzeniu Fubiniego, jakim jest warunek
zbieznosci calki podwdjnej z | f(x, y)|. Obydwa te twierdzenia zachodza tez dla
ogdlniejszego pojecia calek Lebesgue’a (nawet wzgledem dowolnej miary pro-
duktowej na iloczynie kartezjanskim abstrakcyjnych przestrzeni z miara -np.
stosowaé to mozna w rachunku prawdopodobienstwa, gdzie calke ze zminnej
losowej interpretujemy jako jej warto$é oczekiwana).

Przyktad liczenia calki po prostokacie: Nasz prostokat bedzie nawet kwa-
dratem, ale niestety, obréconym o 45 stopni: P = {(z,y) : |z| + |y| < 1}
Powiedzmy, ze chcemy policzy¢ I := [[, 2? dedy. Mozemy ”sztucznie dodaé
zero” okreSlajac funkcje na wiekszym kwadracie P, := [—1,1] x [—1,1] wzo-
rem: f(z,y) = 2 dla (x,y) € P oraz f(z,y) = 0 dla (z,y) € P, \ P. Po-
réwnujac definicje calek podwodjnych widzimy, ze faktycznie nasza calka I jest
réwna calce [[, f(x,y)dvdy. Co prawda, f ma punkty nieciaglodci- sa to
punkty brzegu kwadratu P, ale brzeg ten ma plaska miare zero, bo jest suma
czterech odcinkéw. Teraz mozemy iterowaccatke w kierunkach osi. Poniewaz
funkcja f jest parzysta wzgledem zmiennej x i wzgledem drugiej zmiennej,
jej wykres ma dwie osie symetrii i mozna policzyé¢ catke tylko po kwadracie
[0,1] x [0, 1] a wynik pomnoZyc’ przez 4. Wyliczmy wiec pierwsza iterate tej

catki, czyli h fo x,y) dz. Poniewaz f(x,y) = 2% dla 0 < 2 < y oraz
f=0day < z < 1, mamy h(y foy ?dr = L 7 naszego twierdze-
nia i z uwag o symetrii wynika, ze I = 4f0 dy = 41—12y4(1) = % Moze-
my jeszcze sprawdzm Jakz% wartos¢ da 1ter0wanle w innej kolejnosci: Najpierw
policzmy g(x fo x,y)dy = fol_g: 22dy = 22(1 — x) = 2% — 23, Teraz
fo x)de = 3 — % = 1—12, co pomnozone przez 4 daje ten sam wynik: I = %

Juz ten przyklad pokazatl, jak mozemy liczy¢ catke z funkcji f po dowolnym
obszarze ograniczonym ) C R" zawartym w jakiejs kostce P. Najpierw defi-
niujemy przedluzenie F' funkcji f przyjmujac jego wartosci réwne zero na P\ )
orz F' = f na zbiorze Q Wtedy definiujemy [, fdzy ... dwy := [, Fdzy...dz,
Najwazniejsze dla nas beda calki po obszarach normalnych. Zacznijmy od dwu
zmiennych. Méwimy, ze obszar ) C R? jest normalny wzgledem osi OX, jeze-
li istnieje przedzial [a,b] C R oraz dwie funkcje ograniczone y;(z) < ya2(z) :
[a,b] — R takie, ze

Q={(z,y) e R? 1z € [a,b], 91 (2) <y < yo(2)}.

W przestrzeni R? mozemy rozwazaé obszar normalny D zadany przez pewien
obszar normalny 2 C R? oraz przez pare funkcji zi, 22 okreslonych na tym
obszarze (2. Obszar normalny (wzgledem plaszczyzny OXY), to bedzie zbiér D
postaci:

D= {(m,y,z) € RB : (l‘,y) € Q,2’1<.’I,',y) <z < Zz(l‘,y)}

Catkowanie po takich obszarach odbywa sie w taki sposéb, jak w poprzednim
przykladzie, czyli przez iterowanie calki. Najpierw liczona catka (”calka we-
wnetrzna”) powinna byé catka wzgledem ostatniej ze zmiennych (tej opisanej
nieréwnoéciami. W przypadku obszaru {2 opisanego powyzej przez nierownosci

y1(z) <y < yo(x), najpierw liczymy funkeje g(z) = [} f)) f(z,y) dy, nastepnie

wyliczamy f; g(x) da i to jest szukana wartosé catki podwojnej [ [, f(x,y) dedy.
Faktycznie, gdy ¢ < inf{yx) : = € [a,b]}, d = sup{y2(z) : € [a,b]}, to Q C
P :=[a,b] x[e,d] ifunkcjg F przedtuzajaca f definijemy nadajac jej wartosci ze-
ro na P\Q. Stad G(z f Fa:ydy*fylm)OderfyZ(m a:y+f2($)

y1(x)

/:G(x)dx://PF(x,y) dxdyZ/Qf(x,y)dxdy.

Teraz



Aby uniknaé¢ pisania duzych nawiaséw okalajacych calke wewnetrzna, co
okresla kolejnosé catkowan, uzywana jest inna metoda: np. zamiast

/ab (/Cdf(x,y)dy> v -piszemy /ab dx /Cdf(x,y)dy.

Jesli dla funkcji trzech zmiennych obszar D jest normalny wzgledem OXY i
rzutem na t¢ plaszczyzneg jest {2 -obszar normalny wzgledem OX opisany jak
wyzej, to

b y2(z) z2(w,y)
/// fz,y, z) dedydz :/ dx/ dy/ flz,y,2)dz.
D a y1(w) z1(@,y)

Na przyktad, obliczmy catke podwdjna

2
J://%dxdy,
)

gdzie ) jest obszarem zawartym pomiedzy prostymi: x = 2,y = x oraz hiper-
bolg yz = 1. Jest to obszar normalny wzgledem OX. Aby ustalié¢ jego rzut [a, b]
na o§ OX najlepiej sporzadzi¢ rysunek, z ktérego wyniknie, ze jedyny obszar
ograniczony, ktérego fragmentami brzegu sg te 3 linie jest obszar nad odcin-
kiem [a,2], gdzie a jest pierwsza wspdlrzedng punktu przeciecia prostej y = x z
nasza hiperbola lezacy w pierwszej ¢wiartce uktadu wspélrzednych. Wyliczamy
z réwnania r = %, ze x> = 1, a poniewaz x > 0, mamy x=1=y. Na odcinku
[1,2] prosta y = ¢ lezy nad hiperbola, wiec J = ff dx ff i—z dy a poniewaz
funkcja pierwotna wzgledem zmiennej y dla funkcji podcatkowej jest —%, jej
przyrost od punktu % do x wynosi 22 —x, te wartoéé catkujemy po dz od dolnej
granicy calkowania 1 do gérnej =2, otrzymujac jako wynik

2277 1
=|— == =2+ -.
1=[5-5] -2

Czesto latwiej jest opisywaé dany obszar w jakim$ krzywoliniowym ukta-
dzie wspdlrzednych. Przykladem sa wspoélrzedne biegunowe (7, ¢) punktu A na
ptaszczyxnie R%. Tu r jest odlegtoécia punktu A = (x,y) od poczatku ukla-
du, czyli normg euklidesowa wektora (x,y), wiec r = /22 + y? Natomiast ¢,
to wspélrzedna katowa podawana w radianach i opisuje kat miedzy osia OX
a poélprosta wyznaczona przez ten wektor (przy czym ¢ € [0,2r). Tak wiec,
x = rcosy,y = rsinp. W tych wspolrzednych takie figury ptaskie, jak koto
o $rodku (0,0), wycinek tego kota, pierscien (koncentryczny) i jego wycinek -
wszystkie opisuja sie w tych wspolrzednych przez prostokaty. Np. wycinek kota
o promieniu R lezacy miedzy katami «, 3, to zbiér punktéw o wspolrzednych
biegunowych (r, ) takich, ze 0 < r < R oraz a < ¢ < . Réwnanie okre-
gu bedacego brzegiem tego kota, to po prostu: r = R,0 < ¢ < 27w. Czasami
rownania we wspoélrzednych biegunowych nie sa tak oczywiste. Na przyktad
dla okregu o réwnaniu 2% + 3% = 2z , czyli (x — 1)?2 + y? = 1 promien =1,
srodek ma wspélrzedne (1,0), a réwnanie biegunowe otrzymamy wstawiajac
T = rcosy,y = rsinp otrzymujac 12 = 2rcosy, czyli r = 2cosp. Ale tym
razem punkty z tego okregu sa widziane tylko pod katem ¢ € [0, 5] U [37, 2],
POZOSTALE KATY DALY BY r < 0, co jest niemozliwe. Dla tego okregu
wygodniejsze jest réwnanie w przesunietych wspolrzednych biegunowych. Na
przyktad, okrag o $rodku o wspétrzednych kartejanskich (a,b) € R? o promie-
niu R opiszemy réwnaniem r = R w uktadzie przesunietych wspélrzednych
biegunowych:

r=a+rcos¢,y=>b+sing. (2)

Ogdlnie, krzywoliniowym ukladem wspoélrzednych w R™ (lub w pewnym
otwartym podzbiorze D; tej przestrzeni) nazwiemy odwzorowanie bijektywne

X:D3w=(wy,...,wp) — X(w) = (x1(w),...,z,(w)) € Dy



klasy C' okreslone na zbiorze otwartym D C R™ o tej wlasnoéci, ze w kaz-
dym punkcie w € D jakobian, czyli wyznacznik macierzy Jacobiego tego od-

. A(z1,x3,...,%0) . . Lo .
wzorowania X oznaczany J,,(X) lub TR D czyli wyznacznik rézniczki,

det(d,,X) jest niezerowy. Ale jak wyliczy¢ calke w takim ukladzie wspdlrzed-
nych? -odpowiada na to pytanie nastepujace

Twierdzenie o zmianie zmiennych. Jezli funkcja f : D1 — R jest calkowal-
na na obszarze D1, zas X : D — Dy jest krzywoliniowym ukltadem wspolrzed-
nych o niezerowym jakobianie J,,(X), to funkcja zlozona fo X jest calkowalna
na obszarze D oraz

fdxl...d:nn:/(f X)(w)] o (X)| dwy ... . dw. (3)

JD;

Funkcje z podstawieniem X (w) mnozymy wiec pod calka przez warto$é
bezwzgledna jakobianu te go odwzorowania X.

Sprawdzmy, jak to dziala w przesunietym uktadzie wsp. biegunowych .
Mamy tu wspélrzedne x(r,phi) = a + rcos ¢, y(r$) = b+ rsin¢g. Wiec z). =
cos @, xyy = —rsing, y, = sin,y;, = rcos ¢. Wyznacznik macierzy Jacobiego,
to jak latwo sprawdzié¢ 7 cos® ¢ + rsin? ¢ = r. Stad dla obszaru D jesli D; :=
{(rcos¢,rsing) € R?: (r,¢) € D}, to

/D1 fz,y) ://D fla+rcosd,b+ rsing) rdrde.

Pamietajmy o ”rdr”! Na przyklad gdy D = [0, R] x [0,27], to D; jest kolem
o promieniu R. Jesli calkujemy po obszarze D; funkcje stala 1, to wynikiem
bedzie pole (miara Jordana obszaru D), czyli, jak wiemy, 7R2. Liczymy przy
uzyciu naszego wzoru: (dla funkcji stalej 1 podstawienie f o X tez jest stala 1,
tylko na innej dziedzinie). Wiec

27 r R2
// 1dxdy:// 1rdrd¢:/ d¢/ rdr =2r— = 1R,
Dy D 0 0 2

Bardziej nietrywialnym zastosowaniem jest wyliczenie catki niewlasciwej
I = foooo =2 dp. Jak wiemy, I = limas—oo Iar, gdzie Iny = f A€ e dx,
ale niestety funkcja podcalkowa nie ma pierwotnej wyrazalnej przez funkcje
elementarne. Zamiast I zajmijmy si¢ wartosciami

Iy = e " e Y dxdy.
(M, M]x[-M,M]

Pod2 calka jest funkcja réwna e_(m2+y2), czyli we wspolrzednych biegunowych
e~ "". Gdyby calkowaé nie po kwadratach Qs := [-M, M| x [-M, M], tylko
po kotach Ky := {(z,y) : 2% +y?> < M?} to r przed dr daje bardzo duzo:

s 2 M R
// e~ @) dady :/ dgi)/ e " rdr.
K 0 0

W ostatniej calce 2r dr, to rézniczka ds podstawienia r? = s. Stad fOM e rdr =

2
%fOM e %ds = %[—6’5]6\42 =11- e~M*). za$ cala calka z funkcji e~ (@*+v%)
po kole Ky, to w(1 — e_Mz). Liczymy granice przy M — oo. Calki po zbio-
rach K, zmierzaja do w. Co wiecej, na kazdym kwadracie @); mozna opisaé
koto i wpisan wen koto , ktérych promienie zmierzaja do nieskoniczonosci gdy
M — oo, stad -z twierdzenia o trzech granicach, réwniez limy/ .o I3, = T.

Wynika stad, ze I = /7.
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