Analiza mat. na kierunku ”Elektrotechnika” II sem. wyklad ”zdalny” 1.

1 Szeregi liczbowe

Zacznijmy od definicji szeregu liczbowego. Chodzi nam o to, by uzywaé pojecia
,szeregu formalnego” niezaleznie od tego, czy jego suma istnieje, czy tez nie,
gdyz bedziemy czasami mieli do czynienia z szeregami rozbieznymi.

Definicja 1 Szeregiem liczbowym o wyrazach x, € C bedziemy nazywaé
cigg ,sum czesciowych” (Sk)r=01,..., gdzie

k
Sem Y n =t a1+t

n=0

Czyli szereg, to cigg:
X1,

1 + X2,
T + X2 + T3,

Czasami wygodnie jest pisaé Sk(x,) zamiast Sy. Mowimy, ze ten szereg jest
zbiezny, o sumie réwnej S, co zapisujemy symbolem S = > x,, gdy ciag
(Sg) jest zbiezny do granicy skotriczonej, przy czym S = limy_. o Si. Skrétowo,

mamy wiec
) k
E r, = lim E T
k—oo
n=0 n=0

Mozemy tez zdefiniowaé Z;’lo:p T, jako szereg Z;io yj, gdzie yo = ... =
Yp—1 = 0,yn, = x, dla n > p. W szczegdlnodci czesto bedziemy spotykali
ZZO:1 T,. W takim przypadku S = z1 + ... + zk.

Zacznijmy od ,trywialnych przyktadéw”, gdy z1 = z2 = ... =0, to S jest
ciggiem stalym réwnym x( i taka jest tez suma badanego szeregu. Podobnie,
gdy ciag x, jest réwny zero od pewnego miejsca (dla n > M), to ciag Sk jest
staly od tego miejsca, za$ suma szeregu jest wtedy rowna sumie skoniczonej
To+...+xTpn.

Bez watpienia, najwazniejszym szeregiem jest szereg geometryczny (o wy-
razach zespolonych). Odpowiada on ciagowi geometrycznemu postaci

n
Tp = aq ,

gdzie g # 0 jest tzw. ilorazem ciagu geometrycznego. (Faktycznie, V,eng =
zi—’il) Dla ciagu samych zer mozemy przyjaé¢ a = 0,q = 1. Ogdlnie, ¢° = 1,

wiec a = zg,21 = aq,ro = aq?,... . Tu mamy ¢Sp = S + ag"™! — a, wiec
_ o k+1
dla ¢ # 1 otrzymujemy Sj = a(1+q). Szereg jest wiec zbiezny do . gdy
k+1

lg] < 1. (Ciag geometryczny ag”t! jest zbiezny do zera przy |q| < 1, staly dla
g = 11irozbiezny gdy q # 1,|g| = 1,a # 0. Ciag Sy jest rozbiezny dla a # 0,
lg| > 1, bo w tym przypadku gdy ¢ = 1, mamy z, = a, za$ S = (k + 1)a.
Na przyktad, Zfzo(%)” = 2. Jak latwo zauwazy¢, pomnozenie przez g™ tylko
" przesuwa wyrazy ciggu aq” o m miejsc w prawo’ oraz

T;naq =14 gdy gl <1.

Zauwazmy, ze dla n € N mamy x, = S, — S,—_1. Jedli istnieje granica
skonczona S = lim S,,, to réwniez S = lim S,,_1, wiec wowczas limx, = S—5 =
0. Stosujac arytmetyke granic, mozemy wiec sformutowac¢ nastepujace tezy:



Twierdzenie 1 Dla szeregow zbieznych mamy nastepujgce wlasnosci:

1. WARUNEK KONIECZNY ZBIEZNOSCI Wyrazy szerequ zbieznego muszq dq-
Zy¢ do zera

2. LINIowOoSC Gdy szeregi Y. a, oraz Y. by, sq zbieine, to zbieiny jest tez

szereg sum an + by, przy czym Y0 (an +bn) = D0  gan + >0 o bn
Podobnie, dla dowolnej stalej C mamy Y .- Can =CY 0" ap.

8. Zbieznosc szeregu nie zalezy od poczgtkowych wyrazéw: Gdy tylko istnieje
M € N takie, Ze Vyn 2 M = x, = yn, to ze zbieznosci ZZO:O Tyn wynika
2biezno$é Y07 Yn.

4. WARUNEK CAUCHY EGO ROWNOWAZNY ZBIEZNOSCI Szereg Y - an, jest
zbiezny wtedy 1 tylko wtedy, gdy

M+k

Ves0ImenVren | Z Tn| <e
n=M+1

5. Szereg o wyrazach nieujemnych jest zbieiny (do S = sup{Sy : k € N})
wtedy i tylko wtedy, gdy cigg jego sum czeSciowych jest ograniczony.

Druga teza otrzymamy zauwazywszy, ze Sk(an + bn) = Sk(an) + Sk(bn), za$
Sk(Can) = CSk(an). W nastepnej tezie zauwazmy, ze ciag Sk (Yn) = Sk(xn)+ Sk(yn —
Zn), réznica Sk(yn) — Sk(zn) jest wiec ciagiem stalym od miejsca o indeksie k = M.
Na koniec -zauwazmy, ze pod modutem w warunku jest suma skonczona, réwna
Sm+k — Sum, wiec jest to warunek Cauchy’ego dla ciagu (Sk).

Dla szeregéw o wyrazach x,, > 0 ciag (Sk) jest niemalejacy, wiec w tym przypadku
jego zbieznosé jest réwnowazna ograniczonosci, zas$ ZZO:O Tn = supy, Sk.

W przypadku szeregéw o wyrazach nieujemnych (i tylko takich!) zbieznosé
bedziemy zapisywaé w postaci warunku

o0
g Ty < +00, a rozbieznosé -jako warunek E T, = +o0.
n=0

Uwaga! Warunek z tezy 1 ostatniego twierdzenia jest konieczny, ale nie wystar-
czajacy: chociaz lim% = 0, wykazemy, ze dla szeregu harmonicznego mamy

il

Gdyby bowiem ten szereg byl zbiezny, to dla Sy = Sk(%) powinno by¢ lim Sy, =
lim Sk, zas$ lim Sop, — Sk = 0. Tak jednak nie jest, gdyz mamy

3

1 1 1 1
S2k_Sk—m+-~-+%>%+ +ﬁ
Skladnikéw w ostatniej sumie jest k, wigc ta suma réwna jest % i (wbrew nasze-
mu przypuszczeniu) NIE ZMIERZA DO ZERA. Szereg harmoniczny jest wiec
rozbiezny. Dla tego szeregu wyraz xo postaci % nie ma, oczywiscie, sensu, su-
mowanie zaczyna sie od n = 1. Dla szeregu > n&m trzeba sumowaé od n = 2.
Warto wiec pamietac, ze zbieznosé szeregu nie zalezy od poczatkowych wyra-
z6w. Wartosé sumy -juz zalezy, ciagi sum czedciowych dla 2 szeregdéw rézniacych
sie tylko poczatkowymi wyrazami r6znig si¢ bowiem od pewnego miejsca o sta-
ta.

Nietrywialny przyklad szeregu zbieznego, to szereg Zn 1 7(n +1), zbiezny
do 1. Aby to sprawdzié¢ - zauwazmy, Ze n(nl—i-l) = % — T—H Wiec k-ta suma
czesSciowa jest tu réwna

1 1 1 1 1 1 1 1
1—- - — = -——)+... () =1-— =1
A=t G =GP+ 57 Ft1



Nietatwo jest natomiast wyznaczy¢ sume szeregu

>

o

n=1 n

ta suma jest %2 Sprawdzimy jedynie samg jego zbieznos¢. Poniewaz 0 <
ﬁ < ﬁ, sumy czeéciowe spelnlajq Sk n+1)2) < Sk(ﬁ), sa wiec

ogramczone bo juz wiemy, ze > - n+1) < 400. Poniewaz limy, S (

i) =

n=1 n(
302, -5, otrzymujemy dowodzona zbieznosé
n=2 nz ) ymujemy q oSS

Do wykazania zbieznodci szeregu » ", —%, gdzie a > 1 (i rozbieznodci gdy

a < 1) wygodnie jest uzyé tzw. kryterium calkowego zbieznosci szeregow:

Twierdzenie 2 KRYTERIUM CALKOWE. Jesli f : [1,4+00) — [0, +00) jest
funkcjq nieujemng, nierosngcq, to szereg Y .-, f(n) jest zbieiny wtedy i tylko
wtedy, gdy catka niewlasciwa f1+oo f(t) dt jest zbiezna.

Najczesciej przy badaniu zbiezno$ci szeregow korzystamy jednak z naste-
pujacego kryterium

Twierdzenie 3 KRYTERIUM POROWNAWCZE. Jesli moduly wyrazéw x.,,
sq mniejsze lub réwne od wyrazéw y, pewnego szeregu zbieinego .o Yn, to
szereg Zzozl T, jest teZ zbiezny.

Przez kontrapozycje otrymujemy stad warunek na rozbiezno$é > y,,: zacho-
dzi ona, jesli |x,| < yn (Vn) oraz szereg > x, jest rozbiezny. Pozyteczny jest
tez wariant kryterium poroéwnawczego, ale dla x,,,y, > 0:

ILORAZOWE KRYTERIUM POROWNAWCZE Jedli tylko lim ‘;“ = C, gdzie 0 <

C < 400, to szereg Y @y, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy > yn jest zbieiny.
Dowodzac kryterium w wersji podstawowej, sprawdzamy warunek . szacujac

Mtk Mk Mtk
n=M+1 n=M+1 n=M+1

Ostatnie sumy sa dowolnie mate przy M dostatecznie duzych (niezaleznie od k), z
tego samego kryterium dla szeregu zbieznego » yn.

Sztuka doboru majorant y,, jest istotna, jednak sa szeregi zbiezne, da kté-
rych takich ,sumowalnych majorant” nie ma. Minimalnymi majorantami sg
bowiem liczby |x,|. Zaraz zobaczymy, kiedy takich majorant nie mozna sku-
tecznie stosowac.

Moéwimy, ze szereg > x, jest bezwzglednie zbieiny, gdy Y. |z,| < +00. Wow-
czas tez sam ciag (z,) o powyzszej wlasnosci nazwiemy ciggiem sumowalnym.
Dzigki kryterium poréwnawczemu, szereg bezwzglednie zbiezny musi by¢ zbiez-
ny. Jednak istnieja szeregi zbiezne, ktére nie sa zbiezne bezwzglednie (nazywa-
my je szeregami zbieznymi warunkowo). Takim szeregiem jest np. szereg Leib-
niza y o0 (—=1)"t1L. L " (Jak sie okaze, jego suma jest In2.) Nie jest on zbiezny
bezwzglednie (moduly tworza szereg harmoniczny rozbiezny: Z ). Zbieznosé
szeregu Leibniza wyniknie z nastepujacego kryterium:

Twierdzenie 4 Kryterium Leibniza. Jesli cigg a,, zmierza w sposéb ma-

lejacy (nierosqcy) do zera, to szereg > oo (—1)""La,, jest zbieiny.
00 ( 1)371
n=1 /2n+1"
mamy tu ciag rosnacy, bo funkcja /- jest rosnaca. Licznik = C'- (—1)"*!, gdzie

C jest stala C' = —1. Z dokladnoécig do tego stalego czynnika, mamy wiec ciag
spelniajacy zalozenia kryterium Leibniza, szereg jest zbiezny. Ale tylko warun-
kowo, bo tu |z,| > 5=, a ta stala wielokrotnos¢ szeregu harmonicznego jest
rozbiezna. Nie zawsze zmiana znaku jest ,regularna,, -np. gdy mamy szereg ty-
pu. % Woéwezas przydatne jest Kryterium Dirichleta, ktére sformutujemy
pozniej w ogdlniejszym przypadku -dla szeregéw funkcyjnych.

W wigkszosci przypadkéw szeregi > x,,, z ktérymi bedziemy mieli do czy-
nienia beda jednak albo zbiezne, albo bezwzglednie zbiezne. W przestrzeniach

SprawdZmy np. ,charakter zbieznosci” dla W mianowniku



unormowaych interesowa¢ nas bedzie tez glownie zbiezno$é bezwzgledna, defi-
niowana dla wektoréw w,, przez warunek > ||w, || < 4+o00. Prowadzi to zawsze do
badania zbiezno$ci pewnych szeregéw o wyrazach nieujemnych (dla a,, = |z,
lub a,, = ||w,]|). Dla takich szeregéw najczesciej bedziemy korzystali z jednego
z dwu nastepujacych kryteriéw:

Twierdzenie 5 PODSTAWOWE KRYTERIA ZBIEZNOSCI
KRYTERIUM D’ALEMBERTA Je$li a,, > 0 oraz g := lim “Z#, to przy g < 1
szereg jest zbieiny, zas dla g > 1 -rozbiezny. "
KRrRYTERIUM CAUCHY'EGO Jesli a, > 0 oraz v := lim {/a,, to przy v < 1
szereq jest zbiezny, zas dla v > 1 -rozbiezny.

Zaltozenia mozna nieco uogélnié, postulujac zamiast g < 1 zachodzenie dla
pewnego ¢ < 1 warunku % < ¢ (a zamiast g > 1 -warunek a;“ > 1)
dla wszystkich n od pewnego miejsca poczawszy. Analogicznie dla warunku
~v < 1. (Takie tezy sa zreszta pierwszym krokiem dowodu. Dla ich sformulowa-
nia mozna uzywac pojeé: granicy dolnej i granicy gérnej ciagu, ktorych jednak
nie bedziemy wprowadzali). Natomiast gdy {/a, > 1 dla nieskonczenie wielu n,
to nie moze zachodzié warunek konieczny (=zbieznoéé ciagu wyrazéw szeregu
do zera). W przypadkach g < 1 oraz v < 1 korzystamy z kryterium pordw-
nawczego, gdyz dla pewnej stalej C' i dla dostatecznie duzych n otrzymamy
oszacowania a, < Cq™.

Zauwazmy, ze w przypadku g = 1 lub ¢ = 1 zadne z kryteréw nie rozstrzy-
ga o zbieznosci: Takie réwnosci zachodza zaréno dla szeregu harmonicznego
(rozbieznego) > %, jak i dla szeregu zbieznego > n—lz Mozna wykazaé, ze gdy
kryterium d’Alemberta rozstrzyga (o zbieznosci, badZ rozbieznosci), to réwniez
rozstrzyga kryterium Cauchy’ego. Mozna wiec zapytaé, czy nie wystarczy znaé
tylko to drugie, silniejsze kryterium? Na og6l w przypadkach, gdy wyraz szere-
gu zawiera jako czynnik silnie -warto korzysta¢ z kryterium d’Alemberta, gdyz
po podzieleniu (n 4 1)! przez n! uzyskamy po prostu n + 1 jako odpowiedni
czynik. Liczenie granicy zawierajacej jako czynnik /n! jest bardzo trudne.

Jako ciekawostke podajmy tu pewien wzér (tzw. wzoér Stirlinga), pozwalajacy w
praktyce przybliza¢ warto$é silni dla duzych n:

vneN 396 0,1) n! = V2 76 12" .

Ciag o wyrazach ¥n! jest wiec asymptotycznie réwnowazny z ciagiem o wyrazach =,
czyli iloraz tych 2 ciagbéw zmierza do 1.

Przyktad Zbadajmy, dla jakich a > 0 kryterium d’Alemberta zagwarantuje
zbieznos$é szeregu Y . a,, gdzie a, = “nlf'

Intl _ (a"an!(n+1)n") : (a"n!(n+ 1" (n+1)) = a(n 1

—-n
an )
Granica tego ciagu jest ¢, wigc dla 0 < a < e mamy szereg zbiezny, a dla a > e
-rozbiezny. Gdy a = e, to wzor Stirlinga pokazuje, ze wowczas a,, > v2mn —
+00 (rozbieznosé). W tym przypadku kryterium d’Alemberta nie rozstrzyga
(g = 1), podobnie jak kryterium Cauchy’ego.

Pare dalszych przyktadéw, w ktorych warto stosowaé kryterium d’Alemberta:

n 2n n . .

> Gyt (tug =0), > o (tug = (5)? > 1), > witerow (tu @ oznacza jed-
nostke urojona,g = \/egﬁ < 1.) Kryterium Cauchy’ego moZemy stosowaé np.

dla > 2 o (3+4i)" (tuvy = %), dla 1;,? (tu~y = %), dla 2"+4n (tuy = 7)
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