Analiza mat. na kierunku ”Elektrotechnika” II sem. wyktad ”zdalny” 9.

9 Podstawowe twierdzenia o rozniczkowalnosci

9.1 Funkcje klasy C1

Przypomnijmy, ze:

Odwzorowanie f : D C R? — RF jest rézniczkowalne w punkcie Py gdy
stnieje odwzorowanie liniowe L : R? — R* oraz funkcja a okreélona w otoczeniu
zera taka, ze

Af = f(Po+AP)—f(Py) = L(AP)+a(AP)|AP|, gdzie lim a(AP)=0.
AP—0

Takie odwzorowanie liniowe L nazywamy rézniczka (lub rézniczka zupelna)
odwzorowania f w punkcie P i oznaczamy je symbolem dp, f

Wyrazenie postaci a(AP) - ||AP|, w ktérym a(AP) zmierza do zera nazy-
wamy wyrazeniem typu o-male od normy wektora ”przyrostu argumntu”: AP,
zapisujac je jako o(||AP||) przy AP — 0. Rézniczkowalnos$é oznacza wigc ist-
nienie takiego odwzorowania liniowego L, ktére przybliza przyrost calkowity f
z dokladno$cia do o-malego od normy przyrostu argumentu. Przy badaniu réz-
niczkowalno$ci mozna to robi¢ osobno dla kazdej ze sktadowych odwzorowania
f sprowadzjac zagadnienie do przypadku f o wartosciach skalarnych (k=1).

Méwimy, ze odwzorowanie f : D — R jest klasy C'' w zbiorze otwartym
D, co zapisujeny: f € C*(D), gdy wszystkie pochodne czastkowe %(P) sa
funkcjami ciagltymi zmiennej P € D. ’

Nieco stabszym warunkiem jest zalozenie przyjete w nastepujacym twier-
dzeniu:

Twierdzenie. Jesli zalozymy istnienie pochodnych czastkowych dla f w
pewnym otoczeniu P i ich ciaglo$é w punkcie P, to f bedzie rézniczkowalna
w punkcie P, za$ wartoéé rézniczki dp f na wektorze V = (vi,...,vq) € R?
bedzie iloczynem skalarnym tego wektora V' przez wektor gradientu f w tym
punkcie. Czyli

M=

dpf(V) = ;L%;(Pm. 1)

J

Mozna ponadto wykazac, ze suma, iloczyn funkeji rézniczkowalnych - sg réz-
niczkowalne. W przypadku ilorazéw- trzeba dodatkowo zalozy¢, ze mianownik
jest funkcja ciagla nieprzyjmujaca wartosci zero.

9.2 Rdbzniczka zlozenia

Ztozenie odwzorowan rozniczkowalnych jest rézniczowalne, a rézniczka zlozenia
jest zlozenie rézniczek poszczegdlnych odwzorowan. Mowi o tym twierdzenie,
czesto nazywane Regula bancucha.:

Twierdzenie (Regula laficucha). Jezeli odwzorowanie f : D C R? — R¥
jest rézniczkowalne w punkcie wewnetrznym x zbioru D, y = f(z) oraz g :
D; ¢ R¥ — R™ okreslone w otoczeniu D; punktu y jest w tym punkcie réz-
niczkowalne, to zlozenie go f jest rozniczkowalne w punkcie x, a jego rézniczka
jest zlozeniem odpowiednich rézniczek:

Rézniczke -jako odwzorowanie liniowe- mozemy utozsamia¢ z macierzg po-
chodnych czastkowych, zwana macierza Jacobiego. Wiemy, jak wykonaé¢ mno-
zenie macierzy- to odpowiednik skladania odwzorowan. Na przyklad, dla f :
D C R™ — R macierz Jacobiego, to wiersz zlozony z pochodnych czastkowych
f, czyli gradient -a dokladnie -macierz transponowana do wgektora gradientu.



Bowiem wektory traktujemy jako macierze kolumnowe. Iloczyn macierzy wier-
szowej i kolumnowej - to iloczyn skalarny zwiazanych z nimi wektorow. Reguta
FLancucha pozwala wiec na wyliczenie pochodnej ze ztozenia

Rézniczka f w punkcie Py = (o), to odwzorowanie liniowe:
R3S (2,y,2) — ax + by + cz € R,

gdzie np. a = g—i(PO),...,c = %(Po). Odwzorowaniem wewnetrznym tego
zlozenia, okreslajacego funkcje ¢, jest zestawienie trzech funkcji: R 5 ¢t —
y(t) == (z(t),y(t), 2(t)) € R®. Rézmiczka tego odwzorowania liczona w punk-
cie tg dziala jako mmnozenie liczby rzeczywistej ¢ przez wektor pochodnych:
~'(to) = (&' (o), y'(t), 2/ (t)) -czyli przez wektor styczny do krzywej . Zlozenie
tych dwu odwzorowan liniowych przeksztalca zmienna ¢ € R na liczbe t po-
mnozong przez az’ (to) + by’ (to) + ¢z’ (to) -czyli przez iloczyn skalarny gradientu
f (liczonego w punkcie y(tg)). Pochodna takiego odwzorowania -to wynik pod-
stawienia wartosci ¢ = 1 do rézniczki tego odwzorowania, czyli jest to ten czyn-
nik, przez ktéry mnozymy t liczac rézniczke di, ¢(t). Mamy wiec wyprowadzony
dzieki Regule Lancucha wzor na pochodna:

d 0 0 0
0,20ty = L () (1) + 5 () (1) + 5 (4 (t0))< ()
(3)
Analogiczny, nieco krétszy wzér otrzymamy w przypadku dwu zmiennych (po-
mijamy wtedy ostatni sktadnik po prawej stronie réwnosci . Przyklad (bar-
dzo prosty) uzyskamy biorac f(z,y) = zy. W punkcie Py = (z¢, yo) mamy

%(Po) = yo,%(Po) = Zo-

Dla zestawienia v(t) = (x(t), y(¢)) dwu funkeji r6zniczkowalnych x(+), y(-) zmien-
nej t € R mamy zlozenie f oy réwne po prostu iloczynowi tych dwu funk-
cji: ¢(t) = f(z(t),y(t)) = z(t)y(¢t). Liczenie ¢'(t) z reguly laficucha daje do-
kladnie te sama warto$é, co wzér Leibniza na pochodna iloczynu: (zy)'(t) =
a'(t)y(t) + x(t)y'(t). Podobne zastosowanie funkcji g(z,y) = ¥ da nam nowy
dowdd wzoru na pochodng ilorazu dwu funkeji:

Prosze policzy¢ pochodne czastkowe z tej funkcji g w punkcie Py = (xg,y0) 1
sprawdzié, jak dziala w tym przypadku nasze zastosowanie regulty fancucha.

Najprostsza postacia (”niezakrzywiona”) krzywej jest réwnanie odcinka a-
czacego punkty Py, P, przestrzeni R%. Oznaczmy przez [Py : Py] odcinek w prze-
strzeni R? o koncach w punktach Py, P;. Naturalng parametryzacjg dla tego
odcinka jest odwzorowanie afiniczne [0,1] 5t — P, := Py +t(P1. — Pp). Punkty
postaci P, gdzoe 0 < t < 1 bedziemy nazywali punktami wewnetrznymi te-
go odcinka. (Odwzorowanie to okreslone jest, oczywisce, nawet dla dowolnych
t € R.) Rézniczka jest tu czesé liniowa tego odwzorowana, czyli odwzorowanie
R >t — t(P— F). Jego warto$¢ w punkcie ¢ = 1, to pochodna tego od-
wzorowania, jet nia (w kazdym punkcie) wektor (staly) Py — Py. Stosujac wiec
regule lancucha do funkcji zlozonej ¢ — f(P;), dzieki Twierdzeniu Lagrange’a
otrzymujemy jego wersje dla funkcji wielu miennych:

Twierdzenie (o wartoéci $redniej). Jezeli funkcja f : D C R? — R jest
rézniczkowalna w punktch wewnetrznych odcinka [Py : Pi] i ciagla na tym
odcinku, to dla pewnego 0 € (0,1) jej przyrost wyraza si¢ wzorem:

f(P1) = f(Po) = dp, f(P1 — Fy).



Gdy wiec wektor Py — Py jest wektorem h = (hy, ha, ..., hq), to przyrost ten
mozemy wyrazi¢ przy uzyciu pochodnych czastkowych:

d
1P - 1Ry =S 2

Podobnie, jak w przypadku odwzorowan v : [a,b] — R* analogiczna te-
za przestaje by¢ prawdziwa dla odwzorowan o wartosciach wektorowych (dla
k > 1). Mamy woéwczas tylko mozliwos$é oszacowania normy przyrostu. Dowdd
(polegajacy na pomnozeniu skalarnym F' przez wektor w bedacy wektorem
przyrostu: F(P; — F(Py) podzielonym przez jego norme) -pominmy.

Twierdzenie (o przyrostach). Jezeli odwzorowanie F : D C R — R¥
jest rézniczkowalne w punktch wewnetrznych odcinka [Py : Py] i ciagle na tym
odcinku, to

IF(P) — F(Po)|| < [Py — Poll sup ldp,|I
te(0,1)

Tu norma z rézniczki, to norma odwzorowania liniowego. Przypomnnijmy,
ze dla T : R? — RF taka norma, ||T|, to najmniejsza stata M, dla ktérej na
kazdym z wektoréw v € R? zachodza nieréwnosci: || T'(v)|| < M|v]||. Ponadto
IT|| = sup{||T(w)|| : ||w|] = 1}. W przypadku macierzy symetrycznych d x d
taka norma (zwana norma spektralna), to maksimum z moduléw jej wartosci
wlasnych. Zbiér wartosci wlasnych -to widmo (spectrum) macierzy.

9.3 Pochodna kierunkowa, gradient

Innym zastosowaniem reguly lancucha jest wzér dla tzw. pochodnej kierun-
kowej. W niektorych zrédlach przyjmuje sie jej definicje ”obustronng” =a w
innych ”jednostronng” -ktéra jest nieco bardziej ”elastyczna” i z niej skorzy-
stamy.

Definicja. Jezeli w € R? jest wektorem niezerowym, f: D C R? — R jest
pewna funkcja oraz Py € D jest takim punktem, ze zbioér {t € R : Py+tw € D}
jest prawostronnym otoczeniem zera, to przez pochodna 0V f(Py) w kierunku
wektora w w punkcie Py rozumiemy granice

, . ‘(Py+ hw) — f(F,
awf(f)()):: lim f( 0+ l) f( 0).

h—0t h

Scislej- mozna méwié¢ o pochodnej kierunkowej jednostronnej- strone wy-
znacza to zwrot wektora, bo kierunek - to cala prosta {Fy +tw : ¢ € R}. W
przypadku Py = 0 odwzorowanie P — || P|| ma w kazdym kierunku poochod-
ng l-stronng réwna 1, ale brak tu granicy obustronnej. Jest to wiec pochodna
1-stronna w punkcie t = 0 z funkcji zlozonej f(Py + tw) i dzieki regule taficu-
cha (pochodna odzyskujemy z rézniczki liczac jej warto$é na l-wymiarowym
wektorze 1), mamy nastepujacy

Whiosek. Funkcja rézniczkowalna w danym punkcie ma réwniez pochodne
kierunkowe w kierunku kazdego wektora w € R?, przy czym

0" f(Po) = dp, f(w) = (Vf(Fo), w).

W ostatnim wzorze uzytem symbolu gradientu V f, gdzie

Vf(Po) = (f2(Po), fy(Po), f2(Po))-

Ponadto iloczyn skalarny wektoréw u, w oznaczam tu symbolem (u,w) i z geo-
metrii analitycznej wiemy, ze jest to liczba réwna ||u|||w]| cos £(u,w). Analo-
gicznie jest dla funkcji zmiennej wektorowej x = (1, ..., x4). Rézniczka funkcji
o wartosciach skalarnych jest odwzorowaniem liniowym, a kazde odwzorowa-
nie T € L(R4 R) (czyli funkcjonal liniowy) jest mnozeniem skalarnym przez
pewien wektor -w tym przypadku przez gradient.



W szczegdlnodci, gdy pochodne kierunkowe istnieja, ale nie zaleza w sposéb
liniowy od wektora kierunku, to dana funkcja nie jest rézniczkowalna. Nato-
miast maksymalna warto$é (sposréd wektoréw w o ustalonej normie) taka po-
chodna kierunkowa 9" f(P,) osiaga w kierunku wektora V f(Fp), warto$é zero
- osigga ona w kierunkach prostopadlych do gradientu f w danym punkcie.

9.4 Plaszczyzna styczna

W przypadku d = 2 wektory prostopadte do wektora normalnego, zaczepione
(=majace poczatek) w punkcie (Py, f(Py)) € R3, tworza plaszczyzne styczna
do wykresu f. Dokladniej, wykres funkeji dwu zmiennych f: D C R? — R, to
w tej sytuacji zbiér

L(f) = {(z,y, f(z,y)) € R®: (zx,y) € D}

-nazywany tez platem powierzchniowym wyznaczonym przez f. Na przyklad,
dla D bedacego kolem jednostkowym na plaszczyzne, gdy

flxy) = V1= (22 +y?),

to wykresem f jest gérna polowa sfery jednostkowej w R3.
Nie wchodzac w szczegdly definicji plaszczyzny stycznej, sformutujmy jedy-
nie nastepujacy jej opis:

Twierdzenie. Wykres odwzorowania f : D — R okreslonego w otoczeniu D
punktu Py ma plaszczyzne styczna w tym punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy
f jest rézniczkowalna. W takim przypadku, rownanie plaszczyzny stycznej ma
postaé

of of
— f(Po) = ( — x0) 7= (1 — o) = (P, 4
z— f(Po) = (v xo)ax( 0) + (¥ yo)ay( 0) (4)
Ogolniej, dla F : R® — R rézniczkowalnej, ptat o réwnaniu F(x,y,2) = 0
ma plaszczyzne styczna w punkcie Qo = (zo,y0,20) lezacym na tym placie,

jest to plaszczyzna prostopadta do gradientu F' w tym punkcie. Innymi stowy,
plaszczyzna styczna ma wtedy réwnanie

(z— IO)%(QO) +(y— yo)%(@o) + (2 — ZO)%(QO) =0. (5)

Ogdblne réwnanie ptaszczyzny w R3 przechodzacej przez punkt (zo, %o, 20)
ma postaé
A(z —20) + B(y — yo) + C(z — ) = 0.

Jesli Q oznacza punkt o wspélrzednych (x,y, 2), zas Qo = (xo, Yo, 20), tO

(x — @0,y — Yo,2 — 20) = Q — Qo jest wektorem o poczatku @ i konicu Qo, a
réwnanie opisuje zbiér {Q € R3 : Q — Qo L 7}, gdzie 7 jest tzw. wektorem
normalnym o wspoélrzednych (A, B,C). WidzieliSmy to przy opisie plaszczy-
zny stycznej do wykresu funkcji f : D € R? — R. W przypadku f réznicz-
kowalnej w punkcie Py = (z9,yo) w réwnaniu plaszczyzny stycznej mieliSmy
z0 = f(zo,y0), A = %(PO),B = g—i(PO), za§ C = —1. W przypadku funkcji
rézniczkowalnej F : D C R?® — R w punkcie Qo = (70, 0, 20) mogliémy opisaé
plaszczyzne styczna do powierzchni

S={(z,y,2) € D: F(zx,y,z) =0} (6)

i wéwezas (A, B,C) = VF(Qo), czyli wektor normalny jest gradientem F'.
Na przykad, jesli F(z,y,z) = f(z,y) — 2, to réwnanie F(z,y,z) = 0 opisuje
dokladnie wykres f i faktycznie, VF(xq, Yo, 20) = (%(Po)7 %(PO)7 —1).
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