Analiza mat. na kierunku ”Elektrotechnika” II sem. wyktad ”zdalny” 3.

3 Szeregi funkcyjne

Definicja. Szeregiem funkcyjnym (w zbiorze A) nazywamy szereg postaci

> falt) (1)

o wyrazach, ktore sq funkcjami f,, : A — C (lub f, : A — R). W mysl definicji
szeregow formalnych, szeregiem funkcyjnym nazywamy cigg funkcji bedgcych k-
tymi sumami czeSciowymi, czyli cigg funkeji Sp(t) = >, _o fa(t).
Zbieznodc szerequ do sumy S (ktdra tez jest funkcjg) oznacza, ze

S = lim Sk
Mozemy wiec mowié o zbieznosciach: punktowej, jednostajnej, lub w normie
calkowej || - ||p. Obszarem zbieznosci dla szeregu nazywamy zbior
oo
{te A: an(t) jest zbiezny}. (2)
n=0

W warunku mamy wiec do czynienia ze zbiezno$cia punktowa. Na
przyklad, obszarem zbieznosci dla szeregu Y - 2" zmiennej zespolonej z (tu
A = C) jest otwarte kolo o promieniu 1 i érodku w punkcie zero w C.

Poniewaz, jak juz wiemy, zbieznoéé¢ jednostajna na danym zbiorze F jest
rownowazna warunkowi jednostajnemu Cauchy’ego na tym E -ktory z kolei
mozna opisaé¢ uzywajac normy supremowej || - || g, dla szeregu ta zbieznosé
oznacza, ze normy ||S,— S || g powinny by¢ dowolnie male dla m, k dostatecznie
duzych. Mozna przy tym przyjac, ze m < k, a nawet zastapi¢ m przez m—1, bo
Si(t) — Sm—1(t) = Zi:m fn(t), zas (w zapisie bezargumentowym) S, — Sy, =
Z’Z:m 41 fn, co jest nieco mniej wygodnym zakresem sumowania. Otrzymujemy
wiec

Twierdzenie.(WARUNEK CAUCHY’EGO DLA SZEREGOW) Szereg funkcyjny

> fa(t) jest jednostajnie zbiezny na zbiorze E wtedy i tylko wtedy, gdy

k
Ves0ImVimVier (M <m <k)=|>_ fo(t) <e, (3)
n=m
k
co skrétowao mozna zapisa¢ w postaci || Z fulle — 0 przy m, k — co.
n=m

Wynika stad nastepujace, bardzo czesto stosowane kryterium zbieznosci
podane juz w polowie XIX w. przez Carla Weierstrassa, znane tez pod nazwa
" M-test Weierstrassa”

Twierdzenie.(TEST MAJORANT WEIERSTRASSA) Jedli istniejg takie state

Cp >0, ze Viep|fu(t)] < C, oraz Y C, < 400, to szereg funkcyjny > f, jest
jednostajnie zbiezny na zbiorze FE.

Uwaga: Dla szeregéw liczbowych o wyrazach nieujemnych (i tylko dla nich)
mozna stosowaé skrétowy zapis typu »  Cr, < +oo dla oznaczenia ich zbieznosci.

Na przyklad, szereg Y o, ne™"log,(2+cos(n?t—7)) jest jednostajnie zbiez-
ny na zbiorze R, bo 1 < 2 + cos(n?t — 7) < 3, na przedziale [1, 3] logarytm jest
ograniczony przez C' = In 3, za$ szereg liczbowy >~ Cne™™ (liczb stanowiacych
majoranty ) jest zbiezny. Mozna (przez rozwiniecie w szereg Taylora) nadaé
sens wartosci funkcjom cos z,sin z, In z dla zmiennych zespolonych: z € C, ale
juz nie mozemy twierdzié¢, ze |cosz| < 1, co wykorzystywaliémy w naszym
oszacowaniu gdy t € R. Wystapia tez istotne problemy z okredleniem, w jakiej



dziedzinie zespolonej mozemy okresli¢ logarytm (funkcja wykladnicza nie jest
injekcja na swojej dziedzinie: C, jest nawet okresowa o okresie 27i). Natomiast
le?| jest réwny e®*, gdzie Rz, to czesé rzeczywista liczby zespolonej z.

Sa szeregi zbiezne jednostajnie (np. na zbiorze E = R), dla ktérych nie
da si¢ zastosowaé M-testu. Na przykiad, gdy fu(t) = 47 dlat € [n,n + 1) oraz
fn(t) = 0 dla pozostatych t € R, to ||fallrx = 727, za$ Sk(t) jest funkcja schodkows
réwna zero dla t > k, za$ S(t) jest funkcja schodkowa z nieskoniczona iloécia schodéw,
réwna, %-H gdy t € [n,n+ 1),n € NU {0}. Latwo sprawdzi¢, ze réznice S — Sk
otrzymamy zastepujac w przedziale [0,k + 1) wartosci S przez zero, pozostawiajac

dalsze wartosci bez zmian, stad ||S — Sk|jr = — 0 przy k — oo. Oczywiscie, w

1
teScie Weierstrassa im mniejsze majoranty Cj, k\;elimiemy, tym wieksze sa szanse na
zbieznos¢ szeregu »  Cy. Ale zawsze musi by¢ Cn > ||fn|lz. W naszym przypadku
kazdy szereg majorant bedzie rozbiezny! Zaleta M-testu jest to, ze nie musimy
wyliczaé norm || f,,|| g, co bywa trudne, wystarczy sprytnie te normy oszacowac.

Najwazniejszy typ szeregu, dla ktorego dziata M-test, to tzw. szereg pote-

gowy (a jego najwazniejszym przykladem jest szereg Taylora):

4 Szeregi potegowe. Obszar zbieznoSci

Definicja. Szereg funkcyjny > oo fn(2) zmiennej (rzeczywistej, lub zespolo-
nej) z, gdzie fn(2) = an(z — 20)™ dla pewnych a, € C, nazywamy szeregiem
potegowym o wspdteczynnikach a,, i o srodku zg.

Nalezy podkresli¢, ze fp jest tu funkcja stala, réwna ag. Na przyklad, dla
zo = 0, gdy a, = a, a # 0 jest ciagiem stalym, mamy szereg geometryczny
>_az" o ilorazie z, zbiezny dla [z| < 1 (o sumie %) i rozbiezny dla |z| > 1.
Obszar zbieznoéei (czyli takich punktéw z, dla ktérych >° f,,(2) jest zbiezny)
jest wigc w tym przypadku kolem otwartym o promieniu 1 na plaszczyznie
zespolonej (o srodku w zp).

Jak sie okaze, (z dokladno$cia do pewnych punktéw na brzegu), obszar zbiez-
nodci danego szeregu potegowego) - zawsze bedzie kolem o pewnym promieniu
R i o érodku w zg. Innymi stowy, obszar zbieznosci tego szeregu rézni sie od
kota o promieniu R co najwyzej o pewien podzbiér zbioru {z € C : |z—2z9| = R}
Przyjmujemy tu konwencje, w mysl ktérej takie kolo dla R = 0 jest réwne {29}
(wtedy obszar zbieznosci redukuje sie do tego punktu), za$ dla R = 400, kolem
o nieskonczenie duzym promieniu jest cala plaszczyzna zespolona C.

Twierdzenie 1 Dla danego szerequ potegowego E:ioo an (2 —20)™ istnieje
taka liczba R € [0, 4+00] (zwana promieniem zbieznoS$ci tego szeregu), Ze

e dla z € C takich, ze |z — zo| < R szereg jest zbiezny;
e dla |z — z9| > R szereg nasz jest rozbiezny.

Ponadto gdy R > 0, to w kazdym kole {z € C : |z — z| < r}, gdzie 0 <
r < R zbieznosé szeregu jest jednostajna wraz z pochodnymi dowolnego rzedu.
Jesli istnieje ktoras z granic: g = lim% lub v = lim {/|ay|, to R = %
(odpowiednio R = %) Tu przyjmujemy § = +00, +LOO =0.

Uwaga: Nasladujac dowdd kryterium d’Alemberta zbieznosci szeregu, moz-
na wykazaé, ze jedli tylko istnieje powyzsza gracnica g, to rOwniez istnieje druga
z granic: v 1 wéwezas v = g. Wynika stad np., ze lim ¥/n! = 400. Promieniem
zbieznodci szeregu > nlz" jest wiec 0, za$ promieniem zbieznosci ) %7: = e?
jest 400, czyli ten ostatni szereg jest zbiezny dla wszystkich z € C.

Dla wigkszosci ciagéw zadna z granic: v, g nie istnieje. Mozna wykazaé, ze w
takiej sytuacji wystarczy zastapi¢ v przez najwieksza z granic podciagoéw zbiez-
nych ciagu ¥/|a,|, tak zwana granice gorng tego ciagu, oznaczana symbolem

lim sup {/|ay|. Jest to najwiekszasza sposréd liczb v o tej wlasnosci, ze

Mm<vy= (\"’/ |an| >  dla nieskoficzenie wielu n)



Granica gérna jest tez réwna granicy ciagu monotonicznego (b,), gdzie b, :=
sup{{/[as] : j > n} > bu1.

W kazdym przypadku, jesli v > -, to jedynie dla skonczenie wielu n moze
byé /|an| > 72, czyli woéwczas |a,| < 74 dla n dostatecznie duzych . Jesli
|z — z0] < 7, to ry < 1, wigc dla pewnego 2 > v jest ¢ 1= ryy < 1.

Wéwezas dla dostatecznie duzych n mamy oszacowanie (jednostajne w kole
{z € C: |z — 2| < r}) postaci |an(z — 20)"| < ¢". Jest to oszacowanie normy
supremowej po tym kole dla funkeji f,,(z) := a,(2—20)™. Pochodna z tej funkcji
jest f1(2) = na,(z — 20)" 1, ktéra mozemy oszacowaé przez nr—tq" (korzysta-
my tu z faktu, ze funkcja | f/ | osiaga maksimum w kole {z : |z—zo| < r} na jego
brzegu, gdzie |z—zg| = 7). Analogiczne oszacowania supremowe dla pochodnych
wyzszych rzedéw -zawsze daja majoranty sumowalne. Zbiezno$¢ (jednostajna
wraz z pochodnymi) wynika wiec z M-testu Weierstrassa. Podobnie wykazuje
sie rozbieznos$é gdy |z —zg| > R -wéwczas dla pewnego v; < 7y jest y1]|z—zo| > 1
i z oszacowania {/|a,| > 1 dla nieskonczenie wielu n otrzymamy zaprzeczenie
warunku koniecznego zbieznosci: |a,(z — 29)™| > 1 dla nieskonczenie wielu n.

Jedli ograniczamy si¢ do z, zg rzeczywistych, méwimy o przedziale zbieznosci
szeregu potegowego > an(r—0)", dla R = (limsup /|a,|)~! mamy zbieznoéé
tego szeregu dla x € (xg — R, o + R), rozbieznosé dla |z — x| > R. Czy jest to
szereg zbiezny, czy nie w koncach tego przedziatu -zalezy od samego ciagu a,.
Dla uproszczenia, niech zg = 0, R = 1. Gdy > ay, jest bezwzglednie zbiezny, zas
dla |z| > 1 mamy rozbieznosé¢ > a,z™, to przedzialem zbieznosci jest [—1, 1].
Dla a,, = %7 ag = 0 przedziatem zbieznosci %z" jest [—1,1), bo dla z = 1 suma
jest > % = +o0. Dla z = —1 mamy naprzemienny szereg zbiezny. Podobnie, dla
an = (—1)"1 -przedzialem zbieimosci jest (—1,1]. Mozna wykazaé, ze mozna
tak dobraé a,, by dla zadnej liczby zespolonej z o module 1 szereg > a, 2™ nie
byl zbiezny, a obszarem zbieznosci -byto koto otwarte jednostkowe.

Mozna wykazaé nastepujace Twierdzenie Abela: Jezeli szereg potegowy o srod-
ku zo 1 promieniu zbieznosci R € (0,+00) jest zbiezny w ktéryms z punktéw zo + R
(na kraficu przedzialu zbieznosci), to jego suma jest funkcja ciagla w tym punkcie,

szereg jest zbiezny jednostajnie na odcinku taczacym ten punkt z punktem xo.
1)n+1

Jako zastosowanie, mozemy wykazaé, ze Z = In2. Promien
zbieznodci szeregu potegowego geometrycznego ——— Zo (—2)™ wyno-
si 1, wiec w przedzialach [—r.r] dla r < 1 jego zbleznosc jest jednostajna i
mozemy tam calkowaé szereg wyraz po Wyrazie otrzymuj@c dlal0 <z <1

rozwinigcie In(1 + z) = [ mdt = >0 Jo(=trdt = 3 n_+11( z)ntl =
S %x . Z twierdzenia Abela wymknle, ze
e (_1 n+1
lim In(1+2)= lim ———z",
r—1— rz—1— n

1

co daje naszg réwnosc.
0o(_ 2\n . 1 . . .
Szereg potegowy > o (—2°)" o sumie 75 mozemy calkowac stronami

na przedziatach [0,z] dla |z| < 1, otrzymujac rozwiniecie Z S +1 CL” ot

arc tgz. Dzigki twierdzeniu Abela ten wzoér mozemy tez stosowaé w punkcie
x = 1, otrzymujac ciekawe przedstawienie liczby m:

) 1)
Zarctglg( ) .

2n+1

4.1 Szereg Taylora i Maclaurina

Jak wida¢, niektore funkcje mozna przedstawié¢ jako sume szeregu potegowe-
go stosujac catkowanie lub rézniczkowanie szeregu potegowego geometrycznego
> a™ (z ewentualnymi podstawieniami w miejsce zmiennej z jakiego$ prostego
wielomianu). Ale w ogélnym przypadku nielatwo jest znalezé ta metoda wspol-
czynniki rozwiniecia. Na szczedcie, jest inny sposéb: Przypusémy, ze promien
zbieznodci dla szeregu s(x) := > a,(x — o)™ jest dodatni. Podstawianie war-
tosci ¢ = ¢ do tego rozwinigcia funkcji s(x) a nastepnie do jej pochodnych



rzedu k daje réwnosci: s(zo) = ag, s (z0) = a1,...,5%) (z9) = klag, gdyz w
takim rozwinieciu wszystkie -z wyjatkiem jednego (dla n = k) skladniki zeruja
sie w punkeie xg. Jesli wiec tylko f(x) jest suma typu s(z) -czyli suma jakiego$
szeregu potegowego zbieznego w pewnym otoczeniu punktu zg do f, to musi
juz byé aj, = % %) (). Szereg potegowy o takich wspétczynnikach nazwiemy
szeregiem Taylora w punkcie x¢ dla funkcji f. W przypadku zy = 0 szereg taki
nazywamy szeregiem Maclaurina. Jesli tylko 0 nalezy do wnetrza dziedziny f,
to najprostsza i najczesciej uzywana jest wladnie taka postaé¢. Rzecz jasna, wy-
maga to znajomosci poszczegdlnych pochodnych w punkcie 0. Dla niektérych
funkcji sa na to proste wzory: np. dla f(x) = e* wszystkie pochodne sa réwne
e”, a w zerze przyjmuja warto$¢ 1. Dla funkcji sinus pochodne rzedu k& w ze-
rze zeruja sie dla k parzystych i sa réwne (—1)™ dla k = 2m + 1. Podobnie,
cos®(0) = (=1)7 gdy k = 2§, j € NU {0}, zerujac si¢ dla k nieparzystych.
Tu promieniem zbieznodci jest +oo. Dla funkeji In(1 + ) promien zbiezno$ci
szeregu Maclaurina wynosi 1. Mozna wykazaé, ze wszystkie te szeregi maja su-
my rowne rozwijanym funkcjom, choé¢ nietatwy dowéd pominiemy. Mozna wigc
zapisaé:

o0
1
T _ s .
e —E o dla wszystkich =z € R,
0

1.3 IES I2m+1
sine=2— —+——---4+(-1)"—+... dlawszystkich z€R
31 " 5l @2m +1)! ’
1 x2+x4 + (- s + dl tkich z€R
costr=1—-—=+—— 4+ (-1)"—+... a wszystkich x
ol T4l (2m)! y ’
z? a3 a1 T"
ln(l—&-x):x—?—i-?—“-—&-(—l) —+... dlajz|< 1.
n

Teraz wyjasnie, dlaczego wprowadzilem na poczatku symbol S(z) dla sumy
szeregu potegowego. Moze sig¢ zdarzyé, ze promien zbieznosci szeregu Taylora
wynosi +00, lecz mimo to f(x) # S(z) dla x # xo.

Przyklad Tak jest w przypadku funkcji ¢(z) := exp(—:ﬂ%) dla z # 0, oraz
@(0) := 0. Wszystkie jej pochodne w punkcie 0 istnieja (na wykladzie wykaza-
tem to dla k = 1, lecz sa réwne zero, wiec szereg Maclaurina dla ¢ ma same
zerowe wspolezynniki, s(x) = 0V,egr. Natomiast ¢(x) > 0 dla x # 0.

Nasuwa sie pytanie: ,kiedy jest zle, a kiedy dobrze” w sensie réwnoéci po-

miedzy funkcja klasy C*° i jej suma szeregu Taylora? OdpowiedZ wymaga osob-
nej teorii, podamy jedynie definicje:
Definicja Méwimy, ze funkcja f : D — R jest analityczna (dokladniej, R-
analityczna) na zbiorze otwartym D C R, jezeli dowolny punkt zg € D ma
otoczenie, w ktérym f jest réwna sumie jakiego$ szeregu potegowego. (Jak juz
wiemy, ten szereg musi by¢ wéwczas jej szeregiem Taylora.)

Poniewaz szereg potegowy (majac woéwczas dodatni promien zbieznosci R)
jest zbiezny takze poza osia rzeczywista, dla z € C lezacych w kole |z —x¢| < R,
funkcje analityczne mozna przedtuzy¢ na pewne otoczenie €2 zbioru D na plasz-
czyZnie zespolonej C. Gdy R = oo, (np. dla exp, sin, cos, sumujac szereg Taylora
otrzymamy przedluzenie tych funkcji dla wszystkich z € C. Poréwnujac szeregi
Maclaurina dla funkcji exp(iz), z € R z rozwinieciami funkcji trygonometrycz-
nych, Euler doszedl do swego stynnego wzoru:

e'? = cos ¢ + isin ¢, ¢ €R.

Funkcje analityczne na otwartych podzbiorach € plaszczyzny zespolonej
definiujemy analogicznie -jako réwne sumie szeregéw potegowych w pewnych
otoczeniach (w C) kazdego punktu ze zbioru Q. Aby odrézniaé te funkcje,
zmienna w przypadku rzeczywistym oznaczamy symbolem z,t lub ¢, zas§ w
przypadku zespolonym -jednym z symboli: z, w, A, (. Mozna wykaza¢, ze poza
przypadkiem funkcji stalych, funkcja analityczna f(z) nie moze przyjmowaé
wylacznie wartoSci rzeczywistych w otoczeniu (zespolonym) zadnego punktu.
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