Analiza mat. na kierunku ”Elektrotechnika” II sem. wyklad ”zdalny” 4.

4 Szeregi funkcyjne c.d.

Definicja. W przestrzeni C[a,b] funkcji f : [a,b] — R majacych ciagte po-
chodne definiujemy norme wzorem

Ifllcrfa = [f(a)] +sup{|f' ()] : ¢ € [a,b]} czyli = [f(a)l + |/ fap- (1)

Ciag (fn) jest zbiezny do f w tej normie, czyli || fn — fllcija,) — O przy
n — oo, gdy ciag liczbowy (f,(a)) zmierza do f(a) oraz ciag pochodnych zmie-
rza jednostajnie do pochodnej z f, czyli f, = [ w [a,b]. Sytuacje wyjasnia
nastepujace twierdzenie, ktére podam bez dowodu (osoby zainteresowane szcze-
gélami moga go znalezé w 6. wyktadzie dla kierunku Matematyka na tej stronie
WWW).

Twierdzenie.(O ZBIEZNOSCI WRAZ Z POCHODNYMI) Jedli ciag pochodnych
f! funkcji f,, € Cla,b] jest zbiezny jednostajnie w [a,b] do pewnej funkcji g,
za$ ciag fn(c) jest zbiezny przynajmniej w jednym pumkcie ¢ € [a, b], to ciag
fn jest zbiezny jednostajnie do pewnej funkcji f € C[a,b] oraz f' = g.

Teraz mozemy uzupelni¢ nasza wiedze o sumie S(z) := > " a,(z — zo)"
szeregu potegowego wewnatrz jego przedziatu zbieznosci, czyli na odcinku D :=
(zo — R, o + R), gdzie R jest promieniem zbieznosci. Tu k-te sumy czesciowe
Sk(x) = ZZ:O an(x — 0)™ maja pochodne S (z) = 2221 nay(x — x)" !
zbiezne jednostajnie w mniejszych przedziatach D, := [xg—71, 2o+ 7] (Vr < R).
Kazdy punkt z przedzialu D nalezy do ktéregos takiego D, wraz z pewnym
swoim otoczeniem. Z powyzszego twierdzenia wnioskujemy (poniewaz szereg
jest zbiezny do ap w punkcie o i ma pochodne S} (z) jednostajnie zbiezne),
ze suma szeregu, czyli funkcja S(x) jest rézniczkowalna i ma pochodng réwna
S'(z) = >0 nay(z — z9)" ! Innymi slowy, mamy
Whniosek. Mozna albo: najpierw liczy¢ sume szeregu potegowego (czy-
li funkcje S(x)), a potem jej pochodna, albo policzy¢ sume szeregu
pochodnych i na jedno wyjdzie.

Pozwala to np. na Wyliczenie S(z) dla pewnych szeregéw gdzie np. a,, =
%,n > 11luba, = (n+2 . Chodzi o to, by "pozbywajac sie n z mianowni-
ka” doprowadzi¢ do liczenia sumy zwyklego szeregu geometrycznego (w razie
potrzeby -o wszystkich wyrazach pomnoZonych np. przez x lub przez x2). Po-
niewaz (z") = na"~!, dla S(z) = ag+> e ; 22" na mocy ostatniego wniosku,

[e%S)
=2.n
n=1

-a to jest suma szeregu geometrycznego, rowna ﬁ dla |z| < 1. Ponadto S(0) =
ag. Stad
S(x / —dt—ao—ln(l—x)

w pierwszym przypadku. W drugim

— 2 . n—1 — -3 E n—1+3.
7n (n—+—2)nx * — nt2’
n=1 n=1

Rézniczkujac jeszcze raz obliczamy pochodna z ostatniego szeregu:
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Ta ostatnia suma dla x = 0 przyjmuje warto$¢ 0, wiec jej wartos$é otrzymamy
réwna fom 1%5 dt. Powtarzamy ten proces, cofajac sie przez calkowanie do sumy
wyjsciowej.

Jak latwo sie domysleé, n -a wladciwie, n + 1 mozemy usunaé z licznika
(np. gdy b, = Z—i; ) poprzez catkowanie szeregu wyraz po wyrazie, potem
rézniczkujac, by z kolei ”wyczy$ci¢ mianownik”. Na przyktad,
fox fo:o(n + Dt"dt = ZZO:O " = ﬁ Stad ZZO:O(” +1)z" = %(ﬁ) =
ﬁ dla |z| < 1. Podobnie, choé¢ diuzej, wyliczamy Y b,2™. Tu prosciej
jednak bedzie przeksztalcié b,, do postaci 1 — n%m

Roéwniez trzeba stosowaé¢ powyzszy wniosek lub jego odpowiednik dla calek
przy rozwijaniu funkcji w szereg Taylora, np. dla rozwiniecia In(1 + x) wspo-
mnianego w poprzednim wyktadzie.

Funkcje wyrazalne poprzez ich szereg Taylora, czyli funkcje analityczne -sg
z koniecznosci bardzo regularne, np. sa klasy C°° wewnatrz obszaru zbieznosci.
Funkcje wyrazajace niektére wartosci fizyczne (skoki napigcia, natezenie fali
dzwiekowej - czy ogdlnie: sygnaly) nie sa tak regularne, moga nawet by¢ niecia-
gle, przedstawiaé¢ impulsy skokowe itp. Aby przedstawié je jako sumy szeregbéw
musimy zamiast wielomianéw -uzy¢ bardziej ”elastycznych narzedzi” -sa nimi
np. funkcje trygonometryczne postaci sinnz, cosnz dla n € N. Innymi stowy,
zaczynamy nowy rozdzial.

4.1 Szeregi Fouriera

Szeregi Fouriera stanowia podstawowe narzedzie w analizie sygnaléw, teorii ko-
munikacji, termodynamice, czy elektronice. Ich znaczenia dla rozwoju techniki
(a takze matematyki) nie sposéb przecenié¢. Jedna z réznic bedzie sposéb, w
jaki bedzie badana zbieznos$¢ szeregu. Do opisu zbiezno$ci postuzymy sie po-
jeciem normy $redniokwadratowej, ktéra okaze sie wlasciwym narzedziem do
badania zbieznosci szeregéw Fouriera. Najpierw jednak okre$lmy, jakie funkcje
bedziemy rozwijali w szeregi Fouriera.

4.1.1 Funkcje okresowe

Rozwazaé bedziemy funkcje zmiennej rzeczywistej, okreslone na odcinku [a, b].
Najczesciej bedzie to przedzial [0, 1], [0,27] lub [—m,7]. Przy tak ustalonym
przedziale [a,b] o dlugosci L := b — a bedziemy méwili, ze funkcja f: R — C
(lub f : [a,b] — C jest okresowa, gdy f(x + L) = f(x), co w przypadku
f okreSlonej na [a,b] oznacza jedynie réwnosé f(a) = f(b). Kazda funkcje
okresdlona na przedziale [a,b) (jak réwniez kazda funkcje okresowa f : [a,b] — C
mozna jednoznacznie przedtuzy¢ do funkcji okresowej na calej osi rzeczywistej.
Jesli x € R, to istnieje k € Z taka, ze x — kL € [a,b) 1 wystarczy jako f(z)
przyja¢ wartosé f(x — kL).

W przypadku odcinka [0, 2] (lub [—7, 7]) najwazniejsze przyklady funkeji
okresowych, to f,,(t) = sin(nt), gn(t) = cos(nt), ex(t) = e**, gdzie n € NU
{0}, k € Z. Funkcje ey, tworza tzw. zespolony uklad trygonometryczny, zas fn, gn
-rzeczywisty uklad trygonometryczny. (Zauwazmy, ze Re(e,) = gn, Im(e,) =
fn, go jest funkcja stala rowng 1, funkcji fy rownej stale zero nie zaliczamy
do ukladu.) Fourier zaproponowal, by kazda funkcje okresowa f : [0,27] —
C przedstawié przy uzyciu rzeczywistego szeregu (szereg trygonometryczny)
postaci

%AO + Z A,, cos(nt) + By, sin(nt),
n=1°
lub w postaci zespolonego szeregu Fouriera
Cneint.
Jedli traktujemy te szeregi jako szeregi formalne, to (réwniez formalne) dziata-
nia algebraiczne, czy operacje rézniczkowania, lub calkowania beda dostarczaé



prostych wzoréw, réwnania rézniczkowe przeksztalcimy w réwnania algebra-
niczne dla poszczegélnych wspétezynnikéw. Cala trudnosé polega na zagadnie-
niu zbieznosci takich szeregéw. Jednostajng zbieznosé otrzymamy jedynie dla
funkcji okresowych klasy C!, jednak najwazniejsze sa szeregi funkcji mniej re-
gularnych, tam nawet zbieznos¢ punktowa moze nie mie¢ miejsca. Zdefiniujemy
norme najbardziej odpowiednia dla naszych celéw.

4.1.2 Norma L? ($redniokwadratowa)

Jesli f : [a,b] — R jest calkowalna w sensie Riemanna, niech

Taki sam wzér mozemy zastosowaé dla funkcji zespolonej f : [a,b] — C, o ile

jej kwadrat modutu jest calkowalny (wystarczy, by czesci: rzeczywista i urojo-
na z f byly catkowalne). Taka norme nazywamy L*-norma, lub norma éred-
niokwadratowa. Nazwe mozna uzasadni¢ zwlaszcza w przypadku, gdy dtugosé
przedziatu : b — a wynosi 1. Wéwczas catka jest faktycznie srednia wartoscia z
funkcji podcatkowej po przedziale [a, b], liczac te norme bierzemy wtedy $red-
nia catkowa z kwadratu modultu funkcji f. (Zbieznosé wzgledem analogicznej
normy: ||f|1 := f; |f(#)]dt , czyli warunek ||f, — f|l1 — 0 nazywa si¢ czasami
»przecietna zbieznoscia” lub zbieznoscia w $redniej.) To usrednianie jest typo-
we dla naszego postrzegania. Na przyklad, patrzac na jakis obraz —nie widzimy
poszczegdlnych punktéw, bo te maja ,rozmiar zerowy”, lecz $rednie nasycenie
i jasno$¢ konkretnych barw w danych (mozliwe, ze bardzo malych) obszarach
danego obrazu. Podobnie analizjemy dzwieki w danych przedziatach czasowych.
W punkcie czasowym” nie moglibySmy np. odczué¢ wysokosci tonu (czestotli-
wosci dzwieku). OdpowiedZ na to, dlaczego uzywamy wyktadnika 2, a nie 1 lub
4 przyjdzie nieco pdzniej -ma ona pewien zwiazek z twierdzeniem Pitagorasa i
z regula réwnolegtoboku, w naszych rozwazaniach bedziemy, w pewnym sensie,
stosowaé geometrie euklidesowa.

Czy jednak || ||2 jest rzeczywiscie norma? Za chwile zobaczymy, ze zachodzi
nier6wnos¢ trojkata: || f +gll2 < [|fll2 + [|gl|2- Warunek jednorodnosci: ||af[|2 =
|| || f]l2 jest oczywisty, gdyz stata (doktadniej, ||?) mozna wylaczyé przed
znak catki. W przypadku funkcji cigglych to faktycznie jest norma, bo postulat
tozsamosci: [|f]l2 = 0 = f = 0 mozna w przypadku f ciaglej do$¢ latwo
wykaza¢ (metoda nie wprost). Ale rozwazamy tez funkcje nieciagle i wtedy
niestety, sa dwa powazne mankamenty:

e postulat tozsamosci (|| f]l2 = 0 = f = 0) na ogdt nie zachodzi;
e przestrzen Rla,b] z || |2 norma nie jest zupelna.

Sa jednak ,standardowe procedury” pozwalajace ominaé¢ te niedogodnosci:
Utozsamiamy kazde dwie funkcje fi, fo, dla ktérych ||f1 — fa]l2 = 0. Jest to
proces tworzenia przestrzeni ilorazowej wzgledem tak okreslonej relacji. Jest
to relacja réwnowaznosci: przechodnio$¢ wyniknie z nieréwnoéci tréjkata, zas
symetria -z jednorodnosci normy. Na szczescie, ta relacja jest zgodna ze struk-
tura wektorowa: (np. zgodnos$é z dodawaniem oznacza, ze gdy || f1 — fa|l2 =0
oraz ||g1 — g2ll2 = 0, to sumy: hy := f; + g1 oraz he := fy + g2 sa réwno-
wazne, czyli ||h1 — hall2 = 0). Ponadto wéwczas iloczyny przez dany skalar «
funkcji f1, fo sa réwnowazne i normy | f1]|2 oraz || f2||2 sa réwne, co pozwala
przypisaé taka wartosé calej klasie réwnowaznosci (lub, jak kto woli, klasie abs-
trakcji), czyli zbiorowi [f] wszystkich funkeji réwnowaznych z dana f € R[a, b].
Tak wiec [|[f]|l2 := || fll2- W ten sposéb odzyskamy postulat jednoznacznosci
-w przestrzeni wektorowej ztozonej z takich klas, gdzie definiujemy dziatania
[f]1+ 9] == [f + 9], a|f] := [af]. Latwo wykazad, ze tak zdefiniowane dzialania
spelniajg aksjomaty przestrzeni wektorowej. Wektorem zerowym jest tu klasa
réwnowaznosci funkcji statej 0, czyli zbiér [0] = {f € R[a,b] : ||f|l2 = 0}. Na
przyktad, funkcja réwna 1 w punkcie a i w punkcie b, za$ rowna zero wewnatrz



naszego odcinka jest okresowa, calkowalna, nalezy do [0] (prosze sprawdzi¢). W
praktyce klase réwnowaznosci funkcji f zapisuje sie takim samym symbolem f,
co jest wygodne, lecz nalezy uwazac¢, gdyz nie mozna w takim przypadku podaé
wartosci f w danym punkcie. Jedyne, co mozna wtedy okresli¢, to ,wartosci
przecietne na zbiorze (miary dodatniej)”. Jesli w klasie [f] jest funkcja ciagta
fo, to jest ona wyznaczona jednoznacznie i wtedy jej wartosci beda ,najbardziej
reprezentatywne” dla klasy [f] (o ile taka fy jest okresowa).

Drugi problem jest znacznie powazniejszy: okazuje sie, ze mozna albo doko-
naé abstrakcyjnej konstrukeji rozszerzenia do przestrzeni zupelnej (tzw. uzupel-
nienie przestrzeni), albo rozszerzyé pojecie catkowalnosci -wprowadzajac tzw.
caltkowalnos¢ w sensie Lebesgue’a.

Uzupelnienie mozna uzyskaé biorac zbior klas réwnowaznosci ciagéow Cau-
chy’ego wzgledem naszej normy. Ciagi (f,), (g») uznaje sie tu za réwnowazne,
jezeli im || f, — gnll2 = 0. Ciagi takie dodajemy ,wyraz po wyrazie”, otrzy-
mujac dodawanie wektorowe dla odpowiaajacych im klas. Norme klasy [(f)]
definiujemy jako lim || f,,]|2. Mozna wykazaé, ze te klasy réwnowaznosci two-
rzg przestrzen Banacha. Szczegdly pomijam. Otrzymana przestrzen Banacha,
oznaczana symbolem L?[a, b], jest przestrzenig zawierajaca klasy réwnowazno-
sci funkcji calkowalnych w sensie Riemanna (wzgledem relacji réwnowaznosci
IIf1 = f2]l2 = 0) i do takich funkeji bedziemy sie w dalszym ciagu ograniczali.

(Caly dotychczasowy fragment materiatu z tego podrozdziatu, z wyjatkiem
definicji || f||2 jest nadobowiazkowy, ma utatwié¢ korzystanie z bardziej zaawan-
sowanej literatury.)

Kluczowe znaczenie odgrywa iloczyn skalarny. Dla f,g : [a,b] — C calko-
walnych w sensie Riemanna definiujemy go wzorem

b

(fr9):= [ [f(t)g(t)dt. (2)

a

Przestrzen wektorowa z iloczynem skalarnym nazywamy przestrzeniq Hil-
berta, jesli jest ona zupelna wzgledem normy || f|| := /(f, f). Przestrzen R[a, b]
nie jest zupelna, ale jej rozszerzenie: L?[a, b] juz jest przestrzenia Hilberta. Jak
juz wspomnialem, bedziemy jednak starali sie ograniczaé¢ do funkcji catkowal-
nych w sensie Riemanna.

Oznaczen f - g, f o g nie mozemy stosowaé dla iloczynu skalarnego funkcji f, g,
bo pierwsze oznacza funkcje ([a,b] 3 ¢ — f(t)g(t)), drugie jest symbolem zlozenia
funkcji. W wielu podrecznikach zamiast nawiasu graniastego, uzywa si¢ zwyklych na-
wiaséw, co moim zdaniem moze myli¢ si¢ z para uporzadkowana (f, g). W przypadku
rzeczywistym kreska oznaczajaca sprzezenie zespolone nie musi wystepowad, operacja
sprzezenia nie zmienia liczby rzeczywistej.

Wtasnosci iloczynu skalarnego:
e liniowos¢ wzgledem pierwszej zmiennej:

(ag + BY, g) = alp, 9) + B, g);

e skosna symetria’: (g, f) = (f,g) (w przypadku rzeczywistym jest to
zwykla symetria);

e dodatnio$é: (f, f) > 0, przy czym réwnosé¢ mamy wtedy i tylko wtedy, gdy
f jest réwnowazna ze stala funkcja zero (tak jest wtedy i tylko wtedy, gdy
zerowa jest miara Lebesgue’a zbioru tych t € [a, b], dla ktérych f(t) # 0.)

Norme sredniokwadratows wyliczamy ze wzoru

1
1 X 2
1fll2=({fi )2, czyli |flo=(f f)

Nierownos$é¢ Schwarza ma postaé

(£l < fll2llgll2 (3)



Jej dowdd dla uproszcezenia przedstawie w przypadku rzeczywistym. W dal-
szym ciagu dla uproszczenia zapisu zamiast || - |2 bede uzywal symobolu || - ||
W oparciu o wlasnosci iloczynu skalarnego zauwazmy, ze

IF +gll* = IF1I* + 2Re(f, g) + llg>- (4)

Wstawiajac dla t € R zamiast g wektor tg otrzymamy stale nieujemny trojmian
kwadratowy zmiennej ¢ postaci ¢ g||* +t-2(f, g) + || f||*. (Pozwolitem sobie na
opuszczenie "Re”, bo to przypadek rzeczywisty.) Wyréznik ”delta” jest wiec
niedodatni, co daje nieréwnosé 4(f, g)> — 4| f||?/lg|> < 0, co po trywialnym
przeksztalceniu i po spierwiastkowaniu stronami daje dowodzona nieréwnosé
Schwarza. Wynika z niej nieréwno$¢ tréjkata dla normy || ||. Sprawdzamy ja
podnoszac strony do kwadratu: ma by¢ || f+g||> < (| fIl +1lg]l)?, co po zastoso-
waniu powyzszego wzoru dla lewej strony i wzoru na kwadrat sumy liczb -dla
prawej, sprowadza zagadnienie do nieréwnosci Schwarza.

Definicja. Méwimy, ze wektory f, g sq ortogonalne, czyli prostopadle wzgledem
danego iloczynu skalarnego (,), gdy (f,g) = 0. Fakt ten oznaczamy zapisujac
f L g. Ze wzoru @ wynika dla f 1 g stynne twierdzenie Pitagorasa:

(f.9)=0=If +al> = I£I” +llgl*-

Zauwazmy, ze gdy f L g, to réwniez g L f, natomiast relacja f 1L f moze
zachodzié¢ jedynie dla || f]l2 = 0 (czyli gdy f = 0 prawie wszedzie).

Definicja. Uktad wektoréw (f;);cs nazwiemy ukladem ortogonalnym, gdy
Jj # k= f; L fi. Uklad ortogonalny wektoréw o normie 1 nazwiemy ukla-
dem ortonormalnym. Uklad (ej)jes w przestrzeni H z iloczynem skalarnym
nazwiemy bazg ortonormalng, gdy jest to taki uktad ortonormalny, ze jedynym
wektorem prostopadtym do wszystkich e; jest wektor zerowy:

(Vje‘]flej)if:o. (5)

Warunek ten, znany jako warunek zupelnosci ukladu jest rownowazny temu, by
kazdy element f € H z dowolna doktadnoscia dat sie przyblizy¢é kombinacjami
liniowymi wektoréw e;.
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