






Jesteśmy w zasadzie już przygotowani do wprowadzenia definicji całki Riemanna.
Na początku określmy pojęcia:

• podziału T odcinka [a, b],

• średnicy δ(T ) tkiego podziału,

• normalnego ciągu podziałów Tn,

• Układu Λ punktów pośrednich dla T
• sum całkowych S(f, T ,Λ)

Definicja. (1) Skończony układ punktów T = (t0, t1, . . . , tn) nazywamy po-
działem odcinka [a, b], gdy a = t0 < t1 < · · · < tn. (2) Liczbę δ(T ) :=
max{tj− tj−1 : 1 ¬ j ¬ n} nazywamy średnicą tego podziału. (3) Mówimy,
że ciąg podziałów (Tn) jest normalny, gdy limn→∞ δ(Tn) = 0. (4) Zbiór skoń-
czony Λ = {λ1, . . . , λn} ⊂ [a, b] nazywamy układem punktów pośrednich dla
podziału T , gdy ∀j λj ∈ [tj−1, tj ]. (4) Sumę całkową S(f, T ,Λ) dla funkcji f ,
podziału T i układu punktów pośrednich Λ definiujemy jako liczbę

S(f, T ,Λ) :=
n∑
j=1

f(λj)(tj − tj−1). (5)

Przykład normalnego ciągu podziałów, to podziały [a, b] na n równych czę-
ści, czyli podziały punktami tj = a + j(b−a)

n . Tutaj ∀jtj − tj−1 = b−a
n i taka

jest też średnica tego podziału. Dla funkcji f(x) = x i dla punktów pośrednich
λj = tj sumą całkową przy równomiernym podziale [a, b] na n równych części
jest

n∑
j=1

(
a+

j(b− a)
n

)b− a
n

= a(b−a)+
(b− a)2

n2

n∑
j=1

j = a(b−a)+
(b− a)2n(n+ 1)

2n2
.

Ostatnie wyrażenie dąży przy n→∞ do (a+ b−a
2 )(b− a) = 1

2 (b+ a)(b− a) =
b2

2 −
a2

2 . Podobna sytuacja ma miejsce dla funkcji f(x) = x2 i w pewnym miejscu
trzeba znać wzór na

∑n
j=1 j

k dla k = 2. Taki wzór znamy jedynie dla k = 1, 2, 3
ale dla pozostałych k ∈ N z pomocą Twierdzenia Stolza można wyznaczyć
granicę lim 1

nk+1

∑n
j=1 j

k = 1
k+1 . Dla większości funkcji takie obliczenia nie są

jednak możliwe.
Najprostsze jest wyliczenie sum całkowych dla funkcji stałej: f(x) = c.

Wartości f(λj) stale równe c można wyłaczyć przed znak sumy, a pomieważ
dla każdego podziału mamy

n∑
j=1

(tj − tj−1) = b− a, (6)

, więc suma całkowa dla funkcji stałej równej c na odcinku [a,b] wynosi c(b−a)
niezalenie od wyboru punktów podziału i punktów pośrednich.
Definicja. Funkcję f : [a, b]→ R nazywamy funkcją całkowalną w sensie Rie-
manna, co oznaczamy pisząc f ∈ R[a, b], jeśli dla każdego normalnego ciągu
podziałów Tn oraz układów punktów pośrednich Λn dla Tn istnieje granica
skończona ciągu sum całkowych: limS(f, Tn,Λn). Wówczas, jak można wyka-
zać granice te są jednakowe dla wszystkich ciągów normalnych podziałów. Tę
wspólną granicę oznaczamy symbolem

∫ b
a
f(t) dt i nazywamy calką oznaczoną

z funkcji f od a do b (lub całką po przedziale [a, b]).
UWAGA: W odróżnieniu od całki nieoznaczonej, zmienna t w zapisie

∫ b
a
f(t) dt

jest zmienną ”pozorną”, czyli ”związaną” -wartość całki jest liczbą i nie zale-
ży od t. Zamiast t możemy zresztą wpisać inną zmienną, co nie zmieni war-
tości całki, np.

∫ b
a
x dx =

∫ b
a
t dt = b2

2 −
a2

2 . Całka ta jest ”całką po odcin-
ku skierowanym”, istotna jest kolejność: punkt a jest początkiem, zaś punkt
b -końcem. Definiuje się nawet

∫ b
a
f(t) dt w przypadku, gdy b < a wzorem∫ b

a
f(t) dt = −

∫ a
b
dt. Ponadto przyjmujemy, że

∫ a
a
f(t) dt = 0. Zapis

∫
[a,b] f(t) dt

będzie zarezerwowany dla ogólniejszego pojęcia całki Lebesgue’a.


