Analiza matemat. 1 na kier. ”Elektrotechnika” - wyklad nr 11. (13.1 2021.)

21 Przyklady catkowania-cd

Calki zawierajace logarytm na ogél catkujemy przez czesci, np. n € NU {0} =

3 EE gl g na1,n(az) 1 5
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f{ln(aw})2 dr = z1n? az — /.L -2aln(az) - j—j dz = z(In” az — 21n az + 2)+C.

Czasami catkujemy podstawiajac za logarytm, np.

I
flnamd:c:l(lnza:c)—f—a [ de =In|lnaz|+ C.
T 2 zInaz

Ale juz gdy potega © w mianowniku ma wyktadnik k € N\ {1}, to calkujemy
przez czesci, np.

f hl'(;m dx = —2—;(1]‘_1&56 - %) =0,

Catki [ % dz nie da si¢ wyliczy¢ przy uzyciu funkeji elementarnych, jest to
funkcja transcendentna Ei(x) (z dokladnocia do stalej), podobnie, jak funkcja
erf(x) zwiazana z [ e~ dz i % rozkladem normalnym ("Error function”). Nie
mozna tez wyrazié [ #2Z dz przez funkcje elementarne.

Tym niemniej, niedtugo zdefiniujemy catke 0zZnaczona i przy jej uzyciu wy-
kazemy, ze kazda funkcja ciggla f € Cla, ] ma funkcje pierwotny.

Naszkicuje teraz "prowizoryczny dowéd” zakladajac dodatkowo, ze f > 0,
co nie zmniejsza ogélnosci. (Bo f jest ograniczona i dodajac pewna stala K do
[ zapewnimy jej nieujemnosé, potem skorzystamy z liniowosci i odejmujac od
otrzymanej pierwotnej dla K + f(z) funkcje K -z otzymamy pierwotna dla f.)

Dla t € [a,b] niech F'(z) oznacza pole figury plaskiej (rys. na dole stromy)

Diggp={(z,y) eR*:0<y < flz),a<z < t}.

Problem w tym, ze jeszcze nic zdefiniowalidmy miary Jordana i pola figury
plaskiej, jest to wiec szkic -a nie pelny dowdd. Jeslih > Qoraz a <t < t+h < b,
to niech my, = min{f(z) : = € [t,t + h]}, zas8 M), := max{f(z) : = € [t +
h]. Daziclae figure Diq,t+n) na sume 2 czedei: D, orazDyy ¢ p), ktérych pola
powinny si¢ sumowaé¢ do pola calej Dia 141 zauwazamy, ze wOWCZAS Preyrost
F(t+h)—F(t) jest réwny polu figury Dy 14n)5 8 to pole jest < od h- M}, -czyli od
pola prostokata [t. 1 -+ h] x [0, M},] zawierajacego Dy s4n) oraz jest > od h-my
(pola prostokata zawartego w tej figurze. Stad iloraz réznicowy: -@ﬁl
nalezy do przedzialu [my,, M;]. Z ciaglodei f w punkcie ¢ wynika zmierzanie
obydwu tych wartodci do f(t) przy h — 0. Z twierdzenia o 3 granicach, do
f(t) zmierza wiec ten iloraz réznicowy. (Dla h < 0 postepujemy podobnie,
wowezas Dy, 4 przedstawiamy jako sume Dy 140U D 11 4, 8 pola odpowiednich
prostokatéw, to (—h) - my, oraz (—h) - My, przyrost F(t + h) — F(t) jest polem
ale ze znaiem minus tego zhioru Disyp . Wiee F'(t) = f(2), c.b.d.o.
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Moze jednak sformultuje teraz pojecie miary Jordana. Ze wzgledu na pds-
niejsze zastosowania omowimy od razu d—wymiarowa miare Jordana zbio-
ru ograniczonego D C R¢. To, co niewatpliwie mozemy wyliczyé, to miara
kostki @ = [ay,b1] X [ag,ba] X -+ x [aq,bq], najczeéciej bedziemy rozwazad
przypadki d = 1,2 Iub 3. Dla d = 2 méwimy o polu prostokata @ (réwnym
(b1 —a1) - (by — ag), dla d = 3- o objetosci prostopadiodcianu @, a dlad=1 -0
dhugosci. Dla uproszezenia te miare kostki @ oznaczmy przez |Q|. Oczywiscie,
rozwazamy tylko kostki o krawedziach réwnoleglych do osi ukiadu.

Kostka moze by¢ zdegenerowana, gdy ktérys z jej bokéw ma dlugoéé zero
i wtedy gdy @ jest zdegenerowana (i tylko wtedy), mamy |Q| = 0. Ogoélnie
definiujemy wige miarg kostki jako liczbe

d
Q1 = (b — 1) % - x (ba — ag) = [ [ (b — ax).
k=1

Zbidr pusty tez traktujemy jako kostke, przyjmujac |0] = 0. Méwimy, ze kostki
7 danego Qn,..., Q) ukiadu maja wnetrza parami rozlaczne, gdy dla kazdej
pary indekséw j,n € {1,...,m}

iFn = (Q;NQ, =0 (1)

Jest to zgodne z ogdlng definicja wnetrza- ktére bedzie dla kostki Q iloczy-
nem kartezjafiskim odpowiednich przedzialéw otwartych (lub zbiorem pustym
-dokladnie dla kostek zdegenerowanych). Czes¢ wspolna dwu kostek jest kostka,
ale moze ona by¢ zdegenerowana. Gdy d = 2, zalozenie (1) oznacza, 7e prosto-
katy z danego ukladu mogg albo by¢ roztaczne albo moga stykaé sie jedynie
wzdtuz boku lub wierzchotka. Sume mnogosciowa Q2 = Q1 U- - -UQ,, skoficzone]
ilosci kostek o wnetrzach parami rozlgcznych nazwiemy figurg prosta i dla
takich zbioréw definiujemy ich miare d-wymiarows mg4(S2) wzorem

ma(@) = 3 1Qs1. 7 (2)-
i=1

Kazda suma skoficzonej iloci kostek nawet niespelniajacych warunlu (1) jest fi-
gura prosta. Kazda figure prosta mozna (nawet na wiele sposobéw) przedstawi¢
jako sume ukiadu kostek o wnetrzach parami roztacznych. Co najwazniejsze,
otrzymana suma ich miar bedzie taka sama -wice definicja (2) nie zalezy od
sposobu przedstawienia figury £ jako sumy uktadu kostek spelniajacych po-
stulat rozlacznoéci (1). Ten dodé ocaywisty fakt geometryczny wymaga jednak
Scistego dowodu, ktéry jednak pominiemy. Mozna to robié¢ metoda indukeji ze
wzgledu na iloé¢ kostek, lub metoda wspélnych rozdrobniefi (dzielimy kostki
na mniejsze fragmenty).

Oczywidcie, wigkszos¢ zbioréw E C RY nie da sie przedstawié jako figure
prostg- nawet tréjkat lub obrécony o 45 stopni kwadrat -nie sg skohczonymi
sumami kostek (bo zakladamy réwnolgloéé krawedzi kostek do osi ukladu).
Mozemy dowolny zbiér ograniczony przyblizaé figurami prostymi na dwa spo-
soby, ktére prowadza do potencjalnie dwn miar: wewnetrznej i zewnetrznej tego
zbioru:

Definicja. Miare wewnetrzna m, (E) zbiorn F € R? defininjemy wzoren

M. (E) == sup{mq(2) : Q C E,() = figura prosta;

Miare wewnetrzng m”(E) defininjemy jako kres doluy infmg(€) miar figur
prostych € zawierajacych zbiér E. Mdéwimy, ze zbiér E jest mierzalny (w
sensie Jordana), gdy m.(E) = m*(E) i wéwczas piszemy mg(F) = m.(F).

Podstawows wlasnoscig miary powinna byé jej addytywnosé. Mozna wyka-
zaé, ze gdy dwa zbiory mierzalne A, B € R sg rozlaczne:

ANB=10, to wowczas my(AUB)=mg(A)+ mqa(B). (3)




Suma skoiiczonej iloéci zbioréw mierzalych jest zbiorem mierzalnym. Nato-
miast dla sumy przeliczalnej ilosci- juz tak nie jest. Na prayklad, w przypadku
d = 1 zbiér liczb wyiernych z oscinka [0,1], czyli Q N[0, 1] jest niemierzalny,
chociaz jest sumga ciggu zbioréw l-elementowych mierzalnych {r;}, bo licz-
by wymierne z odcinka [0,1] mozna ustawié w cigg. Ponadto V; m.({r;}) =
m*({r;}) = 0. Miara wewnetrzna tego zbioru Q N [0, 1] jest réwna zero, ze-
wnetrzna jest rowna 1. Dla miary wewnetrznej odpowiednik wlasnosci {3) nie
zachodzi (bo dla A = Qn[0,1], B = [0, 1]\ Q jest m.(A4) = 0 = m.(B), podczas
gdy AU B = [0, 1] ma miare 1).

Wracajac do zbioréw "pod wykresem funkeji”, czyli D = Dy - ich mie-
rzalnosé mozna doéé latwo wykazaé korzystajac z twierdzenia Cantora o jed-
nostajnej cigglosci funkcji eigghych na przedziale domknietym. Twierdzenie to
méwi, ze gdy f € Cla, b], to

Ves0T520Va telapls — | <& = [f(s) — F(t)] < e (4)

Tam jako figury proste zawarte w tym zbiorze D mozemy wzigé sumy pro-
stokatéw [t;—1,1;] x [0,m;], gdzie m; = inf{f(z) : € [tj_1,t;]}, zas figu-
ra prosta zawierajaca zbiér D, to suma prostokatéw [¢; 1,;] x [0, M;), gdzie
M; = sup{f(z) : = € [tj_1,4;]}. Te dwie figury sa wyznaczone przez uklad
punktéw t; podziaku odcinka [a,b], gdziea = tg < #; < --- < t, = bna n czedci.
Te czescel sy odcinkami o dtugosei ¢; — tj—1 1 jezeli (przy ustalonym ¢ > 0) do-
bierzemy na tyle gesto punktéw podziatu, by dla stalej d spelniajacej warunek
(4) byto V;t; —t; 1 < &, to bedziemy mieli M; —m; < ¢. Faktycznie, jak wiemy
(z Tw. Weierstrassa) f osiaga na kazdym z przedziatow(t; o, ;] swoje wartosci
najwigksze: M; w pewnych punktach j3; € [tj—1,t;]. Wartodci najmniejsze: m;
sg rowne f(a;) dla pwenych o; € [t;_1,%;]. A poniewaz |85 — 4| < 8, z warun-
ku jednostajnej ciaglodei (4) wynika, Ze Mj — my; < c. Réinica migdzy miarg
gérna i miarg dolna naszego zhioru D jest wiec nie wigksza, niz

n n

D (M —m)(ty— ;1) €3 et —tj1) = e~ (b—a).

j=1 =1

Réznica ta jest wiee dowolnie mala, a poniewaz Jest nieujemna, musi by¢ zerem,
co $wiadczy o mierzalnosci zbioru D.
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Jestesmy w zasadzie juz przygotowani do wprowadzenia definicji catki Riemanna.
Na poczatku okreslmy pojecia:

e podzialu 7 odcinka [a, b,

e drednicy §(7) tkiego podziatu,

e normalnego ciagu podziatéw 7,

e Ukladu A punktéw posrednich dla 7
e sum catkowych S(f,7,A)

Definicja. (1) Skonczony uklad punktéw 7 = (tg,t1,...,t,) nazywamy po-
dzialem odcinka [a,b], gdy a = to < t1 < -+ < t,. (2) Liczbe 0(7) :=
max{t; —t;_1 : 1 < j < n} nazywamy $rednicg tego podziatu. (3) Méwimy,
ze ciag podzialéw (7,,) jest normalny, gdy lim,, .o §(7,,) = 0. (4) Zbiér skon-
czony A = {Aq,..., \,} C [a, b] nazywamy uktadem punktéw posrednich dla
podzialu 7, gdy V; A\, € [tj_1,1;]. (4) Sume catkowa S(f, 7, A) dla funkcji f,
podzialu 7 i ukladu punktow posrednich A definiujemy jako liczbe

S(f,T.A): Zf )t —tio1). (5)

Przyklad normalnego ciagu podzialéw, to podzialy [a, b] na n réwnych cze-
$ci, czyli podzialy punktami t; = a + j(bi;a). Tutaj Vit; —tj—1 = I’_Ta i taka
jest tez $rednica tego podziatu. Dla funkcji f(z) = z i dla punktéw posrednich
Aj = t; suma catkowa przy réwnomiernym podziale [a, b] na n réwnych czesci
jest

2 n

n 70, a —a 7&27177,
; jb=a) bn a(ba)+(bn2)§ja(ba)+(b)2n§+1).

Ostatnie wyrazenie dazy przy n — oo do (a + b*T“)(b —a)= %(b +a)b—a) =
% — % Podobna sytuacja ma miejsce dla funkcji f(z) = 22 i w pewnym miejscu
trzeba znaé¢ wzér na 22‘;1 j* dla k = 2. Taki wzér znamy jedynie dla k = 1,2, 3
ale dla pozostalych k € N z pomoca Twierdzenia Stolza mozna wyznaczy¢
granice lim # 2?21 gk = %H Dla wiekszosci funkcji takie obliczenia nie sa
jednak mozliwe.

Najprostsze jest wyliczenie sum calkowych dla funkcji stalej: f(z) = ¢
Wartosci f();) stale réwne ¢ mozna wylaczyé przed znak sumy, a pomiewaz

dla kazdego podzialu mamy

> (ti—ti1) =b—a, (6)
Jj=1

, wiec suma catkowa dla funkcji stalej r6wnej ¢ na odcinku [a,b] wynosi ¢(b—a)
niezalenie od wyboru punktéw podzialu i punktow posrednich.

Definicja. Funkcje f : [a,b] — R nazywamy funkcja calkowalna w sensie Rie-
manna, co oznaczamy piszac f € Rla,b], jesli dla kazdego normalnego ciagu
podzialéw 7, oraz ukladéw punktéw posrednich A, dla 7, istnieje granica
skoficzona ciagu sum catkowych: lim S(f, 7,,, A,,). Woéwczas, jak mozna wyka-
zaé granice te sa jednakowe dla wszystkich ciagéw normalnych podziatéw. Te
wspolna granice oznaczamy symbolem [f f(t)dt i nazywamy calka oznaczona
z funkeji f od a do b (lub calka po przedziale [a, b]).

UWAGA: W odréznieniu od calki nieoznaczonej, zmienna t w zapisie fab f(t)dt
jest zmienna ”pozorna”’, czyli "zwigzana’ -wartos¢ calki jest liczba i nie zale-
zy od t. Zamiast t mozemy zreszta wpisac inn@ zmienng, co nie zmieni war-
tosci calki, np. f;xdx = fabtdt = % — 2. Calka ta jest "calka po odcin-
ku skierowanym”, istotna jest kolejnosé¢: punkt a jest poczatkiem, za$ punkt

b -koficem. Definiuje si¢ nawet fj f(t)dt w przypadku, gdy b < a wzorem
fab f(t)dt = — [ dt. Ponadto przyjmujemy, ze [ f(t)dt = 0. Zaplsf t) dt
bedzie zarezerwowany dla ogdlniejszego pojecia calki Lebesgue’a.



