Analiza matemat. 1 na kier. ”Elektrotechnika” II - wyktad 4. (28.X 2020)

11 Granice niewlasciwe, o$ rozszerzona R

Arytmetyka granic jest wygodna, ale dla granic réwnych +o0o nie zawsze moz-
na ja stosowacé- gdy mamy tak zwane symbole nieoznaczone. Pewne dzialania
mozna wykonywaé w zbiorze RU{—o0, 400}, ktéry nazywamy osia rozszerzona
i oznaczamy symbolem R lub [—oco; +0c]. Najpierw zdefinijemy relacje nieréw-
noéci: Va € R jest —oo < a < +00. Dla a, 3 € R definicja o < 8 pokrywa sie ze
zwykla nieréwnoscia w R. Poza zwyklymi dziataniami w R mozemy zdefiniowaé
dodawanie dla par (a;+00)-gdzie a € RU {+o00} = (—00, +00] -wynikiem be-
dzie 400 -oraz dla (a; —o0), gdzie a # +oo. Ponadto definiujemy wersje dziatan
wynikle z przemiennosci -na przyktad +o0o + a = +oo dla a # —oo. Podobnie
definiujemy (przemiene) mnozenie na osi rozszerzonej dla par (a;+oo), gdzie
a # 0 przyjmujemy, ze a - (—00) jest réwne 400, gdy a € [—00,0) oraz réwne
—oo dla a > 0 -czyli dla a € (0,4+00). Mnozenie przez +oo liczb a # 0 zacho-
wuje sie analogicznie: wynikiem jest 400 gdy a > 0 oraz —oo dla a < 0. Mozna
tez zdefiniowaé dzielenie dowolnej liczby a € R przez oo -wynikiem bedzie
zero.

Symbole nieoznaczone -dla ktérych nie definiujemy zadnego wyniku, to:
(—00) + (+00), (+00) + (—o0) -oznaczane krécej jako oo — 0o, 0 - o0, oo - 0,

0

2 (dla kazdego ze znakéw +) oraz g.

Przypomnijmy definicje granic niewlasciwych dla ciagdw:

(4.1) limz, = +o0o jezeli VeerdmVosym T, > C.

(4.2) limy, = —o0 jezeli VeerIxVask yn < C.

Twierdzenie 1. Zalézmy, ze lima, = a € R oraz limb,, = § € R. Wéwczas o
ile & + (3 nie jest symbolem nieoznaczonym, to istnieje w R granica ciggu
(an + by) réwna a + (. Analogiczna teza zachodzi dla iloczynu -gdy « - 8 nie
jest symbolem neioznaczonym (i analogicznie bedzie dla ilorazu). Ponadto gdy
r, — 0 oraz x, > 0 dla dostatecznie duzych n, to lim %ﬂ = +00

Dowéd przeprowadzimy w przypadku dodawania tylko dla zatozen: a =
+00, 8 € R. Mamy wtedy sprawdzié, czy dla z,, := a,, + b, jest limz,, = +oc0.
Ustalmy dowolne C'. Dla € = 1 w warunku zbieznosci b,, — [ znajdziemy takie
ny, ze dla wszystkich n > ny jest 3 —1 < b, < B+ 1. Ze zbieznosci a,, — +00
istnieje takie ng, ze dla n > ng mamy a, > C — 3+ 1 Dla n > max(ng, n1)
mozemy wykorzysta¢ obydwie nieréwnosci, a dodajac je stronami otrzymamy
dla takich n nieréwnosci ap +b, >3 -1+ (C—-p+1)=C.

W przypadku mnozenia -niech np. a € (—00,0),3 = +00. Sprawdzimy,
ze dla y, := ap - b, jest y, — —oo. Ustalmy C' € R. Wezmy liczbe a taka,
by a < a < 0. Wéwczas 3,Vp>pan, < a. W warunku (4.2) mozna dodatkowo
zalozy¢, ze C' < 0. Wowczas dla M zdefiniowanego jako M = % mamy b, >
M > 0, dla n dostatecznie duzych, powiedzmy dla n > r. Poniewaz a < 0,
mamy anb, < ab, < aM = C dla n > max(r,p) .

Jak latwo zauwazy¢, odpowiednikiem twierdzenia o 3 ciagach bedzie naste-
pujace

Twierdzenie 2. (o dwu ciagach) . Jezeli x,, < z, dla dostatecznie duzych
n oraz limx, = 4oo, to réwniez z, — +oo. Gdy b, < y, dla dostatecznie
duzych n oraz y,, — —oo, to réwniez b,, — —o0.

Przyklady
[1.] Dla |a| < 1 jest lima™ = 0, za$ dla b > 1 mamy b" — +o0.

Zacznijmy od b = ﬁ Kazda liczbe b > 1 mozemy zapisaé jako b = 1 4§, gdzie
0 > 0. Teraz wykorzystujac Nieréwnoéé Bernoulli’ego widzimy, ze (14+6)" > 1+nd >



nd. Ostatni wyraz bedzie > C dla n > %. Natomiast a" = bin — 0, bo gdy ustalimy

€ >0,to —e < a" < egdy a ", czyli b bedzie > C := % Tu mamy arytmetyke
granic dla symbolu é =0.
[2.] Wykazemy, ze {/n — 1 przy n — oo, za$ — 0.

Podobnie, jak poprzednio dla {/a, mozemy zapisa¢ {/n = 1+ 4, dla pewnego
ciagu liczb 6, > 0. Podnoszac stronami do potegi n i uwzgledniajac jedynie trzeci
skladnik Dwumianu Newtona, (pozostate sa > 0) otrzymamy

Inn

n(n —1)

52,
2 n

(4.3) n=(1406)" >

2

dzielgc stronami przez n mamy stad 2 > (n — 1)02, wiec 0 < &, < —=2

n—1
Wynika stad pierwsza teza, druga otrzymamy z pierwszej stosujac lgg;ytm (i
jego ciaglosé), bo In({/n) = L Inn.

[3.] Gdy limz,, = +00, za$ a > 0, to lim(z,)* = +o00.
Istnieje m € N takie, ze % < a, to /xn < (xn)® dla n na tyle duzych, by z, > 1,
co wynika z definicji potegi o wykladniku niewymiernym jako kresu gérnego z poteg

— 0.

o wykladnikach wymiernych mniejszych od a. Jesli skorzystamy z twierdzenia o dwu
ciagach, to wystarczy sprawdzi¢, ze ¥/x, — +00. Dla dowolnie zadanego C' wystarczy,
by xn > C* od pewnego miejsca, a to zachodzi, bo x, — +oo.

[4.]”Wzrost wykladniczy a wzrost potegowy” Gdy a > 0oraz b > 1, to

lim i ~+00.
Dla g := b mamy Z—Z = (BTH)O‘7 wiec dzieki [3] wystarczy sprawdzié teze dla
a = 1, po zastapieniu b przez 3 (ktére tez jest > 1, wigc postaci (1+9)). Wtedy teza
wyniknie z nieréwnosci analogicznej do tej wystepujacej we wzorze (4.3)
Ostatnia granice mozna tez znalezé korzystajac z pierwszego z nastepuja-
cych twierdzen. (Mozna go stosowaé tez do granic typu lim bn—T:

Twierdzenie 3. Jezli dla ciagu (a,) o wyrazach dodatnich istnieje granica
q = lim a;#, to w przypadku, gdy ¢ < 1 mamy lima, = 0, zas gdy ¢ > 1, to
lima, = +00.

Dowdd. Gdy ¢ < r < 1 (takie r istnieje), to dla pewnego M i dla wszystkich
n > M,;n € N bedzie a;% < r. W szczegblnoéci, ap+1 < rau,

2 k
A )N +2 S Tap+1 < T ap, ..., AM+k < T ap.

Ostatnig nieréwno$¢ mozemy tatwo sprawdzi¢ metods indukcji wzgledem k. Teraz
pierwsza teza wynika z twierdzenai o 3 ciagach. Druga wynika z pierwszej stosowanej

do ciagu i i z ostatniej tezy twierdzenia 1.

Twierdzenie 4. (O.Stolza) Gdy ciag o wyrazach y, > 0 jest silnie rosnacy
oraz limy, = 400, to z istnienia granicy g = lim % wynika, ze réwniez
n =9

Tu dowdd pominiemy. Warto zauwazyé, ze wynikaja stad nastpujace wnio-
ski:

(Wnl.) Gdy istnieje granica skoficzona lima,, = A, to ciag Srednich aryt-
metycznych A, = ‘M‘”T% réwniez zmierza do granicy réwnej A.

(Wn 2.) Dla kazdej liczby naturalnej k& mamy

Tn

lim

i 1% 42k 4 . .nk 1
im = .
n—oo nk+1 k =+ ]_

12 Podciagi

Czasami rozwazamy ciag utworzony tylko z pewnych wybranych wyrazéw da-
niego ciggu o wyrazach x,, € R. Na przyklad, biorac tylko nieparzyste numery
wyrazOw To,4+1 otrzymamy juz inny ciag, zbior jego wyrazéw bedzie na ogot
mniejszy. Ale czy zbieznosé ciagu sie utrzyma, badz zmieni? To zalezy od spo-
sobu w jaki wybieramy takie numery wskaznikéw.



Definicja. Ciag o wyrazach zj := x,, , gdzie Viyenny € N nazywamy podcig-
giem ciagu (z,), jezeli ciag liczb naturalnych ny jest silnie rosnacy, czyli gdy
Ving < ni41. Jesli jakas liczba jest granica pewnego podciagu danego ciagu
(zn,), to nazywamy ja punktem skupienia ciggu (z,,).

Oczywiscie, musi wtedy by¢ limng = 400 oraz ni > k. Podciag w ciagu
niemajacym granicy (czyli rozbieznym) moze by¢ zbiezny -na przyklad wyrazy
nieparzyste ciagu rozbieznego (—1)" tworza ciag staly, réwny —1 i taka tez
jest jego granica. Zbiorem punktéw skupienia dla ciagu (—1)" jest zbior 2-
elementowy {—1,1} Mozna wykazaé, ze Vic[-1.1] ciag o wyrazach sinn ma
podciag zbiezny do ¢t. Tym razem zbiér punktéw skupienia, to caly odcinek
domkniety [—1,1]. Najwazniejszy dla nas bedzie jednak nastepujacy fakt:

Twierdzenie. Podciag (x,, ) w ciagu zbieznym jest réwniez zbiezny - i to do
tej samej granicy.

Dowdéd poza definicjami wykorzystuje jedynie nieréwnosci ny > k. Mozecie
Panstwo sprobowaé i przekonacie sie, ze to nie jest trudne. Zbiér punktéw
skupienia ma w przypadku ciagéw zbieznych tylko 1 element, réwny granicy
danego ciagu. Sprawdzmy np. jak wyglada zbiér punktéw skupienia dla ciagu
o wyrazach z,, = (1+ #)n Mamy 22, = (14 5-)?", ktéry jest podciggiem
ciagu zbieznego do liczby e. Dla wyrazéw nieparzystych otrzymamy z kolei
podciag (ze znakiem réznicy w nawiasie) ciagu y, = (1 — %)” = ("T_l)" Dla
n > 1 wyliczamy y% = (-25)" = (1+ -15)"~!- 2= Drugi z czynnikéw zmierza
do 1, za$ pierwszy (poczawszy od n = 2) jest podciagiem w ciagu zmierzajacym
do liczby e. Stosujac arytmetyke granic do ciagu y% wnioskujemy, ze limy,, =
%. Mamy wiec (na razie tylo wiemy, ze przynajmniej) dwa punkty skupienia:
e~ ! e. Mozna wykazaé, ze innych punktéw tu nie ma. Faktycznie, gdyby jakis
podciag x,, mial granice g, to albo wérdd liczb ni bedzie nieskonczenie wiele
liczb parzystych -ustawiajac je w porzadku rosnacym otrzymamy podciag ciagu
(zn,) - wigc tez zbiezny do g. Ale réwnocze$niebedzieto podciag w ciagu gy,
-czyli zbiezny do e. Stad wtedy g = e. W przypadku, gdyby nieskonczenie
wiele sposrod ny stanowily liczby nieparzyste, to z podobnych wzgledéw bedzie
9=
Jgk wida¢, aby wykazaé¢ rozbieznos¢ ciagu wystarczy znalezé jakie$ dwa
jego podciagi majace rézne granice. Gdy ciag ma tylko jeden punkt skupienia,
tojeszcze ie musi by¢ zbiezny. Przykladem bedzie ciag 2, gdzie ¢, = (—1)"n,
ktorego jedybym punktem skupienia w R jest zero. Tym niemniej, dla ciggdéw
ograniczonych jedli istnieje tylko jeden punkt skupienia, to jest on juz granica.
Ma to zwiazek z nastgpujacym, bardzo waznym rezultatem

Twierdzenie. (Bolzano-Weierstrassa) Kazdy ciag ograniczony zawie-
ra jaki$ podciag zbiezny.

Dowdéd polega na dzieleniu odcinka na potowe, tej potowy na dalsze potéowki
itd. Ograniczono$é ciagu (z,,) oznacza, ze wszystkie wyrazy ciagu zawieraja sie
w jakims$ odcinku [a1,b1]. Wybieramy taka poléwke [ag, bs], w ktérej znajduje
sie nieskonczenie wiele wyrazéw ciagu i sposréd nich wybieramy x,,. I tak
dalej. Majac juz przedzial [a,by] oraz x,, € [ak,bg], wybierzmy taka jego
poléwke, nazywajac ja [ags1,brt1], w ktérej jest nieskoniczenie wiele wyrazéw
ciggu. Wéréd nich znajdziemy taki wyraz x,, , ,, by bylo ng41 > ny. Podobnie,
jak w dowodzie twierdzenia Bolzano-Cauchy’ego (Tw.5 z wykladu 2.), istnieje
wspoélna granica (powiedzmy, réwna g) ciagdéw (ay), (b ). Poniewaz aj, < 2, <
br, mamy réwniez

lim z,, =g.
k—oco

Ciekawym typem granic sa granice ciagéw zadanych wzorem rekurencyj-
nym. Na przyktad, dla pewnej funkcji (ciaglej) f(x) mamy zadana warto$é a;
oraz wzor typu xp41 = f(z,). Jedli granica v = limz, istnieje, to f(v) =
lim f(z,), dzigki ciaglosci f. (czesto f dana jest prostym wzorem algebra-
icznym 1 ten fakt wynika wprost z arytmetyki granic). Ale ciag o wyrazach
f(zn) = xpy1 jest odciagiem ciagu (x,)- wiec tez ma granice réwna g Wynika
stad réwnanie: v = f(v), ktére ma czasami 2 rézne pierwiastki, ale jeden z



nich wykluczaja nieréwnosci, jakie spelniaja wyrazy z,. Cala trudnosé polega
tu na wykazaniu istnienia takiej granicy, czyli zbieznoéci. Co ciekawe, na ogo6t
te granice wychodza takie same bez wzgledu na poczatkowa wartosé xq, o ile
nie ma to wplywu na nieréwnosci wykluczajace jedno z rozwiazan réwnania
~v = f(7). Na przyklad, niech dla dowolnie ustalonej wartosci 7 > 0 bedzie
Tp4l = %(:cn + i) Jak wiemy z wykladu 3., Serdnia arytmeryczna jest > od
geometrycznej -rownej 1 dla liczb z,, oraz i Stad dla n > 1 mamy z,, > 1.
Réwnanie 2y = v + %, czyli v = % ma 2 rozwiazania, +1, ale poniewaz v > 1,
ujemne rozwiazanie odrzucamy. Granica, o ile istnieje, bedzie réwna 1. Ciag -
jesli jest monotoniczny (od n = 2 poczawszy ), powinien wiec maleé, gdy 1 # 1.
Poneiwaz juz wiemy, ze x, > 1 dla n > 2, wystarczy sprawdzié, ze faktycznie
ten ciag maleje. Czy zachodzi wiec dla n > 2 nieréwnosé:

1 1
n
Ale mnozac jej strony przez 2, nastepnie odejmujac od kazdej ze stron x,
otrzymujemy jej rownowazng potac: xi <z, ktora dla x,, > 1 jest oczywista.
Wynika stad, ze limzx, = 1.
Podobne metody stosujemy do ciagu , w ktorym

a1=\/§,a2: \/2+\/§,...,an+1:\/2+an.

Wyrazy sa tu nieujemne, ciag jest niemalejacy, jako ograniczenie z gory (o ile
istnieje), bedzie mozna wstawié granicg: g = lim a,,. Rownanie g = /2 + g daje
?—g—2=0,¢9= %(1 +1/9) = 2 lub —1, ale ze wzgledu na nieujemno$¢, nie
moze by¢ g = —1. Stad -o ile istnieje, to g = 2. Dowodzimy, ze a,, < 2. Jest
tak dla a;.

Zaktadajac, ze nieréwnosé zachodzi dla n, sprawzamy, czy zachodzi dla n+1,
czyli, czy v/2 + a, < 2, co jest tu rOwnowazne temu, ze 2+a,, < 4, czyli a,, < 2
-ale to wlaSnie zakladamy. Pozdumowujgc, mamy lim a,, = 2.

Jest jeszcze inny sposob sprawdzania, czy ciag jest zbiezny -ma on dwie
zalety: nie wymaga monotonicznoéci ciagu ani znajomoéci wartosci jego granicy.
Szczegdlnie przydatny bedzie do badania zbieznosci szeregéw liczbowych.
Definicja. Méwimy, ze ciag o wyrazach z,, € R spelnia warunek Cau-
chy’ego, lub ”jest ciggiem Cauchy’ego” , jezeli

(4.4) Ves0ImVn ksn|tn — x| < e

Z nieréwnosci trojkata i z definicji granicy doé¢ tatwo wynika, ze ciagi zbiez-
ne zawsze spelniaja warunek Cauchy’ego. Faktycznie, majac zadane € > 0 do-
bieramy tak duze M, by dla n > M bylo |z, — g| < §. Gdy réwniez k& > M,
to € €

|2 = 2k = lon —g+g - 2| <lon —gl o —gl <5+ 5 =e

Twierdzenie. Ciag liczbowy jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia
warunek Cauchy’ego Dowodzi sie, ze kazdy ciag Cauchy’ego jest ograniczony
(dobieramy M; w (4.4) do wartosci ¢ = 1 i dla n > M wnioskujemy z (4.4),
ze |z,| < |zam| + 1, a pozostala (skohiczona, =M) ilo$é wyrazéw szacujemy
przez maksimum ich modutéw. Nastepnie Tw. Bolzano-Weierstrassa implikuje
istnienie podciagu (x,, ) zbieznego. Jesli g = limyg_ o0 2y, , to wykazujemy, ze
caly ciag (x,) zmierza do g, przy tym korzystamy z (4.4) z M dobranym do
5. Z definicji granicy, istnieje Ky takie,ze Visk,|Zn, — g < §. Wowczas dla
n > M,k > max(Ky, M) mamy
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