Analiza matemat. 1 na kier. ”Elektrotechnika” - wyktad 5. (4.XI 2020)

13 Granice

Prawie zakonczyliSmy badanie granic ciagdéw. Jeszcze pare przyktadéw i uwag,
ktére moga sie przydac.

(1) Zastosujemy twierdzenie o trzech ciagach i wiedze granicach typu /n
do wyliczania bardziej skomplikowanych granic.
Przyktad Granica ciagu /3" + n3 + logn 4 227+5 jest 2. Na wykladzie spraw-
dzimy, ze nie jest to zadanie az takie trudne, na jakie wyglada.

Wykazemy tez ogdlny fakt dla ciagéw o wyrazach dodatnich: x, > 0.

Twierdzenie. Jesli istnieje granica lim =244

= g, to réwniez lim /z, = g .

Pozwoli to na wyliczenie dos¢ trudnych granic7 np. zawierajacych ¥/n!. Naj-
pierw sprawdzmy, skad wynika nasza teza: Ustalmy dowolne ¢ > 0 Woéwczas od
pewnego miejsca poczawszy, np. dla n > N bedzie g — € < x"“ <g+e=mr.
Dla zakonczenia dowodu wystarczy wykazaé¢ n.p., ze od pewnego (mozliwe, ze
innego) miejsca poczawszy, mamy g — 2e < /T, < g + 2e.

Podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 3. z poprzedniego wykladu, gdzie
zamiast g mieliSmy ¢, a zamist g + € -bylo r, otrzymamy dla k € N

TNt < ’I"k{L‘N, czyli Vm:N+k>N Ty < rm_NxN.

Stad dla m > N bedzie t/z, < r*/r~Nzy. Zauwazmy, ze N , a wiec i
wyrazenie pod pierwiastkiem po prawej stronie -jest tu stale (tzn. nie zalezy
od m, tylko od €). Ciag znajdujacy si¢ po prawej stronie zmierza do r przy
m — oo, wiec bedzie mniejszy od r + ¢ = ¢g + 2¢ dla m dostatecznie duzych
np. m > M;. Takie wigc bedzie tez oszacowanie z géry dla z/x,, dla m >
max (M, M;). W podobny sposéb mozemy oszacowaé wyrazy 3/T, od dolu
przez liczbe dowolnie bliska g -tak bedzie od pewnego miejsca. A to oznacza,
ze granica ciggu o wyrazach {/z,, jest réwna g. (Te oszacowania z dolu mozna
bezposrednio wywnioskowaé z pierwszej czesci dowodu, stosujac oszacowania z
gory dla ciggow, w ktorych x,, zamienimy przez i) 0.

Na przyklad, gdy a, = %\"/n! = /2 to dla z, = 2 mamy % =

n’7l7 n'ﬂ,
(n+1)! . n" _ n" _ (1 1 )n
n! (n+1)7+t1 = (n+1)n n+1

, co zmierza do e~ ! przy n — oo.

Ciagi zbiezne (a,,) nie sg na ogdél monotoniczne, ale mozna z nimi zwiazac
pare ciagdéw monotonicznych, majacych takie same granice, jak (a,,): Jesli przez
E; oznaczymy zbiér wyrazéw tego ciagu, {a, : n € N}, to niech Fj := {a, :

> k,n € N} oznacza ”zbiér wyrazéw k-tej koncéwki tego ciagu. Jest to ma-
lejacy (="zstepujacy”) ciag zbioréw, wigc dla ¢y := inf By = inf{ay, agt1,...}
otrzymujemy ciag niemalejacy, a dla sy := sup Ey = sup,, >, a, -Ciag nierosna-
cy. Mozna wykazaé, ze obydwa te ciagi maja wspélna grznice rowna lim a,,, o ile
ciag jest zbiezny. Ale w ogdlniejszej sytuacji, gdy nie zaktadamy istnienia lim a,,,
takie dwie granice -nalezace na og6! do osi rozszerzonej R = R U {—o0, +00}
nadal istnieja i nazywamy je: granica dolna (” limes inferior”) i odpowied-
nio: granica gérna (”limes superior”). Taki jest znaczenie spotykanych w
tekstach matematycznych symboli:

liminf a,, := hm(mf{an n > k}) =sup inf a,, limsupa, :=limsup a, = inf sup ax.
Kk n2k k n>k kE n>k

Mozna tez spotkaé oznaczenia lim,, a,, = liminf a,, oraz lim,a, = limsup a,,.
Symbole te s do$¢ przydatne, bo np. warunek ” (a,, > « dla nieskoniczenie wielu
n)” wynika z nieréwnoséi limsupa, > «, za$ z nieréwnosci limsupa, < 3
wynika, ze a, > [ "od pewnego miejsca poczawszy”. Ponadto limsupa, =
liminf a,, = v wtedy i tylko wtedy, gdy ciag jest zbiezny oraz v = lim a,,. Mozna
tez wykazaé, ze (dla ciagéw ograniczonych) granice: dolna i gérna sa réwne
minimum (odpowiednio maksimum) ze zbioru punktéw skupienia danego ciagu.
Co wiecej, limsup a,, = — lim inf(—a,,). Te uwagi maja charakter informacyjny
-postaramy sie nie uzywaé tych poje¢ w naszym kursie.



14 Granice funkcji w punkcie

14.1 Punkty skupienia zbioru

Ustalmy najpierw, w jakich punktach zbioru D C R mozna liczy¢ granice dla
funkcji f: D — R.
Definicja. Sasiedztwem punktu xg € R o promieniu 7 > 0 nazwiemy zbior

S(xo;r):={yeR: 0< |y —xzo| <7}

Méwimy, ze z jest punktem skupienia zbioru D, gdy kazde jego sasiedztwo
zawiera przynajmniej jeden punkt zbioru D. E|

UWAGI: Punkt skupienia nie musi naleze¢ do zbioru. Na przyktad, do zbio-
ru By wyrazéw ciagu silnie monotonicznego zbieznego nie nalezy jego granica,
a to jest jedyny punkt skupienia zbioru Fy. Punkt zy € D, ktéry nie jest punk-
tem skupienia zbioru D, nazywamy jego punktem izolowanym. Z kolei xg jest
punktem skupienia zbioru D wtedy i tylko wtedy, gdy

(5.1) Vs>03y(s)ep 0 < lzo — ()] < 6.

Faktycznie, D N S(z0;0) # 0 < Jys)ep y(9) € S(zo;6). Biorgc 1 € D dowolne,
a dla n € N majac juz wybrane z1, z2, ...z, € D bierzemy 7,1 < min(%, |Tn — 0]).
Woéwezas xn+1 dobrany jako yn+1 z warunku (5.1) dla § = r,,+1. Wynika stad:

Whniosek. W kazdym sasiedztwie punktu xg skupienia zbioru D znajduje si¢
nawet nieskonczenie wiele elementéw zbioru D, tworzacych ciag réoznowartoscio-
wy (z,,) zbiezny do zo.( Mozna nawet wybraé taki ciag silnie monotoniczny).

Zbiory skoficzone nie maja wiec zadnych punktéw skupienia. Wezesniej
wprowadziliSmy punkty skupienia ciagéw, ale to jest zupetnie inne pojecie,
bo sa to granice zbieznych podciagéw. Jednak jesli te podciagi sa od pewnego
miejsca stale, to zbiér wyrazéw (tego podciagu) jest skoniczony i nie ma jako
zbior - zadnych punktéw skupienia.

14.2 Granica funkcji

W tej definicji musimy zalozy¢, ze punkt zo, w ktorym bedziemy liczyli granice
funkcji jest punktem skupienia jej dziedziny.

Definicja. Liczbe g € R nazwiemy granica funkcji f : D — R w punkcie
skupienia xg zbioru D, co zapiszemy f(x) — g przy x — z( lub symbolem

g= lim f(x), jezeli

(5.2) Ves>036>02 (L EDANO<|z—1z0| < 5) S (@) — gl <.

Nieréwnosé 0 < |x — x| oznacza dokladnie tyle, ze x # xo i nie mozna
z niej zrezygnowaé w tej definicji. Przykladem moze byé funkcja o dziedzinie
[0,1] taka, ze f(t) = lim, o0 t™ -czyli réwna 0 dla ¢t € [0,1) oraz f(1) = 1. Dla
o = 1 mamy lim;,; f(¢t) = 0 Warunek |f(¢) — 0| < € nie zachodzi dla t = 1
gdy 0 < e < 1. Ale punkt ¢t = 1 w mys$l naszej definicji wykluczamy. GdybysSmy
go nie wykluczyli, nie istniala by zadna granica tej f w punkcie 1.

Jedynie dla np. funkcji spelniajacych warunek Lipschitza w otoczeniu punk-
tu xg mamyﬂ f(zo) = limgy_,y, f(z) 1 tam wykluczenie mozliwosci z =
nie powoduje problemu. (To odzwierciedli si¢ w definicji funkcji ciagtej, ktéra
wkrétce sformutujemy w ”jezyku € —0”, czyli warunkiem podobnym do (5.2).)

I Analogiczna bedzie definicja sasiedztw i punktéw skupienia w ktérej R zamienimy na
C = zbiér liczb zespolonych (a nawet w R™ przy zastapieniu modutu liczby przez dlugosé
wektora).

2Gdy istnieje stala L > 0 taha, ze | f(z) — f(z0)| < L]z — x| dla x € D, to warunek (5.2)

zachodzi dla g = f(w0), bo dla e > 0 wystarczy dobraé¢ § = .



Gdyby nie zaktadaé, ze x( jest punktem skupienia dziedziny, to poprzednik
implikacji z warunku (5.2) dla pewnych § > 0 bylby falszywy, a cala implikacja
-prawdziwa, niezaleznie od wartosci g. Nie mieliby$my jednoznaczno$ci granicy!

Jedli otoczeniem punktu g nazwiemy kazdy zbiér zawierajacy dla pewnego
€ > 0 przedzial (g — €, g + €), to definicje granicy mozemy sformulowaé tak:

"Dla dowolnie zadanego otoczenia V granicy istnieje sgsiedztwo
punktu zp, ktérego obraz przez f zawiera sig¢ w zbiorze V".

Taka forme definicji mozna uogdélni¢ na wiele sytuacji - np. na przypa-
dek granicy niewlaéciwej g = +oo, gdzie otoczeniem punktu +oo nazwiemy
kazdy zbiér zawierajacy pétprosta Vo(+oo) = {t € R : C < t < +ool.
Sasiedztwem +oo nazwiemy zbiér Sy (4+o00) == {t € R : M < t} i w ana-
logiczny sposéb mozemy zdefiniowaé granice w punkcie niewladciwym —+oo,
czyli imy—, 4 f(t), lub w —oo. Na przyklad f(t) — —oo przy ¢ — +o0o, gdy
YoduVi(t € SM(+OO) = f(t) S Vc'(—OO)), czyli Vedyt > M = f(t) < C.

Zapisujac warunek | f(z)—g| < € w réwnowaznej postaci g—e < f(z) < g+e€
widzimy, ze kazda liczbe o < g mozemy zapisa¢ w postaci « = g — € , za$ liczbe
B > g w postaci 3 = g+ € z odpowiedniodobranymi warto$ciami € > 0. Wynika
stad (i z samej definicji granicy) bardzo wazny fakt:

Whiosek 1. Ostre nieréwnosci miedzy dana liczba a granica g = lim, ., f(z)
zachowuja sie¢ w pewnym sasiedztwie punktu xg. Np. gdy

f>g, to F5>0Vaepl < |z —xo| <0 = f(x) <0
Whiosek 2.(TWIERDZENIE O JEDNOZNACZNOSCI GRANIC) Jezeli przy @ —

xo mamy granice: f(x) — g1 oraz f(x) — g2, t0 g1 = ga.

Faktycznie, mozemy przeprowadzi¢ dowdéd metoda nie wprost i to jedynie
w przypadku, gdy g1 < go. Dla 8 := 249 7 nieréwnosci # > g1 wynika
istnienie liczby 61 > 0 takiej, ze gdy 0 < |z — xo| < 01,2 € D to f(z) < .
Podobnie, z nieréwnosci 5 < g2, dla pewnego 62 > 0 bedzie § < f(z), o ile
0 < |z — x| < d2,2 € D. Ale poniewaz xy jest punktem skupienia zbioru
D, dla 6 := min(dy,d2) znajdzie si¢ takie z,. € D, ze 0 < |z, — x| < § i
woéwcezas obydwa warunki zachodza réwnoczesnie dla tego ., czyli f(z.) < 8
oraz 8 < f(x), co daje sprzecznoséé, ktéra konczy dowdd nie wprost.

Nastepne twierdzenie podaje warunek réwnowazny definicji granicy, ktéry
pomoze w przeniesieniu wielu twierdzen, ktére poznaliémy dla granic ciagdw-
na grunt granic funkcji.

Twierdzenie 1. Jezli z¢ jest punktem skupienia dziedziny D funkeji f: D —R,
to liczba g € R jest granica f w tym punkcie, czyli f(z) — g przy * — z¢ wtedy
i tylko wtedy, gdy zachodzi nastepujacy ”warunek Heinego”:

(5.3) [ 2n € D\ {xo}, limz, = z0] = f(zn) — g przy n — oco.

Warunek Heinego do$é prosto wynika z warunku ¢ = lim, ., f(x): Jesli
mamy zadane € > 0, to najpierw dobieramy § > 0, jak w (5.2), potem korzy-
stajac ze zbieznosci x,, — xg znajdujemy miejsce M € N, od ktérego poczawszy
(tzn. dla n > M) jest |x,, — xo| < 6. Poniewaz V,x,, # xo, do ostatniej nieréw-
nosci mozemy dopisaé, ze 0 < |z, — zg|, wéwczas poprzednik implikacji w (5.2)
jest spelniony dla x,, w miejsce x, a zatem |f(z,) — g| < e.

Dowdd wynikania w przeciwna strong jest o tyle trudniejszy, ze nie sa znane
metody inne, niz dowdd nie wprost. Przypusémy wiec, ze zachodzi warunek
(5.3) i nie zachodzi (5.2). Zaprzeczeniem (5.2) jest warunek:

3e,>0Y550730(6) (2(6) € D,0 < [x(6) — xo| < 6) A |f(2(5)) — g > €.

Zamiast dowolnych § > 0 wybierzmy 6 = %, gdzie n € N i odpowiadajace
im liczby 2(0) oznaczmy jako x,. Tak wiec z, € D\ {zo}, bo 0 < |z, — xo.
A poniewaz |z, — xg| < %, mamy zbieznosé x,, — xg. [’| Jednak z nieréwnosci

3Gdyby wybieraé zawsze 5,41 tak, by 0 < |zp41 —z0| < min(%, |xn —z0]), to otrzymamy
ciag réznowartosciowy. Wybierajac w razie potrzeby jego dalszy podciag, uzyskamy ciag silnie
monotoniczny.



|f(zn) — g| > e« wynika, ze nie moze by¢ zbieznosci f(x,) do g i (5.3) nie
zachodzi. Sprzecznosé ta konczy dowoéd w przypadku granic skonczonych. Dla
granic niewtasciwych jest catkiem analogiczny z tym, ze przy x — oo zamiast
|zn — 0| < + konstruujemy x,, > n, zamiast zaprzeczenia warunku | f(z) —g| <
€ -zaprzeczamy warunkowi f(x) € Vo(g), jesli g = £oo. O

14.3 'Wlasnosci granic funkcji

Dzigki ostatniemu twierdzeniu widzimy, ze wlasnosci granic ciagéw poprzez
warunek Heinego przechodza w analogiczne wlasnosci granic funkcji. Na przy-
klad, z Twierdzenia 5. (wyktad 3.) oraz z jego wersji dla granic niewlasciwych
(Tw.1 z wykladu 4.) wynika nastepujace

Twierdzenie. (ARYTMETYKA GRANIC) Jedli istnieja (w R) granice A =
lim, ., a(x) oraz B = lim,_,,, B(x) i jesli poinizsze dzialania nie prowadza
do symboli nieoznaczonych, to

e lim, . (a(x)+ f(z)) =A+ B ;
a(z)- B(z)) =A-B;

o lim, .. (

[ ] th—nLo aEz; = % ;
)

Ponadto lim, ., |a(x)| = |A| ; oraz gdy A > 0, | B| < oo, to lim a(z)?® = AP,

Przypomnijmy, ze symbole nieoznaczone, dla ktérych nie da si¢ jednoznacz-
nie okresli¢ wspomnianych wyzej granic, to np.

0
+00 — 00, —00 + 00,0 - (£00), 0’ E,OO, 1°°.
00

Twierdzenia o stabych nieréwnos$ciach Jezeli istnieja granice A = lim a(x)

T—x0
oraz B = lim f(z) i w pewnym sasiedztwie S = S(z0,0) punktu xg jest
Tr—T(
a(z) < f(x), to A < B.
Jesli ponadto V,cs a(x) < y(z) < B(x) oraz A = B, to istnieje lim (x) = A.

T—IQ
Przyktad symbolu nieoznaczonego zawiera wzor

1
lim (1+=)% =
1m(+x) e

Tr— 00

Wykazalismy dla tego wzoru odpowiedni warunek Heinego (biorac dowolny ciag
Tn — +00 W pierwszym z twierdzen na zeskanowanych notatkach odrecznych
do wyktadu 4. wykazaliSmy, ze wéwczas lim(1 + %ﬂ)xn = e). Z kolei, dla funkecji
wykladniczej sprawdzilismy, ze

lim expx = exp(zo).
r—Xo

14.4 Podstawowe symbole nieoznaczone

Wykazemy na wykladzie, ze przy  — 0 mamy nastepujace zbieznosci:

i 1 1 -1
sme 1, (1—1—3:)% — e, M — log, e, a — Ina,
x x
(1+x) 71%@.
x

Ponadto gdy x — +00,a > 1,k > 0, to mamy

x

—0, — — +oo.
x x

log, =
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