Analiza matemat. 1 na kier. ”Elektrotechnika” - wyktad 6. (18.XI 2020)

15 Funkcje ciggte

Definicja. Funkcja f : D — R jest ciagta w punkcie x¢g € D gdy albo xg nie
jest punktem skupienia dziedziny, albo lim, .., f(z) = f(x¢). Méwimy, ze f
jest ciagta, gdy jest ciagta w kazdym punkcie zbioru D.

Warunek ciaglosci w punkcie g mozna tez sformutowaé na jeden z trzech
réwnowaznych sposobéw:

1. Kazde otoczenie punktu f(xg) zawiera obraz przez f pewnego otoczenia
punktu xg

2. (Definicja Cauchy’ego): Ves03ss0Vaen|t — xo| < d = |f(z) — f(xo)| < €
3. (Definicja Heinego): Jedli x,, € D oraz lim z,, = xo, to lim f(x,) = f(xo).

Jak juz wiemy, funkcje spelniajace warunek Lipschitza w otoczeniu punktu
xo sg ciagle- a to dotyczy wiekszosci znanych nam funkcji elementarnych. Z
arytmetyki granic wynika z kolei, ze suma, iloczyn i zloZeni{I funkcji ciaglych
beda réwniez ciggle. Analogicznie- iloraz % dwu funkcji ciagltych w punkcie

xo bedzie ciagly, o ile g(xg) # 0. Aby wykazaé ciaglo$é wigkszosci funkcji
odwrotnych musimy najpierw wprowadzi¢ pojecie granic jednostronnych.

15.1 Granice jednostronne, punkty niecigglosci

Jedli méwimy o granicy f : D — R, to automatycznie zakladamy, ze xq jest
punktem skupienia zbioru D. Wtedy w kazdym sasiedztwie S(xg,d) tego punk-
tu jest nieskoniczenie wiele elementéw z,, € D, z ktérych mozna utworzyé ciag
zbiezny do zg. Gdy jest nieskonczenie wiele takich x, mniejszych od xg, mé-
wimy o lewostronnym punkcie skupienia zbioru D. Wéwczas sposréd tych xy,
mozna wybraé podciag silnie rosnacy. Analogicznie okreSlamy pojecie prawo-
stronnego punktu skupienia zbioru. W takich punktach definiujemy granice
jednostronne, jako granice f zawezonej do ”sasiedztwa jednostronnego”:
Definicja. Granice prawostronna funkcji f w punkcie xy, oznaczana przez
jeden z (réwnowaznych) symboli:

lim f(x), lim  f(z), lub f(zo+0)
x*,x(;r T—2To,L>To

definiujemy jako granice restrykcji f do zbioru {z € D : & > x¢}. Analogicznie
definiujemy granice lewostronna -zawezajac f do {x € D : x < x¢}.

Podkreslmy, ze x¢ + 0, to nie jest zwykla algebraiczna operacja dodawania,
lecz cze$¢ symbolu. Tak na prawde, zero symbolizuje tu ,nieskonczenie maly
sktadnik dodatni”. Podobnie, f(z¢ — 0) nie oznacza liczby f(zg), lecz granice
lewostronna, limx_mg f(z). Wéwcezas x zmierza do xo z lewej strony, czyli przy
zalozeniu © < xg. Przytoczmy tylko warunek ”epsilonowo-deltowy” na to by
v € R byla granica lewostronna:

(6.1) v= lim f(z) © Ves03s>0Vzep (10— 0 <z < mp) = |f(x) — 7| <e.

T—xTy

Gdy z kolei v = +00, to zamiast otoczenia o promieniu € nalezy wéwczas uzyé
”otoczenia punktu +o00” postaci {y € R: y > C} zadanego przez jakie$ C.

Na przyklad, lim, o+ 1 = 400, zaé lim, o~ 2 = —oo. Prosze zbada¢ gra-
nice 1-stronne w punkcie zero dla f(t) = exp(1).

Zalézmy, ze D jest zardéwno lewo -jak i prawo-stronnym punktem skupienia
dziedziny. Latwo mozna wtedy sprawdzié¢, ze ["obydwie granice jednostronne
istnieja w punkcie o i sa réwne tej samej wartosci v € R 7] wtedy i tylko
wtedy, gdy [”istnieje obustronna granica lim,_,,, f(z) =~v"].

Lto najlatwiej zauwazyé badajac warunek Heinego (3).



Punkt zp nazywamy punktem nieciaglosci skokowej (lub I typu), jesli
istnieja w tym punkcie obydwie granice jednostronne skonczone, lecz sg one
rézne. Gdy sa one sobie réowne i skofczone, lecz rézne od f(xp), méwimy o
niecigglosci usuwalnej w tym punkcie. (Zmieniajac wartosé f(z) jedynie w
punkcie © = xo na f(zo + 0) otrzymamy funkcje ciagla). Gdy ktéras z granic
jednostronnych nie istnieje w R, méwimy o nieciggtoéci drugiego typu (lub
o niecigglodci istotnej). Gdy granica jednostronna (np. prawostronna) ist-
nieje, lecz jest réwna +oo, lub—oo, méwimy, ze funkcja ma (prawostronna -w
tym przypadku) asymptote pionowa w punkcie xg.

Na przyktad, funkcja signum ma nieciagtosé skokowa w zerze, zas jej wartosc
bezwzgledna, [sgn(z)| ma juz tylko nieciaglo$é usuwalng. Funkcja réwna sin
ma nieciagtos¢ drugiego typu, gdyz zadna z granic jednostronnych w zerze nie
istnieje. Natomiast funkcja dana wzorem $ ma asymptoty pionowe lewo- i
prawostronne w punkcie 0 i w punktach km, k € Z.

Podobnie, jak dla ciagéw monotonicznych, mamy nastepujace twierdzenie o
istnieniu granic jednostronnych dla f monotonicznych na przedziale (a,b) C R

Twierdzenie 1. Funkcje monotoniczne f : (a,b) — R maja skonczone granice
jednostronne we wszystkich punktach zg € (a,b). Ponadto dla f niemalejacej

f(xo—0) =sup{f(s): s € (a,20)} < f(xo) < f(xo+0) =inf{f(t): t € (xo,b)}.

Na koncach przedzialu f ma albo granice skonczone, albo asymptoty pionowe.
Wynikaja stad kolejne wazne wnioski:

Twierdzenie 2. Funkcja monotoniczna moze mieé¢ co najwyzej przeliczal-
na ilo$¢ punktéw nieciaglosci i to wylacznie I typu (skokowych). Jesli g jest
punktem nieciggloéci, to obraz zbioru (a,b) przez f nie jest przedzialem -
zawiera punkty znajdujace sie powyzej oraz ponizej przedziatu o koncach f(xo—
0), f(z0+40), zas$ z tym przedzialem ma co najwyzej jeden punkt wspélny: f(xo).

W szcezegdlnodei, funkcje odwrotne do monotonicznych funkeji okreslonych
na przedziatach -musza by¢ ciagle (np. funkcje logarytm, arcsin, arccos, arctg).
Faktycznie, dziedzina funkcji odwracanej (np. h) jest réwna zbiorowi wartosci
przyjmowanych przez funkcje (monotoniczna) odwrotna f = h~! i w razie
nieciagtosci f -nie byl by to przedzial.

15.2 Asymptoty

Linie o réwnaniu x = zy na plaszczyznie R x R nazwiemy linia asymptoty pio-
nowej, lub po prostu -asymptota pionows, jesli funkcja ma granice niewlasciwa
(np. lewostronna) w tym punkcie

Mamy tez asymptoty ukosne (lub pochyle) w 400 (odpowiednio w —o0) -sa
to linie o réwnaniu

x
y=Azx+ B, gdzie A= lim &, B = lim (f(z)— Ax)
r—+oco I xT——+00

Gdy A = 0 -méwimy o asymptocie poziomej. Np. linia z = 0 jest asymptota
pozioma w —oo dla funkcji wykladniczej e®. Sens geometryczny asumptot jest
nastepujacy: przy zmierzaniu (z odpowiedniej strony) do punktu zg (lub do
nieskonczonosci) mamy odlegltoéé punktu na wykresie od prostej, jaka tworzy
asymptota- zmierzajaca do zera. Na przyktad dla asymptoty ukosnej

lim f(z) — (Az+ B) =0.

Tr— 00
Wynikaja stad podane wczesniej wzory na A, B. Zauwazmy tez, ze funkcja
logarytm nie ma asymptoty w +o00, cho¢ podzielona przez = zmierza do zera.

Jakie asymptoty maja funkcje x cos %, Vx sin %, 524—_}1?




15.3 Wlasnosci funkcji cigglych

Symbolem Cfa, b] oznacza sie zbiér wszystkich funkeji ciaglych na odcinku do-
mknietym [a, b], gdzie —0o < a < b < +o00. Jest to prayklad tzw. przestrzeni
wektorowej. Suma wektoréw f,g € Cla,b] jest "zwykla suma funkeji” f + g,
okreslona wzorem (f+g¢)(t) := f(t)+g(t) . loczynem przez skalar ¢ € R funkcji
f jest ¢f -funkcja przyjmujaca w punkcie ¢ € [a,b] warto$¢ (cf)(t) := cf(t).
Oczywiscie, wynikiem tych dzialan sa nadal funkcje ciagte. Spojrzenie na Cla, b
jako na przestrzaen wektorowa (a nawet przestrzen Banacha) bedzie dla nas
istotne w drugiej czesci kursu. Na razie odnotujmy trzy najwazniejsze wlasno-
sci funkcji ciaglych na odcinku domknietym. Zacznijmy od znanego nam juz
twierdzenia o osigganiu wszystkich wartosci posrednich

Twierdzenie 3(BoLzZANO- CAUCHY’EGO). Gdy f(a) < v < f(b), to istnieje
¢ € (a,b) taki, ze f(c) =1~.

Twierdzenie 4(WEIERSTRASSA). Funkcje f € Cla, b] sa ograniczone i osiaga-
ja wartosci: najwieksza i najmniejsza, czyli 3, gefa,n Vic[a,p) f (@) < f(t) < f(B).

Twierdzenie 5(CANTORA). Funkcje f € Cla,b] spelniaja nastepujacy waru-
nek ciaglosci jednostajnej:

(6.2) Ve>035>0Vstefa) [s =t <0 = |f(s) = f(B)] <e.

Dowéd Twierdzenia 3. byl juz podany (w wykladzie 2.). Dla dowodu tw.
4. podamy jedynie konstrukcje punktu §. Jesli s := sup{f(¢) : t € [a,b]}, to
korzystajac z faktu, ze s — % nie jest majoranta -znajdujemy takie ¢, € [a, b],
ze s — = < f(tn) < s, co daje zbieznosé f(t,) — s. Poniewaz a < t, <
b, mamy ciag ograniczony. Z Twierdzenia Bolzano-Weierstrassa (wyklad 4.)
wynika, ze istnieje podciag zbiezny (¢, ). Jesli oznaczymy jego granice jako 53,
to ze zbieznosci f(t,, ) — s oraz f((tn,) — f(B) wynika réwnosé f(5) = s, co
oznacza, ze w punkcie g funkcja f osiaga wartosé najwieksza. O
Uwaga: gdyby nie zakladaé, ze dziedzina D(f) jest przedzialem domknietym,
mogloby byé¢ 8 ¢ D(f) i tu dowdd by sie zalamal. Na przedzialach otwartych
funkcje ciagle moga by¢ nieograniczone, majac np. asymptote pionowa na koncu
przedziatu.

Dowdd twierdzenia Cantora jest prowadzony metoda nie wprost: Zaprze-
czeniem warunku jednostajnej ciaglosci jest istnienie e, > 0 oraz (dla § = %)
takiej pary ciagéw (sy), (tn) punktéw z odcinka [a, b], dla ktérych
(6.3) Vnen |5n — ] < % oraz |f(sn) — F(tn)] > co.
Jak w poprzednim dowodzie (tw.4.) wybieramy podciag zbiezny ¢,, — [ przy
k — oo do pewnego punktu § € [a,b]. Ponownie widzimy, ze domknietosé i
ograniczono$¢ D(f) jest tu kluczowa. Z pierwszej z nieréwnosci (6.3) wynika,
ze réwniez lim s, = (. Z warunku Heinego ciaglosci f w punkcie 5 uzyskamy
zbieznosci: f(sy,) — f(B3) oraz f(tn,) — f(B), co daje réwnosé lim(f(sn,) —
f(tn,)) =0, ktéra jest sprzeczna z druga z nieréwnosci (6.3). 0.

Przykladem funkcji ciaglej na przedziale pélotwartym (0, 1], ktéra nie jest
jednostajnie ciagla -jest f(z) = % Dlat, = %, Sp = n%_l jest f(sn)— f(tn) =1
chociaz |s, —t,| — 0. Dla § > 0 bedzie |s, —t,| < ¢ dla n dostatecznie duzych,
warunek (6.2) nie bedzie zachodzil, jesli € < 1. Twierdzenie Cantora zastosuje-
my do wykazania catkowalno$ci funkcji cigglych pod koniec tego semestru.

Mozna wykazaé, ze funkcja ciggla na przedziale otwartym ograniczonym
(a,b) jest jednostajnie cigglta wtedy i tylko wtedy, gdy na obydwu koficach
tego przedzialu istnieja jej granice skonczone. Przypisujac funkcji wartosci w
punktach a, b réwne tym granicom- otrzymamy funkcje F' € Cla,b] (jednostaj-
nie ciagla), ktérej restrykcja do (a,b) jest f. Innymi slowy, f ma przedluzenie
do funkcji ciaglej na przedziale domknigtym. (Jest to jedno z "latwiejszych”
twierdzen udowodnionych - w nieco ogélniejszym kontekscie -przez S. Banacha.)
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