Analiza matemat. 1 na kier. ”Elektrotechnika” - wyklad nr 7. (25.XI 2020)

15 Pochodne- ré6zniczkowalnosé

Definicja. Funkcja f : (a,b) — R jest rézniczkowalna punkcie xo € D gdy
istnieje granica ilorazéw réznicowych

f/(:L'U) = }lliil%) f((l/'() + }L}z/ — f({L'())7

zwana pochodna funkcji f w punkcie 510 Dla zapisu pochodnej stosuje sie tez
czasami inne oznaczenia : gj (.LU) lub = d £l

Ostatniego zapisu warto uzy¢, gdy funkcja okreslona jest bezposrednio wzo-
rem, w ktorym wystepuje zmienna x - a chcemy policzy¢ jej pochodna.
Przyklad 1. Gdy f(z) = vz + 1, to jak tatwo sprawdziéf’(x) = 2\/%, wiec
f(3) = ﬁ =1 ale mozna to uja¢ krocej -zapisujac 4=z + 1],—3 = 1.
Przyklad 2. Funkcja ”wartoéé bezwzgledna”, czyli f(x) = |z| nie jest réz-
niczkowalna w punkcie z = 0, chociaz jest wszedzie ciggla. Natomiast funkcja
g(z) := z|z| = 2%-sign (z) ma w kazdym punkcie pochodna (réwna 2|z|).

To, czy funkcja jest ciagla (odpowiednio -czy jest rézniczkowalna) w danym
punkcie -zalezy jedynie od wartosci, jakie funkcja przyjmuje w otoczeniu tego
punktu. Méwimy, ze sa to wlasnosci lokalne. Wlasnoscia lokalna nie jest np.
jednostajna cigglo$é¢ na dziedzinie funkcji. Te dwie wspomniane powyzej wla-
snosci lokalne sa ze sobg powigzane. Zachodzi bowiem nastepujaca implikacja:

Twierdzenie 1. Rozniczkowalnosé implikuje ciaglosé. Czyli kazda funkcja
rozniczkowalna f w punkcie xg jest ciaglta w tym punkcie.

Faktycznie, oznaczmy symbolem Af przyrost Af := f(xo + h) — f(xo) wartosci

f odpowiadajacy przyrostowi zmiennej niezaleznej (=argumentu) o warto$é h = Ax.

Widzimy, ze f jest ciagta w tym punkcie zo wtedy i tylko wtedy gdy Af zmierza do

zera przy Ax zmierzajacym do zera. Natowiast rézniczkowalno$é, to istnienie skon-

czonej granicy f'(zo) = Ahmoﬂ7 wiec woéwczas Af = Af Az — f'(z0) -0 =0 przy
Ax — 0, co oznacza ciaglosé. O

Podobnie, jak w przypadku ciaglosci, suma, iloczyn i iloraz funkcji réz-
niczkowanych sa rézniczkowalne. Ale dla iloczynu i ilorazu funkcji wzory na
pochodne sg bardziej skomplikowane, niz w przypadku arytmetyki granic.

Twierdzenie 2. Zalézmy, ze funkcje f,g sa rézniczkowalne w punkcie z.
Woéwezas istnieja pochodne w tym punkcie dla ich sumy i iloczynu:

(f+9) ()= f'(z)+4'(z), (f-9)(z)=Ff(2)9(z)+ f(z)g'(z).
Ponadto gdy g(x) # 0, to istnieje pochodna ilorazu:

Y ) - f@) (@)
(g> (@) = G@r

Wzér na pochodng iloczynu, zapisywany tez w krétszej postaci (bezargumen-
towej): (fg) = f'g+ f¢' znany jest pod nazwa "wzoér Leibniza”.

Dowdd pierwszej rownosci wynika tatwo z arytmetyki granic oraz z faktu,
ze A(f+g) = Af + Ag. Dla iloczynu nie ma tak prostej zaleznosci, bo

A(f-g) = flz+h)g(z+h) - f(z)g(x)
Odejmujac i dodajac do tego wyrazenia f(z+ h)g(z) mamy réwnosé A(f-g) =
= [f(z+h)g(z+h)—f(z+h)g(x)]+[f (z+h)g(x)—f(x)g(x)] = f(a+h)-Ag+Af-g(z).
IKorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia, mnozac réznice Vo + h + 1 — \/z + 1 przez

sume vz + h + 14++/z + 1, nastepnie dmehmy przez te sama sume. Stad nasz iloraz réznicowy
wynosi 7(\/35 +h+1—+Vzx+1)= \/er\/m, co w granicy przy h — 0 daje ten wzor.




Teraz z twierdzenia 1. wynika, ze przy h — 0 mamy f(z+ h) — f(z). Stad
i z arytmetyki granic wynika, ze iloraz réznicowy w
strony wzoru Leibniza gdy h = Ax zmierza do zera.

Zapisujac g jako iloczyn f - % i stosujac do tego iloczynu wzdr Leibniza
widzimy, ze wzér na pochodna ilorazu wystarczy sprawdzi¢ w prostszym przy-

padku, gdy f = 1. (Pochodna z tej funkcji stalej réwna jest 0.) Poniewaz
ALy = g@)—g(x+h) _ _ —Ag

g g(z+h)g(x) g(aL-i-h)g(Jo) ’
skorzystanie z ciagloéci g w punkcie = implikuja teze: ( é)’ () =5 ?x(;% O

zmierza do prawej

podzielenie tej rownosci stronami przez h i

15.1 Pochodne podstawowych funkcji elementarnych

o h

. . . . . . 51 sSin 5

Poniewaz sin(z + h) — sinz = 2sin 2 cos 22 wige 2550 = 252 cos(z + £),
2

co zmierza do cosz przy h — 0. Wiec sin’ = cos . Podobnie sprawdzimy, ze
cos’ = —sin. Zauwazmy, ze sin’(z) = sin(z+7%), sin’(z+n%) = sin(z+(n+1)%).

_ cos®+sin® _ 1
cos? cos? ”

Dla tgx = f}‘or;f: wzOr na pochodng ilorazu daje tg' =
-1

Podobnie mozna sprawdzié, ze ctg’ = ——.

S

Pochodng z a® jest granica przy h — 0 z ilorazéw W% = az(%),
czyli (a®)’ = a* Ina. Dla a = e mamy (e)’ = e”.

Stosujac Dwumian Newtona lub wzér na (z + h)™ — sprawdzamy, ze
(x™) = na""1. Mozna tez wykazaé ten wzér metoda indukcji matematycznej
ze wzgledu na n, jesli zauwazymy, ze dla n = 1 mamy z’ = 1 i zastosujemy
wzér Leibniza w kroku indukcyjnym.

Teraz ze wzoru na pochodng ilorazu wynika dla n € N, ze

n

_ —nz™ ! o
(x™") = = (—n)z™" "t =

—Nn
mn-&-l :

Stosujac wzér skr6conego mnozenia mozna latwo wykazaé, ze (v/a)' = 2\1/5.
Ostatnie dwa wyniki wskazuja, ze wzér (x?)" = ax®~! zachodzi nie tylko dla

wykladnikéw a € N. Wkrétce wykazemy, ze jest on prawdziwy V,er.

15.2 Pochodne zlozenia i pochodna funkcji odwrotnej

Dla zlozenia go f, gdzie (go f)(x) := g(f(z)) mamy funkcje wewnetrzna f oraz
zewnetrzna: g. Zalozenia o ich rézniczkowalnosci dotycza dwu na ogét réznych
punktéw: xg oraz yo := f(zg). Tym razem wygodniej jest zapisaé

fl(xo) — lim f(l‘) - f(l”o) )

T—xTo r — X

Twierdzenie 3. (REGULA LANCUCHA) Jedli f jest rézniczkowalna w
punkcie xo oraz g ma pochodna w punkcie f(zg), to funkcja zlozona ma po-
chodna w punkcie xg oraz

(1) (Qof)/(l‘o) Zgl(f(xo))f/($0)~

(Pochodna funkcji zewnetrznej mnozymy przez pochodna funkcji wewnetrznej.)

Dowod. Jedli y = f(2),50 = f(x0), = = 9(y), 20 = 9(uo), to przy @ — wp
mamy y — yo. Sasiedztwo S(z, d) punktu xy mozemy rozdzieli¢ na dwa zbiory:
A={x € S(x0,9) : f(z) # f(xo)} oraz B := {x € S(x0,0) : f(x) = f(xo)} W
punktach zbioru B mamy (go f)(x) = (go f)(xo) 1 iloraz réznicowy réwny zero.
Jedli g jest punktem skupienia zbioru B, czyli granica pewnego ciagu x,, € B,
to f'(zo) = 0 i prawa strona wzoru (1) jest zerem, za$ lewa strona zmierza do
zera w punktach zbioru B dazacych do xy. Dla z € A mozemy z kolei napisaé
A(gof) _ z—zo _ z—z0 ., Y=¥o

A = = . i wyrazenie to zmierza do prawej strony wzoru
x r—xq Yy—Yo r—xo

(1) przy & — xo. Poniewaz AU B = S(x¢,d), wynika stad teza. O

Przyktad Funkcja u(t ) = 1+sin® t ma pochodna 5 sin? t cos ¢, wiec pochod—
na potréjnego zlozenia: ¢(t) :== v/ 1+ sin® t bedzie rowna \/ﬁ’é sin! t cost.
in®



Funkcja odwrotna f~! do funkcji f dana jest wzorem z = f~1(y) i spelnia
warunek (f~!o f)(x) = x. Jedli istnieje pochodna (f~1)(yo), to z Twierdzenia
3. iz réwnosci ' = 1 wyniknie, ze (f~1)"(yo)f (z0) = 1, czyli mamy réwnosé

1 1
2 f_l ! y = —_—— 7.
@) = g 77 )
Moze sie zdarzyé, ze f/(zg) = 0, chociaz f jest silnie rosnaca bijekcja (przyklad,
to y = 22 dla 2o = 0.) Jedli wykluczymy ten przypadek, to mamy:

a doktadniej: (f~ ) (vo) =

Twierdzenie 4. Gdy f : (a,b) — R jest bijekcja otoczenia punktu zy na
otoczenie punktu yo = f(xo) oraz istnieje f'(xg) # 0, to dla funkcji odwrotnej
istnieje pochodna w punkcie yg i dana jest ona wzorem (2).

Dowéd. W oznaczeniach dowodu Twierdzenia 3. wystarczy zauwazy¢, ze dla
punktéw z w pewnym sasiedztwie punktu zg musi byé y = f(x) # yo i teza
o istnienu granicy %= zg (wraz z réwnoscig (2)) wynika z tezy o arytmetyce
granic. [J

Mozemy teraz wyliczy¢ pochodne dla logarytmu i dla funkcji cyklome-
trycznych. Na przyklad, dla funkcji odwrotnej do x = sin(t) zawezonej do
t € (—m/2,7/2) mamy

arcsin’(z) = L _ ! - dla z € (-1,1).

cost  cos(arcsinz) /1 — 2

Tu wykorzystalismy fakt, Zze dla [t| < F jest cost > 0, wigc cost = +v/1 — sin? t,
za$ sin(arcsin x) = z. Podobnie, arccos’(z) = \/% dla |z] < 1.
Ostatnia Wartosc chcemy wy-

Natomiast dla [¢| < 5 mamy tg/(t) = 7.
razié przy uZyciu tgt. Zastepujac 1 w liczniku przez sin® + cos? widzimy, ze
cosz = 1+tg?. Podstawiajac te dane do wzoru (2) mamy dla wszystkich x € R

réwnosci

1 1

arctg’(x) = cos?(arctg z) = -
g'(@) (arctg 2) 1 +tg?(arctgz) 1422

Funkcja log, jest odwrotna do wykladniczej: R 3 z — a” € (0,+00), 0 po-
chodnej a” Ina, wiec zgodnie ze wzorem (2) dla y > 0 mamy wzér (log, y)' =
m, w ktérym zamiast z wstawiamy log, y, a poniewaz a!°%«¥ = y, otrzy-
mujemy ostatecznie wzér

1
ylna

— lo =

dy 8o Y

Wszczegdlnosci, In’ z = % dla z > 0.
Wracajac do funkcji potegowej = — z* o wykladniku dowolnym a € R,

mamy 2% = (e"%)? = 2% Obliczajac pochodna ostatniej funkcji ztozonej
widzimy (z reguly lancucha), ze (%) = (e*™%). & = g% = gz~ 1.

Réwniez z reguly laficucha wynika, ze gdy V, f(z) > 0, to - In(f(z)) =

r (Z) -funkcje tego typu nazywamy pochodng logarytmiczng z f.

W podobny sposéb mozemy wyliczyé pochodna z funkeji postaci ®(x) =
f(2)9®) gdzie f(z) > 0 dla wszystkich 2 € D(f) = D(®). W tym celu za-
pisujemy ® w postaci zlozenia ®(z) = exp(g(x) - In(f(x))), gdzie, przypo-
mnijmy, exp(t) := e'. Pochodng z funkcji wewnetrznej w tym zlozeniu, czyli
z funkcji g(z) - In(f(x)) wyliczamy z reguly Leibniza w ktoérej Wyst@pi tez

pochodna logarytmiczna: - [g(z) In(f(z))] = ~In(f(x)) + g(= )f(a:) Stad
®'(z) = exp(g(z) In f(z)) - [¢'(z)In f(z) + g(x )f (z))] co przeksztalcamy do po-
staci f(2)7®) - [g/(2) In f(x) + g(x) £,

Funkcja przypisujaca punktom x warto$é¢ pochodnej: f’'(x) nazywana jest
funkcja pochodng dla f i oznaczana symbolem [’ lub df . Ta funkcja
moze (chociaz nie musi) mie¢ asymptoty w punktach, w ktorych sama f ma
asymptoty pionowe. Moga tez dojs¢ takie punkty xg, w ktorych istnieje prosta

styczna do wykresu f, ale jest ona pionowa co odpowiada sytuacji |f'(xo)| =
+00. Tak jest np. dla f(x) = ¢z dla 9 = 0.




15.3 Twierdzenia o pochodnych

Méwimy, ze funkcja f : D — R ma maksimum lokalne w punkcie zy € D,
gdy istnieje takie otoczenie punktu xq, kére zawiera sie w zbiorze D i w ktérym
wszystkie wartosci f sa nie wicksze od f(zg). Innymi stowy,

Is>oVe|r — 20| < = x € D oraz f(z) < f(xo).

Zamieniajac kierunek ostatniej nieréwnosci (lub stosujac wzoér (3) do —f w
miejsce f) otrzymamy definicje minimum lokalnego. Méwimy, ze f ma silne
(=sciste) maksimum lokalne w punkcie zg, gdy dla = z pewnego sasiedztwa
S(x0, ) punktu o jest © € D oraz f(x) < f(xo). Ekstremum lokalne to albo
minimum lokalne albo maksimum lokalne.

Zwrbéémy uwage, ze gdy f jest funkcja ciagla, a jej dziedzina D jest przedziatlem
domknigtym [a, b], to f osiaga wartosci: najwieksza oraz najmniejsza w tym prze-
dziale w pewnych punktach (dzieki twierdzeniu Weierstrassa). Jesli jednak ktérys z
tych punktéw byl by koficem przedziatu [a,b], to ekstremum f nie jest ekstremum
lokalnym (bo zadne otoczenie punktu a, ani punktu b nie zawiera si¢ w [a, b]). Takie
zjawisko nie moze pojawié sie, gdy dziedzina f jest przedzialem otwartym (ogdlniej-
zbiorem otwartym), ale wéwczas moga nie istnie¢ ekstrema z innego powodu: moga
nie istnie¢ wartosci: najwieksza i (lub) najmniejsza funkcji f. Tak jest np. dla f silnie
monotonicznych na przedziatach otwartych. Inna réznica miedzy maksimum a maksi-
mum lokalnym, to fakt, ze funkcja moze mie¢ maksima lokalne o réznych wartosciach
w réznych punktach, a tylko jedna wartosé maksimunﬂ Zaraz zobaczymy, w jakich
punktach moga by¢ ekstrema lokalne funkcji rézniczkowalnych.

Twierdzenie 5. (FERMAT). Jedli funkcja f ma ekstremum lokalne w punkcie o, w
ktérym jest rézniczkowalna, to f/(zo) = 0.
Uwaga Warunek f'(zo) = 0 jeszcze nie implikuje, ze f ma ekstremum lokalne w zo!

Dowéd Tw.5. Przypuéémy, ze f ma maksimum lokalne w punkcie xgEl Wowczas
przyrost Af = f(xo + h) — f(zo) jest stalego znaku (niedodatni) w pewnym otocze-
niu punktu zg, wigec granica lewostronna lim,_, - % jest nieujemna. Przy h — 0T
granica jest z kolei niedodatnia (tam jest h > 0, a nadal Af < 0). Skoro istnieje po-
chodna f'(zo), to jest ona réwna obydwu granicom jednostronnym, czyli f'(zo) = 0.
O

Gdy mamy funkcje f ciagla w przedziale domknigtym [a,b] i rézniczkowalng we
wszystkich punktach przedziatu otwartego (a,b), przy czym f(a) = f(b), to albo jest
ona stala (wtedy f’ = 0, albo osiagga warto$¢ najmniejsza lub najwigksza w pewnym
punkcie ¢ € (a,b). Bo f w [a,b] osiaga zaréwno swoje minimum m, jak i maksimum
M ioile f nie jest stala, to ktéras z tych wartosci jest osiagnieta w punkcie ¢ € (a, b)
-dokladnie ta, ktéra jest rézna od f(a). Wowczas jest to ekstremum lokalne i z Tw.5.
wiemy, ze f'(c) = 0 Wykazaliémy wiec nastepujace twierdzenie o wartoéci $rednie;:

Twierdzenie 6. (ROLLE'A) Jesli dla funkcji ciagtej f € C[a, b] rézniczkowalnej
w (a,b) mamy f(a) = f(b), to istnieje przynajmniej jeden taki punkt ¢ € (a,b), ze
f'(c)=0.

Jesli pomineliby$my zalozenie, ze f(a) = f(b), to teza tw.6 na ogdt nie zachodzi.
Moze si¢ zdarzyé, ze f(a) = min{f(t) : t € [a,b]} < f(b) = max{f(¢) : t € [a,b]}. Tak
jest np. dla f(z) = . W takim ogdlnym przypadku zamiast zera nalezy w analogicznej
tezie wziaé po prosu iloraz réznicowy J := W. Przy zalozeniach twierdzenia 6.
bylo J = 0 i do takiej sytuacji mozna sprowadzi¢ zagadnienie zastepujac funkcje f
przez funkcje pomocnicza h(z) := f(x) —J-(x—a). Mamy h(a) = f(a)—0 = f(a), za$
h(b) = f(b)—J(b—a) = f(b)—(f(b)—f(a)) = f(a). Wigc funkcja pomocnicza h spelnia
zalozenia twierdzenia Rolle’a: h € Cla,b] jest rézniczkowalna w (a,b), przy czym
h(a) = h(b). Istnieje wiec punkt ¢ € (a,b), w kérym h'(c) = 0. Ale h'(c) = f'(c) — J.
W ten sposéb wykazaliémy mastepujace twierdzenie o wartosci $redniej. (Jest to, jak
zobaczymy, jedno z najwazniejszych twierdzen rachunku rézniczkowego.)

Twierdzenie. (LAGRANGE’A) Jesli funkcja ciagla f € Cla, b] jest rézniczkowalna
w przedziale (a,b), to istnieje punkt ¢ € (a,b), w ktérym

Flg = 10-S@

2Na przyktad, dla f(z) = cos 2 maksimum lokalne réwne 1 wystepuje w kazdym z punktéw
postaci km, gdzie k € Z. Funkcja § + cosz ma nieskoriczenie wiele réznych wartosci w
punktach maksimum lokalnego

3W przypadku minimum lokalnego wystarczy rozpatrzeé —f zamiast f.
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