Egzamin z analizy -teoria It. 6.02.2015 rozwigzania przykladowe
Prosze uzupelni¢ (na tej kartce, w razie potrzeby kontynuujac na odwrocie) definicje i wypowiedzi twierdzen.

1. Przypuéémy, ze mamy ciag malejacy o wyrazach z,, € R, przy czym lim x,, # —oo. Czy musi on wéwczas by¢ zbiezny, a
jesli tak, to jaka liczba jest jego granica?
Ciqyg jest ograniczony z dotu (zawsze, nawet dla granic niewlasciwych jest lim z,, = inf{x,, : n € N}, o ile cigg jest nierosng-
¢y, otrzymujemy wiec z zalozer relacje inf{x,, : n € N} # —o0.). Granicq jest wiec kres dolny zbioru wyrazdw naszego ciggu.

2. Definicja méwi, ze liczba g jest granica funkeji f : D — R w punkcie xg, (bedacym punktem skupienia zbioru D), jezeli

Ves03550Y2en (0 < |2 — 20| < 6) = |f(z) —g| <€

3. Sformulowaé twierdzenie o pochodnej zlozenia g o f funkeji f : (a,b) — (¢,d), g : (¢,d) — R w punkcie z¢ € (a,b).
Zatozenia: Przypu$émy, ze funkcjia f jest rézniczkowalna (czyli ma pochodng) w punkcie xq, za$ funkcja g jest réznicz-
kowalna w punkcie f(xo)

Teza: Wowczas funkcja zlozona go f : (a,b) — R (okreslona wzorem: (go f)(x) = g(f(x)) jest rézniczkowalna w punkcie
Xo, PrRY czym

(g0 f) (x0) = g'(f(x0)) - (o).

4. Zapisa¢ réwnanie proste]j stycznej do wykresu funkcji rézniczkowaknej f : (a,b) — R w punkcie ¢ € (a, b)
Z interpretacji geometrycznej wiemy, ze wspélczynnik kierunkowy (czyli tangeeeeens kqta nachylenia) prostej stycznej do
wykresu f w punkcie Py(c, f(c)) jest réwny pochodnej naszej funkcji w punkcie c. Stad (dla pewnej stalej B € R réwnanie tej
prostej ma postaéy = f'(c)x+ B. Prosta ta musi przechodzié przez punkt Py, wiec f(c) = f'(c)c+ B, sted B = f(c)—f'(c)e.
Ostatecznie wiec rownanie prostej stycznej w postaci:

y=f(c)-(x=c)+ f(o).

5. Napisaé¢ definicje funkcji pierwotnej oraz sformuowaé wzér na catkowanie przez czesci.
Funkcja F jest piewotng dla funkcji f, jesli jej pochodna spalnia réwno$é F' = f. Gdy f, g sq réziniczkowalne, a ich
pochodne sq ciggle, to

/ f(@)g(x) dz = f(z)g(z) — / f(@)g () de

6. Z jakiego twierdzenia (lub wlasnosdci) wynika, ze kazdy wielomian W (z)stopnia nieparzystego (n = 2k + 1 i mozemy
zatozyé, ze W(x) = 2" + a,—12" "1 + ... ap ma przynajmniej jeden pierwiastek rzeczywisty?
Poniewaz w naszej sytuacyi jest lim,_,_ o W(x) = —00 oraz lim,_ 1o, W(x) = +oo, wielomian W przyjmuje jakqes wartosé
ujemng , za$ w innym punkcie -pewng wartos¢ dodatniqg. Wielomiany sq ciggle, wiec zerowanie sie W wynika z twierdzenia
Bolzano -Darbouz. Innym powodem jest fakt, ze gdy zg = a + i jest zespolonym pierwiastkiem W - wielomianu o
wspdblczynnikach rzeczywistych, przy czym czesé urojona liczby zg, czyli § jest rozna od zera, to réwniez liczba sprzezona,
Zo = a — i3 jest pierwiastkioem W, réznym od zy. Tak wigc kazdy pierwiastek nierzeczywisty wystepuje w parze ze swym
sprzezeniem. 7 Zasadniczego Twierdzenia Algebry wiemy, ze ilo$¢ wszystkich pierwiastkéw zespolonych z uwzglednieniem
krotnoéci - jest stopniem tego wielomianu. Gdyby nie bylo tu zadnych pierwiastkéw réwnych swojemu sprzezeniu, czyli
rzeczywistych, to ich liczba byla by parzysta. Parzysty musi by¢ wtedy réwniez stopien W.



