Rozdziat 1

Przestrzenie unitarne
1 przestrzenie Hilberta

Podajemy podstawowe wlasnosci iloczynu skalarnego: nieréwno$é CBS (Cauchy’ego — Buniakow-
skiego — Schwarza), tozsamo$é réwnolegloboku oraz wzér polaryzacyjny, pojecia prostopadlosci
wektoréw (z L %) i dopelnienia ortogonalnego (M~) podprzestrzeni.

1.1 TIloczyn skalarny

Definicja 1.1. Przestrzenia unitarna nad cialem K(= R lub C) nazywamy pare (V, (-, -)),
gdzie V' jest przestrzenia wektorowa nad cialem K, za$ odwzorowanie (-,-) : V x V — K, zwane
iloczynem skalarnym, jest liniowe ze wzgledu na pierwsza zmienna, ,sko$nie symetryczne”

(tzn. (y,z) = (x,y)) oraz dodatnio okreslone — czyli takie, ze (z,z) > 0 dla x € V' \ {0}.

W przypadku rzeczywistym (K = R) skos$na symetria to po prostu symetria i wowczas iloczyn
skalarny to odwzorowanie dwuliniowe symetryczne, dodatnio okreslone. Gdy x = 0 lub y = 0,
mamy (z,y) = 0, bo np. dla z = 0 mozna napisa¢ 0 = tx dla t = 0, wiec z liniowosci wzgledem
pierwszej zmiennej, (tx,y) = t(z,y) = 0. Natomiast z réwnosci (x,y) = 0 nie wynika zerowanie sie
ktéregokolwiek z tych dwu wektordw.

Przyktad 1.2. W przypadku n < oo mozna wykazaé izomorfizm dowolnej n-wymiarowej
przestrzeni unitarnej z tzw. przestrzenia euklidesowa (R™, (,)), (lub C" w przypadku zespolonym)
gdzie iloczyn skalarny wektoréw x = (z1,...,x,) oraz 'y = (y1,. .., yn) okreSlony jest wzorem

(X,¥) =151 + - .. + TpTn-

(Oczywiscie, w przypadku rzeczywistym (R™) mamy g = yx.) Dla wektoréw z bazy kanonicznej
zero-jedynkowej e; mamy (e;, ex) = d; 1 (symbol 0, oznacza 1 dla j = k oraz zero dla j # k).

DEFINICJA NORMY: Przypomnijmy, ze odwzorowanie przypisujace wektorom x przestrzeni V ich
»dhugo$¢”: ||x|| nazywamy norma, gdy dla x # 0 jest ||x|| > 0, za$ dla dowolnych skalaréw A € K
i wektoréw x,y € V zachodza warunki:

IAx]| = |Al||lx]] (jednorodnosé) oraz ||x +y|| < ||x||+ ||ly|| (nieréwnosé tréjkita).

Wedtug definicji, ciag wektorow x, € V ma granice rowna Xg, co oznaczamy X, — Xg lub
xp = limx,, gdy xo € V oraz lim ||x,, — x¢|| = 0. Ciag zbiezny, to ciag posiadajacy granice w
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2 ROZDZIAY. 1. PRZESTRZENIE (...) HILBERTA

danej przestrzeni. W przypadku skalarnym (gdy V = R lub V = C), norma jest modul liczby i
powyzsza definicja pokrywa sie ze zwyklym pojeciem granicy ciaggu liczb. Zamieniajac w defini-
¢ji ciagu Cauchy’ego i w definicji granicy funkcji modut na norme otrzymamy uogdlnienia pojeé
ciagu Cauchy’ego, granicy (i ciaglodci) funkcji. Przestrzen unormowana nazwiemy przestrzenia
zupelna, gdy kazdy ciag Cauchy’ego jest zbiezny. Przestrzenia Banacha nazywamy przestrzen
unormowang zupelna. Mozna udowodnié¢, ze kazda przestrzen unormowana (V|| ||) zawiera siee w
pewnej przestrzeni zupelnej (V| ||) takiej, ze kazdy punkt 2 € V jest granica pewnego ciagu o
wyrazach x, € V (méwimy wtedy, ze V jest gesta podprzestrzenia w V, za$ przestrzen (V,||||)
nazywamy uzupelnieniem przestrzeni (V,||||)).

1.2 Norma a iloczyn skalarny

Podobnie jak w przypadku przestrzeni euklidesowej K", w dowolnej przestrzeni unitarnej definiu-
jemy dlugos¢ wektora x jako liczbe

x|} := 4/ (%, %) (%)

Liczba pierwiastkowana jest nieujemna, z postulatu dodatniej okreslonosci (-, -). Natomiast z linio-
wosci ze wzgledu na pierwsza zmienna i sko$nej symetrii, mamy (Ax, Ax) = X - A(x,x) = [A]||x]?,
skad wynika jednorodnos¢ dtugosci wektora:

[[Ax][ = [A[llx]]

Ponadto ||x|| > 0 dla z € V\{0}, co réwniez wynika wprost z definicji (-, -). Aby wykazaé, ze ||-|| jest
norma potrzebna jest (dla dowodu nieréwnosci tréjkata) nastepujaca nieréwnosé Cauchy’ego —
Buniakowskiego — Schwarza majaca podstawowe znaczenie dla teorii przestrzeni unitarnych:

Lemat 1.3. (CAUCHY, BUNIAKOWSKI, SCHWARZ) W przestrzeni unitarnej dla dowolnych
wektoréw x,y zachodzi nieréwnosé

[z, )| <[l llyll- (CBS)

Dowé6d. Ustalmy dowolnie wektory z,y € V. Mozemy tu zalozyé, ze x # 0. Dla wszystkich
wartosci parametru t € R mamy

0 < (tz +y, tx +y) = t*]|z]|* + 2tRe(z, y) + [ly]*.

Traktujac to wyrazenie jako funkcje zmiennej ¢ € R — a mianowicie tréjmian kwadratowy — wnio-
skujemy, ze jego wyrdznik nie moze by¢ dodatni. Mamy wiec

0> (Re(w, y))* — [/l

co daje nieréwnosé

Re(z, y)| < ll=[l[lyll-

Wystarczy udowodnié¢ (CBS) w przypadku gdy A := (z,y) # 0. Stosujac ostatnia nieréwnosé
zamiast do pary x,y — do pary wektoréw « - z,y, gdzie a = X - [A\| 7!, otrzymamy

[Rea-z,y)| = [(z, )] <lla-=z[lllyl] = =[]yl o
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Whniosek 1.4. Wzdr (%) okresla norme. Nazywamy jo norma danej przestrzeni unitarnej

Dowdd. Rzeczywiscie, ze wzgledu na nieujemnosé obu jej stron, nieréwnosé trdojkata jest réwno-
wazna stwierdzeniu, ze
Iz +ylI* < [l + 2llz (|1l + lly*. (%)
Poniewaz
lz +yl? = (z +y,2 +y) = x| + 2Re(z, y) + ||y,

relacje (%) otrzymamy z nieréwnosci (CBS).

Whniosek 1.5. lloczyn skalarny jest ciagly jako funkcja dwu zmiennych oraz jednostajnie
ctagly na ograniczonych podzbiorach przestrzeni V-x V.

Dowéd. Poniewaz (x,y) — (xo, yo) = (z — 0, Y0) + (z0, ¥y — yo) + (x — 0, y — o), ciagltos¢ ta wynika
Z oszacowania

(s yn) = (@0, 90)| < llzn = 2ollllyoll + [lzolllyn = voll + 20 = zollllyn = yol|-

Funkcje jednostajnie ciagle na dowolnej przestrzeni metrycznej posiadaja (jednoznacznie okre-
Slone) przedluzenia na jej uzupelnienie, gdyz przeksztalcaja one ciagi fundamentalne (czyli spel-
niajace warunek Cauchy’ego:

Ve > 03y Vnpsm  ||on — x| <€

) w ciagi fundamentalne. Mozna stad wywnioskowaé, ze uzupelnienie V przestrzeni unitarnej V jest
réwniez przestrzenia unitarna. Iloczyn skalarny przestrzeni V jest przedluzeniem ciaglym funkeji
(-, : VxV = KnaV x V. (Jednostajna ciaglos¢ tego iloczynu uzyskamy przy ustalonym jednym
z wektorow i wowczas mozemy dokonaé przedituzenia ze wzgledu na pierwsza zmienna. Potem
rozszerzamy ze wzgledu na druga zmienna.)

Definicja 1.6. Przestrzen Hilberta to przestrzen unitarna, ktora jest zupelna wzgledem
normy wyznaczonej przez jej iloczyn skalarny, czyli w ktorej wszystkie ciagi fundamentalne maja
granice.

Twierdzenie 1.7. (T0zSAMOS¢C ROWNOLEGLOBOKU) W przestrzeni unitarnej normy do-
wolnych dwu wektorow x,y € V spelniaja nastepujacq rownosc

lz +yl* + llz = ylI* = 2()«]* + 1y [1*).- (PL)

Otrzymujemy ja dodajac stronami réwnosci ||z £ y||? = ||z||? % 2Re(z, y) + ||ly/|>.
Odejmowanie stronami daje jako prawa strone podwojona czes$é rzeczywista z iloczynu skalar-
nego. W przypadku rzeczywistym z réwnosci

lz +yl* — llz — ylI* = 4z, y)

majac dana norme znajdujemy iloczyn skalarny. Réwniez w przypadku zespolonym otrzymujemy
w podobny sposéb nastepujacy wzor:
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Lemat 1.8. (WZOR POLARYZACYJNY) (NIE OBOWIAZUJE NA KIERUNKU ELEKTROTECHNIKA
_ 2 2 . .12 . .2
Aa,y) = |z + ylI” = llo = ylI” + ille + iy[|” — iflz -yl (P)

Mozna wykazaé, ze kazda norma spelniajaca tozsamo$é¢ réwnolegltoboku pochodzi od pewnego ilo-
czynu skalarnego — a mianowicie iloczynu skalarnego zdefiniowanego przez (P). Sprawdzenie, ze
spelnione sa postulaty z definicji wymaga uzycia (PL).

Warto podkresli¢, ze w dowodach zaréwno wzoru (PL), jak i (P) nie korzystamy nigdzie z
zalozenia, ze Vo (x,z) > 01 wzér polaryzacyjny mozna stosowac do form hermitowskich typu

<$, y>T = <Tx7 y>7

o ile tylko T': H — H jest operatorem (czyli odwzorowaniem) liniowym spelniajacym warunek
symetrii

(Tx,y) = (x, Ty) (Vz,y € H). (SYM)

Bardzo pozytecznym wnioskiem jest zachodzaca dla tego typu form (przy zalozeniu symetrii kaz-
dego z operatoréw S, T) implikacja

[(z,x)r = (v,z)s (Vx e H)]|= S =T.

Na zakoniczenie powr6¢émy do rzeczywistej przestrzeni Euklidesowej R”, gdzie iloczyn skalarny
ma bardzo wazna interpretacje geometryczna. Zauwazmy, ze norma euklidesowa ||x|| =: a przedsta-
wia dlugos$¢ wektora x, czyli odlegtosé punktu x = (z1,. .., z,) od poczatku uktadu wspélrzednych.
Odlegloéé punktu x od punktu y jest réwna normie ||x — y|| =: ¢, przy czym ¢? = (x —y,x —y) =
Ix|I? + [ly||* — 2(x,y) z dwuliniowoéci rzeczywistego iloczynu skalarnego. Niech b := ||y||. Zastoso-
wanie wzoru kosinusow do tréjkata, ktorego bokami sa wektory x, y oraz x —y, daje

® = a® +b* — 2abcos Z(x,y).
7 poréwnania tych wzoréw otrzymujemy nastepujacy wniosek:
Whniosek 1.9. W przestrzeni euklidesowej R™ zachodzi relacja

(6 y) = X[yl cos £(x, ).

W szczegolnosci, iloczyn skalarny dwu wektoréw jest zerowy wtedy + tylko wtedy, gdy wektory te sa
prostopadie. Natomiast
(x,y)

lzllyl

Z(x,y) = arc cos gdy x,y # 0. (x£)

Definicja 1.10. W przestrzeni unitarnej (V, (-, -)) wektorami prostopadlymi (albo orto-
gonalnymi) nazywamy wektory, ktérych iloczyn skalarny jest zerem. Relacje te oznaczamy symbo-
lem L, tzn. 2 L y oznacza, ze (x,y) = 0. Dopelnieniem ortogonalnym zbioru £ C V' nazywamy
zbior

Et ={zeV;(z,e)=0 (Vec E)}.

Zamiast © € E+ piszemy tez x | E.
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Uwaga 1.11. Warto w tym miejscu podkreslié, ze dla nieeuklidesowych iloczynéw skalarnych
ta abstrakcyjna prostopadto$é nie oznacza prostopadlosci geometrycznej i podobnie umowny sens
ma kat miedzy para wektoréw. Widaé to wyraznie na nastepujacym przyktadzie:

Przyktad 1.12. Dla bazy kanonicznej e; , eo w R? (por. Przykl. 1.2) wektory
fi :=eq, fr :=e; + e

réwniez tworza baze. Zamiast sumy iloczynéw wspolrzednych kartezjanskich, mozemy dodawaé
iloczyny wspolrzednych w tej nowej bazie. Wspoélrzedne te okreslone sa funkcjonatami fF z bazy
algebraicznie dualnej do {fi, fo}. Otrzymamy wéwczas nowy iloczyn skalarny

(x,y) = f1"(x)f1"(y) + f2" (x)f2" (y).

Przy tym (f, f2) = 0, cho¢ geometryczny kat pomiedzy tymi wektorami zamiast 7, wynosi 7.
W sytuacjach gdy chcemy podkresli¢, ze nie chodzi nam o ,prostopadlo$é¢ geometryczna” (w
R"™), bedziemy méwié o ,prostopadlosci algebraicznej” (lub prostopadlosci w sensie iloczynu skalar-

nego). Latwo przekonaé sie (¢éw.), jakiej prostopadlosci dotyczy nastepujace, znane nam skadinad:

Twierdzenie 1.13. (TWIERDZENIE PITAGORASA) JezZeli jakies dwa wektory y,z € H sq
prostopadie, to
ly + 217 = lly 1> + ||

Rzeczywiscie, wynika to z réwnoéci
ly + 201> = [lylI? + [12]|* + 2Re(y, ).



Rozdziat 2

Rzut i1 rozklady ortogonalne

Rozpoczynamy od podstawowego twierdzenia o rzucie i o rozkladzie ortogonalnym w przes-
trzeni Hilberta. Pokazujemy, w jaki sposéb mozna sprawdzié, czy dany wektor jest rzutem or-
togonalnym ustalonego wektora na podprzestrzen (odpowiednio na zbiér wypukly domkniety).
Podajemy charakteryzacje okreslajaca, kiedy dana projekcja jest ortogonalna.

2.1 Punkty najblizsze

Podstawowym pojeciem wyrdzniajacym przestrzenie unitarne sposréd innych przestrzeni unormo-
wanych jest prostopadtos¢. Kierunek prostopadly jest kierunkiem, w ktérym mozna ,najkrotsza
droga dotrzeé¢ do danego zbioru” w sensie sprecyzowanym ponizej. Osiagniecie minimum odleglosci
od zbioru zamiast zwarto$ci wymaga stabszej (a dzieki temu dostepnej w przestrzeniach nieskoncze-
nie wymiarowych) wlasnosci kuli domknietej, jaka jest zupelnosé. Do konca tego wyktadu bedziemy
zakladaé¢ taka zupelno$é: H bedzie oznaczaé zawsze przestrzen Hilberta.

Twierdzenie 2.1. Dowolny niepusty zbior wypukly ¢ domkniety E C H zawiera dokladnie
jeden element xg minimalnej dlugos$ci:
(3 zo € E) |lzol| = inf{]|z]}; 2z € E}.

Dowdéd. Oczywiscie, +00 > § = inf{||z||; 2 € E} > 0 oraz dla pewnego ciagu wektoréw z, € E
mamy § = lim ||2,|. Dla z,y € E réwniez ¥ € E, wiec zachodzi nieréwnoéé

Hx-i—y
2

= (%)

Tozsamo$é¢ réwnolegltoboku dla wektorow %zn oraz %zm mozna zapisaé w postaci

1 1 1 Zn + 2
Zlen = zmll? = Sll? + 5l — 22522 2
Zastosowanie nieréwnosci (x) dla x = z,,y = z,, daje
1 1 1
0< gllon = 2ml? < glanl + g lam? — .

Poniewaz prawa strona ostatniej nieréwnosci zmierza przy n — oo, m — oo do %52 + %52 — 62 =0,
wynika stad, ze dla n, m dostatecznie duzych wartosé ||z, — zm, || jest dowolnie mata. Innymi stowy,
ciag {zn} jest ciagiem Cauchy’ego, a zatem, dzieki zupelnosci H —jest on zbiezny. Jego granica,
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xo = lim z, jest wektorem o normie § (z ciaglodci normy), nalezacym do E (z domknietosci zbioru
Gdy wektor gy ma réwniez norme 4, to zamieniajac w poprzednim oszacowaniu z, na g, zas
Zm na yo otrzymamy ||xg — yol| = 0, co jest mozliwe jedynie dla xg = yp. ®

Whniosek 2.2. (TWIERDZENIE O RZUCIE PROSTOPADLYM) Gdy zbior F C H jest wypukly,
domkniety © niepusty, to dla kaZdego wektora y € H istnieje dokladnie jeden element zg:=Pry
nalezacy do F 1 minimalizujqcy odleglosé od tego punktu, tzn.

ly — 20|l = nf{|ly — ol: « € F} (= dist(y, F)).

Dowéd. Jezeli E = F — vy, to dist(y, F) = min{||z||; 2 € E} = ||xo|| dla pewnego zp € E.
Wystarczy przyja¢ zo = y + o, a woéwezas g = 29 — ¥, ||zo]| = dist(E,0) = dist(F,y). e

Definicja 2.3. Powyzszy wektor zp=Pry nazywamy rzutem prostopadlym (projekcja
ortogonalna) wektora y na zbiér F. OkreSlenia rzut prostopadly uzywamy tez w stosunku do
operatora Pr: H >y — Prye H

W przypadku gdy F' jest domknieta podprzestrzenia liniowa, uzasadnienie nazwy mozna znalezé
w nastepnym twierdzeniu.

Przypomnijmy najpierw, ze relacja prostopadtosci wektora w do zbioru M zapisywana symbo-
lem w L M , albo w € M oznacza zachodzenie réwnosci (w, m) = 0 (Vm € M).

Lemat 2.4. Zbior M+ jest domknietq podprzestrzeniq lintowaq. Jezeli My C Mo, to Mj- -
Mi-. Ponadto {0}* = H, H+ = {0}.

Dowdd. Pierwsza teza wynika z liniowoéci i cigglosci funkcjonatéw
<ay> H>z — <‘/an> ek

Sprawdzmy dla przyktadu domknietoéé M~+. Gdy lim, o ||z, — z| = 0, zaé x,, € M, to wspo-
mniana ciaglosé daje dla dowolnego y € M relacje

(0 =) lim(zn,y) = (z,9),

wiec réwniez © € M. Ostatnia teza wnika stad, ze gdy « L H, to « L z, ale to zachodzi jedynie
dlaxz=0.e

2.2 Kierunek prostopadty

Zmaczenie nastepujacego twierdzenia polega przede wszystkim na dostarczeniu efektywnego kry-
terium sprawdzajacego, kiedy dany wektor yo jest rzutem prostopadlym (na zbiér F') ustalonego
wektora y. Zwlaszcza w przypadku, gdy F jest podprzestrzenia afiniczna!, zamiast sprawdzania
zawartego w definicji (niestety, dosé¢ klopotliwego w praktyce) warunku minimalizowania odleglo-
Sci, wystarczy zbadaé¢ prostopadtosé wektora y — yo do zwiazanej z F' podprzestrzeni wektorowej
F— Yo-

Twierdzenie 2.5

Lpodprzestrzen afiniczna, to obraz podprzestrzeni liniowej przez przesuniecie réwnolegte.
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(i) Przy zalozeniach 11.2 wektor yo := Py jest jedynym punktem ze zbioru F  spelniajacym dla
kazdego z € F nieréwno$é Re(y — yo,yo — z) > 0.
(ii) Gdy F = F jest domknieta podprzestrzenia afiniczna, to y — yo jest prostopadly do F — ypo.
(iii) Dla podprzestrzeni liniowej domknietej F C H > y jezeliyyg € F orazy—yo L F, to yo = Pry.

Geometryczny sens nieréwnosci z tezy (i) jest nastepujacy: zbiér wypukly F' zawiera sie w
rzeczywistej pélprzestrzeni domknietej

{z € H; Re(y —w0,2) < a}, dla a:=Re(y—o,%0),

za$ punkt yg € F lezy na jej brzegu (czyli na hiperplaszczyZnie rzeczywistej {z € H; Re(y —yo, 2) =
a}. Takie hiperptaszczyzny nazywamy podpierajacymi zbiér F' w punkcie yg. Innymi stowy,
rzut Pry wektora y na F' jest punktem podparcia zbioru F' pewna rzeczywista hiperplaszczyna
afiniczna prostopadta do y — yo.

Przed przystapieniem do dowodu warto sformulowaé najwazniejszy wniosek z tezy (ii) powyz-
szego twierdzenia (i z ciaglosci projekeji, ktéra sprawdzimy za chwile).

Whniosek 2.6. (TWIERDZENIE O ROZKLADZIE ORTOGONALNYM) Gdy M jest domknieta pod-
przestrzeniq lintowq przestrzeni Hilberta H, to dowolny wektor x € H ma jednoznaczny rozktad w
postaci sumy

r=x1+4+x3, T €M, xo L M,

przy czym x1 = Py, za$ x9 = x — Pyx(= P(ML)$). Przestrzen H jest wiec suma prostq topolo-
giczna pary swoich podprzestrzeni: H = M + N, gdzie N L M (a mianowicie N = M~ ).
Sumy proste tego typu nazywamy sumami ortogonalnymi i oznaczamy ten fakt piszac

H=M&N zamiast M + N.

Mozna nawet wykazaé dla dowolnej przestrzeni Banacha X, ze istnienie dla kaZdej jej podprzestrzeni
domknietej M podprzestrzeni domkniete; N tworzqcej wraz z M sume prostq topologiczng rownag X
implikuje izomorficzng rownowaznosé normy X z pewna norma hilbertowskaq.

Dowéd Twierdzenia 11.5. (i) Ustalmy dowolnie z € F. Funkcja zmiennej ¢t € R okreslona wzorem

() =y — (tz+ (1 = )yo)|I* = |y — voll* + 2tRe(y — vo, yo — 2) + t*||yo — 2>

jest wielomianem, ktéry na odcinku [0, 1] osiaga minimum w punkcie ¢ = 0, gdyz dla ¢t € [0, 1]
mamy tz + (1 — t)yo € F, zaé ¥(0) = ||y — vol|>. Stad

0 < T//(O) = 2R€<y — Yo0,Y0 — Z>7

co daje postulowana nieréwnosé. Z drugiej stony, nieréwno$é w (i) oznacza, ze ¢'(0) > 0, a poniewaz
P"(t) = 2|lyo — z||* > 0, implikuje ona nieréwnosci

(1) >0 dla telo,1].
Stad juz wynika warunek minimalizowania przez yg odleglosci, gdyz

ly = ol = %(0) <%(1) = |y — 2.
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(ii) W tym przypadku tz + (1 — t)yo € F réwniez dla t < 0, wiec ¥(+) osiaga minimum lokalne (a
nawet globalne) w punkcie ¢ = 0, stad ¥’(0) = 0. Teza (iii) jest szczegdlnym przypadkiem ,tezy
odwrotne]” w punkcie (i), gdyz mamy wéwczas F —yo = F. o

W praktyce, aby wykazac, ze jakis wektor jest rzutem danego wektora, zamiast definicji uzy-
wamy prawie zawsze warunku (iii) (lub (i), w zaleznosci od tego, czy rzutujemy na podprzestrzen,
czy na zbiér wypukly).

Przyktad 2.7. Ustalmy wektor zg # 0 i znajdZzmy projekcje ortogonalna yo wektora y na
podprzestrzen (domknigta) L := K - xy. Poniewaz jako element zbioru L, wektor yp musi by¢
postaci cxg, wystarczy znalezé warto$é skalara c. Z warunku y — yo L z¢ (tu rownowaznego relacji
y —yo L L) mamy

0 = (y — cxo,w0) = (¥, zo) — c{T0, Z0)-

(y,70)

Warunek ten jest réwnowazny réwnosci ¢ = Teg.z0)” czyli
(y, o)
Pry = Zo. Kok
(0, Z0) ()
Gdy [|z1]] = 122, réwniez L = K - x1, mamy wiec

llzoll”

Pry = (y,z1)z1.

Przyktad 2.8. Gdy zbior F jest kula domknieta

K(CL,T‘):{SCEH; ||93—CL|| <T}7

to

r

Pry=a+ (y —a)

ly —all

dla y ¢ F. Oczywiscie, dla y € F musi by¢ Pry = y. W przypadku a = 0 sprawdzimy warunek (i)
korzystajac z nieréwnosci Schwarza. (¢éw.)
W przypadku ogdélnym mozna wykorzystaé¢ ,przesuwalnos$é rzutéw”:

Prioy=a+ Pp(y — a).

Przyklad 2.9. Gdy H = L?[0,1], to dla ustalonego zbioru mierzalnego A C [0, 1] rzut na
podprzestrzen liniowa

F={feH; f(t)=0 dla pw. t €[0,1]\ A4}

jest operatorem mnozenia przez funkcje charakterystyczna zbioru A, czyli

(Prf)(t) = xa®)f(t) dla p.w. ¢ €l0,1].
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2.3 Projekcje jako operatory

Twierdzenie 2.10. Zaldzmy, zZe F' C H jest domknietq podprzestrzeniq wektorowq. Operator
Pr : H — H rzutu prostopadiego na F' ma nastepujgce wlasnosci:

(i) Odwzorowanie Pr: H >y — Prpy € H jest liniowe.
(i) F={x € H; x = Ppx} = Pp(H) :=={Pry; y € H}.

(iii) Operator P = Pp spelnia warunki: P o P = P oraz ||P| < 1, czyli jest operatorem idempo-
tentnym oraz kontrakcja.

(iv) Dowolny operator liniowy P : H — H idempotentny i kontrakcyjny jest rzutem prostopadlym
na podprzestrzen {x € H : x = Pz} = ker(I — P).

Dowdéd. (i) wynika z Twierdzenia 11.5 (iii): Aby sprawdzié¢, ze
2 := aPpx + fPpy = Pr(ax + By),

wystarczy upewnic sie, ze po pierwsze:
zeF

(oczywiste, bo z jest liniowa kombinacja wektoréw z podprzestrzeni wektorowej F') i po drugie, ze
wektor z — (ax + Py) jest prostopadly do tej podprzestrzeni, czyli

z— (ax + PBy) L F.

Ale ten wektor jest réwny (a(Prpx — z) + B(Pry — y)) 1 jako kombinacja liniowa wektoréw pro-
stopadlych do F', jest rzeczywiscie prostopadly do F. Wynika to z liniowosci iloczynu skalarnego
wzgledem pierwszej zmiennej i z definicji prostopadtodci.

Teza (ii) wynika z réwnosci Prz = x dla x € F' i z relacji PrH C F. Analogicznie wykazujemy
zawarta w (iii) teze o P o P. Wykazmy kontrakcyjnosé. Mamy

|Pra|* = (Ppa, Prz) = (Prz,z) < || Prz|lz.

Ostatnia nier6wno$¢ jest nieréwnoscia (CBS), za$ poprzedzajaca ja rowno$é wynika z prostopadlosci
x — Ppx do F — a wiec i do wektora Ppz € F. Gdy (nietrywialny przypadek) Ppa # 0, dzielac
strony tej nieréwnosci przez ||Prz|| otrzymamy ||[Pr| < 1. Jeszcze prosciej mozna wykazaé, ze
| Prz||? < ||z]|?, stosujac do sumy x = Ppz + Ppix twierdzenie Pitagorasa (Twierdzenie 10.15).
(iv): Z algebry liniowej wiadomo, ze P oraz ) = I — P sa rzutami na skladniki sumy prostej
H =M+ Q(H), gdzie M = P(H), Q(H) = kerP oraz M N Q(H) = {0}. Dla z L Q(H) niech
x =Pz, y=Qz ||P| <1, wicc ||2|*> > | Pz|* = (2 =y, 2 —y) = |I2[|* = 2Re(z,y) + |ly||*. Srodkowy
sktadnik tej sumy znika, gdyz z L y.

Otrzymana nieréwno$é moze wiec zachodzié¢ jedynie przy y = 0, stad dla z € A := Q(H)*
mamy Pz = z = Pyz. Dla 2 € A+ = Q(H) réwniez Pz = 0 = Pyz. Operatory liniowe P oraz Py
réwne na zbiorze AU A+ musza pokrywaé sie i na obwiedni liniowej tego zbioru. Ale ta obwiednia
jest H. e

Uwaga 2.11. Mozna stosunkowo latwo wykazaé, ze gdy operator liniowy ciagly P jest idem-
potentny, tzn. gdy P = P? € B(H), to warunek || P|| < 1 w punkcie (iv) Twierdzenia 11.10 mozna
zastapi¢ przez postulat zachodzenia (Vz,y € H) jednego z réwnowaznych woéwczas warunkéw:
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(a) <P{L'7Py> = <any>7

(b) (z, Py) = (Pz,y).

Definicja 2.12. Projekcje ortogonalne P4, Pp na domkniete podprzestrzenie A, B C H
nazwiemy wzajemnie ortogonalnymi, co oznaczymy symbolem P4 1 Pp, gdy P4Pp = 0, lub — co
na jedno wychodzi — gdy B C kerP4 = AL, albo A 1 B.

Na zakonczenie podajmy do$é wygodne (i czesto stosowane) kryterium aproksymowalnosci danego
wektora ciagiem kombinacji liniowych elementéw ustalonego zbioru M C H (tzn. warunek na
nalezenie do zbioru spani):

Twierdzenie 2.13. Dla dowolnego podzbioru M przestrzeni Hilberta
spanM = M

czyli wektor y jest granicq (w topologii normy) ciagu pewnych kombinacji liniowych wektoréw ze
zbioru M wtedy 1 tylko wtedy, gdy z relacji: z L M wynika prostopadlosé: z L y. W szczegdlnosci,
M jest podzbiorem liniowo gestym” przestrzeni H, czyli SpanM = H wtedy 1 tylko wtedy, gdy
jedynym wektorem prostopadiym do tego zbioru jest wektor 0.

Dowdd. Niech My = spanM. Jak tatwo sprawdzié, jest to domknieta podprzestrzen przestrzeni
Hy := M*L. Gdyby inkluzja byla ostra, to dokonujac rozkladu ortogonalnego przestrzeni Hilberta
Hy postaci Hy = My + Ny znajdziemy y # 0,y € Hy taki, ze y L My. Tym bardziej, y L. M, czyli
y € M*. Ale y € Hy oznacza dokladnie tyle, ze y L. M, wiec otrzymujemy stad prostopadlosé:
y L y mozliwa jedynie dla y = 0, co stoi w sprzecznosci z wyborem wektora y. e

W niektérych tekstach mozna znalezé oznaczenie A © B dla podprzestrzeni A N (B+). W
szczegblnoéci, oznaczenie H © B zamiast B+ bywa korzystniejsze, bo zawiera informacje o tym, w
jakiej przestrzeni rozwazamy uzupelnienie ortogonalne podprzestrzeni B.



Rozdziat 3

Funkcjonalty,
bazy ortogonalne

Poznamy jedno z ciekawszych zastosowan rozkladu ortogonalnego: twierdzenie Riesza — Frécheta
o postaci funkcjonatu. Pozwala ono na definicje: operatora sprzezonego T* € B(H) do operatora
T € B(H), operator6w samosprzezonych i normalnych. Pojawiaja sie tez (charakterystyczne dla
ciagéw ortonormalnych) pojecie stabej zbieznosci, nier6wnosé Bessela i tozsamosé Parsevala.

3.1 Funkcjonaly na przestrzeni H

Dzigki technice rozkladéw ortogonalnych mozna uzyskaé znacznie wiecej informacji o wektorach i
funkcjonatach w przestrzeni Hilberta H, niz w przypadku przestrzeni Banacha X. Przypomnijmy
na przyklad, ze przestrzen sprzezona X’ (przestrzen funkcjonaléw liniowych ciagtych na X) moze
znacznie 167nié sie od X. W szczegdlnodci, osrodkowoséé X (dla X = /') nie musi implikowaé
osrodkowosci przestrzeni sprzezonej: (tu X' = £°°). W przypadku przestrzeni Hilberta okazuje sie,
ze w pewnym sensie, H' = H. M6wi o tym nastepujace twierdzenie o postaci funkcjonatu:

Twierdzenie 3.1. (F. Riusz, M. FRECHET) JeZeli o jest funkcjonatem liniowym i ciaglym
na przestrzeni Hilberta H, to istnieje doktadnie jeden wektor zg € H, dla ktorego

o(z) = (z,20)  (Vz € H).

Dowé6d. Wystarczy ograniczy¢ sie do przypadku ¢ # 0. Niech gy bedzie takim wektorem prosto-
padlym do M := keryp, ze p(yo) = 1. Dla wszystkich x € H mamy

z = p(x)yo € M, (1)

dzieki liniowosci ¢. Poniewaz yo L M, mamy

0 = (z — (x)yo, yo) = (x,y0) — ©(z)(yo,Yo0)-

Warunki tezy spetnia wiec wektor 2o = ||yo|| ~2yo. Innymi stowy, ¢ = (-, 20).

Zauwazmy, ze istnieje dokladnie jeden taki yo € M™, ze ¢(yo) = 1. Istotnie, kowymiar (=
dim(H © M)) przestrzeni M wynosi 1, co wynika z (1). Po drugie, jesli istnieje wektor 2y spelniajacy
warunek z tezy, to jest on prostopadly do kery i musi on byé postaci ¢ - yg. Musi wtedy by¢é
¢ = ||lyo]| =2, co dowodzi jednoznacznodci. e

12
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Warto podkreslié, ze odwzorowanie: H 3 z — ¢, = (-,2) € H', chociaz izometryczne i
bijektywne, jest w przypadku zespolonym antyliniowe:

Paztpfw = Qp, + Bsow a, 8 €K

Na przestrzeni sprzezonej mozna wiec okredli¢ iloczyn skalarny wzorem

<9027 90w> = <Z’ w>

i norma okreslona przez ten iloczyn skalarny pokrywa sie z norma funkcjonatu, tzn. ||¢.| = |z||
— co wynika z nieréwnosci (CBS). Izometrycznosé bijekcji H — H” wynika wprost z twierdzenia
Riesza — Frécheta, bez potrzeby odwolywania sie do twierdzenia Hahna — Banacha. Bijekcja ta jako
zlozenie dwu bijekcji antyliniowych: H — H' oraz H' — H" jest odwzorowaniem liniowym. Co
wazniejsze, pokrywa sie ono z zanurzeniem kanonicznym j : H — H” | gdzie j(x)(¢) := ¢(x), gdy
x € H, p € H' (por. podrozdzialy 9.6 oraz 9.10), a wiec j(H) = H”. Innymi slowy, przestrzenie
Hilberta sa refleksywne.

Definicja 3.2. Gdy T € B(H) jest operatorem liniowym ciaglym na przestrzeni H, funk-
cjonal ¢y, 0T : H 5 x +— (Tx,y) jest liniowy i ciagly, a wiec musi by¢ on postaci ¢, dla pewnego
z:=T*y € H. Innymi stowy, T*y jest jedynym takim wektorem, dla ktérego zachodza réwnodci:

(Tz,y) = (x, T"y) (Vx € H).

Operator (liniowy) 7™ nazywamy sprzezonym do 7. Operator S nazywamy samosprzezonym,
gdy S = §* zas normalnym, gdy SS* = S5*S.

3.2 Ciagi ortogonalne, bazy

Waznym zastosowaniem techniki rozktadéw i rzutéw ortogonalnych jest konstrukcja baz ortonor-
malnych.

Definicja 3.3. Rodzine wektoréw {a;};c; C H nazwiemy:
ortogonalna, gdy a; L a; (Vj # i),
ortonormalna, gdy (a;,a;) = J; ; dla wszystkich 4, j € J,
baza ortonormalna (odpowiednio ortogonalna), gdy wektory te tworza zbidér ortonormalny
(ortogonalny), ktéry jest liniowo gesty: span{a;}c; = H.

W ogodlniejszej sytuacji osrodkowych przestrzeni Banacha X — nie dysponujac relacja ortogo-
nalnosci, sformulowaé¢ mozna nastepujaca definicje.

Definicja 3.4. Ciag wektorow f, € X jest baza Schaudera w przestrzeni X, gdy dla
kazdego wektora x € X istnieje dokladnie jeden ciag wspétczynnikéw skalarnych A, (& f*(x))
taki, ze

00 k
:U:Z)\nfn (tzn. kh_}r{)lon—Z)\nan =0).
n=1

n=1
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Wkrétce przekonamy sie, ze baza ortonormalna {e,} jest w szczegdlnosci baza Schaudera. W tym
miejscu zauwazmy, ze gdy = > o> Anén, to z liniowosci i ciaglosci funkcjonalu (-, e), mamy

ot ]
)\k‘ (: Z >\n5n7k) = Z )\n<€n, €k> = <$’ ek>‘
n=1 n=1

Uktady ortogonalne sa wiec liniowo niezalezne. Nie kazdy uklad liniowo niezalezny wyznacza jed-
noznacznie wspoétczynniki A, — co widaé, na nastepujacym przyktadzie: Do uktadu ortonormalnego
{en;n € N} C £2, gdzie €, jest ciagiem, ktérego k-ty wyraz wymnosi &, dolaczmy wektor €
bedacy ciagiem {%} Z jednej strony, e = >.0° 1 - €k, a z drugiej, €og = 1 - €. Przyczyna lezy
w tym, ze badajac liniowa niezaleznos¢ uzywamy jedynie kombinacji liniowych skonczonej ilosci
elementéw. Co wiecej, w nieskonczenie wymiarowej przestrzeni Banacha kazda baza algebraiczna
jest nieprzeliczalna, co mozna wywnioskowaé z twierdzenia Baire’a (¢w.).

Cho¢ moze sie to wydawaé rzecza dziwna, istnieja oSrodkowe przestrzenie Banacha niepo-
siadajace bazy Schaudera. W innych, bardzo naturalnych przestrzeniach Banacha szukanie baz
Schaudera, choé zakonczone sukcesem, byto na tyle trudne, ze zajelo matematykom wiele lat.

W przestrzeni Hilberta (np. w 2-wymiarowej przestrzeni euklidesowej R?) wiekszosé baz nie jest
zlozona z wektoréw ortogonalnych. Tym niemniej, istnieje bardzo prosty algorytm konstrukcji baz
ortonormalnych w dowolnej przestrzeni Hilberta. Zacznijmy jednak od pewnego waznego lematu.

Lemat 3.5. (NIEROWNOSC BESSELA) Dla ciggu ortonormalnego {e;}52, zdefiniujmy P, jako

projekcje ortogonalng Py, na podprzestrzen H, rozpietq na wektorach ej; j < n. Wowczas dla
re H,1<n<m< oo mamy

(i) Poz =) _(x,¢5)e5,
j=1

(i) [Pmzl> =" [(z,ej)|* oraz ||[Poz — Pzl = Y [(,¢))]%,
1 j=n+1
>z e < llz)? (< +00). (NB)
j=1

Dowdéd. Wektor y stojacy po prawej stronie (i) nalezy do H,,, wiec stosujac charakteryzacje rzutu
(11.5 (iii)), wystarczy sprawdzié¢, ze x —y L H,, czyli ze (x —y,e;) = 0(Vj < n). Aledla j < n
mamy (ej, ex) = d;k, wiec

n

<x - y7€j> = <x7 ej> - Z <xv€k><ej7ek> =0.

k=1

Dowéd (ii) mozna przeprowadzi¢ indukcja ze wzgledu na n. Teza jest oczywista, gdy m = 1. Po-
niewaz sktadniki sumy P,z = P,,_1z + (x, e ) e, sa nawzajem prostopadle, stosujac twierdzenie

Pitagorasa ([|lu + w|* = [[u]]* + [lw[?* dla w L u), mamy ||Ppz|? = [|Prn-1z]* + (2, em)*[len ],
co daje pierwszy wzér. Drugi wynika z pierwszego, jesli zauwazy¢ (np. stosujac (1)), ze Ppx — Pz
jest rzutem ortogonalnym wektora x na podprzestrzeh span{e,yi,...,em}.

(NB) wynika z (ii) po przejsciu granicznym (nlimoo), poniewaz || Ppz| < ||z|. ®
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Bedziemy rozwazaé jedynie o$rodkowe przestrzenie Hilberta, ale warto nadmienié¢, ze powyzsze
rozumowanie bez trudu przenosi sie na dowolne uktady ortonormalne {e;; j € J}. Nieréwnosé¢ (NB)
oznacza sumowalnosé rodziny liczb, |(z, e;)|?, skad latwo wywnioskowaé, ze dla ustalonego z € H
istnieje przeliczalny podzbiér J, C J taki, ze x Lejdlaje J\ J,.

Ustalmy obecnie dowolny ciag liniowo niezaleznych wektorow

Tyyn < N+1, z, € H,
gdzie N < dim(H) < 400, 00+ 1 = oco. Niech Hj, = span{z;; j < k}.

Twierdzenie 3.6. (GRAM, SCHMIDT) Dowolny uklad liniowo niezalezny mozna ,wyprosto-
wac”: istnieje ciag ortonormalny {e, }nan41 0 tej wlasnosci, ze span{x;; j < k} = span{e;; j < k}
dla wszystkich k < N 4+ 1. Gdy ponadto zbior {x,; n < N + 1} jest liniowo gesty, to otrzymany w
tym procesie ciqg {en; n < N + 1} tworzy baze ortonormalng w przestrzeni H.

Dowéd. Dowdd polega na konstrukeji algorytmu (w oparciu o wzér na P, := Py, ). Niech
el = Hf131||_1x1. Oczywiscie, K - e = K- x1. Wektor yo = xo — Pixo jest prostopadly do eg.
Dla ey = ||y2|| y2 — para ey, es tworzy baze ortonormalna przestrzeni Hy. Kontynuujac, gdy mamy
juz baze ortonormalna {e1,...,e,—1} w podprzestrzeni H,_1, definiujemy y,, = z, — P,_12,. Z li-
niowej niezaleznoéci z; wynika, ze =, ¢ Hy,_1, wiec y,, # 0 i mozna zdefiniowaé €, = ||yn|l " yn
Oczywiscie, przy ustalonym n wektory ey, ..., e, tworza baze ortonormalna przestrzeni H,. Na
zakonczenie zauwazmy, ze zatozenie o liniowej gestosci oznacza gestos¢ podprzestrzeni (J,, H, w H,
skad otrzymamy liniowa gestos¢ w H ukladu ortonormalnego {e,}. o
Algorytm ortonormalizacji (i ortogonalizacji) jest wiec nastepujacy:

Y1
Y1 = 71, €1 = 7
[l
— - _ Yn+1
Ynt+l = Tntl — Z (Tnt1,€5)e5, Cn+1 = i .
j=1 y’l’l-f—lH

Istnieja tez bezpoérednie wzory na ej,j < nm w terminach samych wektorow z;, j < n. W
tym celu uzywa sie tzw. macierzy Grama G dla uktadu n wektoréow: xi,...,z,. Definiujemy ja
jako macierz G € M(n x n), ktérej wyrazami sa aj, := (r;,x;). Mozna w szczegdlnosci wykazac,
ze wektory x; sa liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy macierz G jest nieosobliwa, tzn.
det(G) # 0. Na przyktad, w n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej K" z kanonicznym iloczynem
skalarnym niech W bedzie macierza n x n, ktérej j-ty wiersz sktada sie ze wspéirzednych wektora
xj, zas W* — jej hermitowskie sprzezenie. Wtedy G' = W - W*, a nieosobliwo$¢ G jest réwnowazna
nieosobliwos$ci W, ktéra oznacza wtadnie liniowa niezaleznosé tych wektorow.

Uwaga 3.7. Rownosé Phw = c1x1 + ...+ c¢mTm, okreslajaca wspdlczynniki ortonormalizacji,
jesli x = xp, 41 oznacza np. w przypadku rzeczywistym osiaganie przez funkcje n zmiennych

n

Yloa,...,on) = |lw — ZO‘J@’J”Q = ”wH2+Z =20 (w, T, +Za]ak<$]axk>
7j=1
minimum absolutnego w punkcie (o, ..., a,) = (c1,...,¢,), a poniewaz w takim punkcie % =0,

otrzymujemy stad uklad (Cramera) n réwnan postaci

ez, xg) + ...+ ez, xp) = (W, k) 1<k<n. (%)
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Macierza tego ukladu jest macierz Grama G i wzory Cramera daja szukane wspotczynniki c;.
Metoda ta pozwala na znajdowanie rzutu ortogonalnego wektora w na podprzestrzen n-wymiarowa,
rozpieta na wektorach x1, ..., x,,. Rownania (x) wynikaja tez z relacji w — Phw L x.

Przykltad 3.8. (WIELOMIANY ORTOGONALNE). W wielu dziedzinach matematyki i jej zasto-
sowan istotna role odgrywaja uklady ortonormalne uzyskane dzieki ortonormalizacji ciagu jedno-
mianéw t" rozwazanych jako elementy przestrzeni Hilberta L2((a,b), p(t)dt), gdzie p(t)dt oznacza
miare zadana na odcinku (a;b) przez pewna funkcje gestoéci p wzgledem miary Lebesgue’a dt.
7 postaci algorytmu ortonormalizacji wynika, ze sa to wielomiany. Gdy np. a = —1,b = 1, za$
p(t) = 1(Vt), to otrzymujemy tzw. wielomiany Legendre’a : L,(x). Gestosci p(x) = exp(—%)
na (—oo, +00) odpowiadaja wielomiany Hermite’a, H,(z) = (—1)"6‘”2/2%(6_”52/2).

Powr6¢émy do ogélnych pytan: Kiedy nieréwnosé Bessela (NB) jest ostra? Kiedy uklad orto-
normalny nie jest baza?
Okazuje sie, ze odpowiedz mozna zawrze¢ w symbolu <

Twierdzenie 3.9. (T0zsSAMOSC PARSEVALA) Dla ciqgu ortonormalnego
{en; n < 00} nastepujace warunki sq réwnowazne:

(i) Uklad ten stanowi baze przestrzeni H,

(ii) w nieréwnosci (NB) mamy réwnosé:
[e.e]
Iz =Y [z, e)? (Yz € H), (TP)
j=1

(iii) « = lim,, Pyx (Vz € H).

Dowdéd. Warunek (i) oznacza, ze podprzestrzen K := span{ej; n < oo} jest réowna H. W prze-
ciwnym przypadku istniatby wektor z € H © K \ {0}. Z relacji z L e; (Ve;) wynika zerowanie sie
prawej strony (NB) (oraz (TP)), w odréznienu od lewej. Natomiast gdy K = H > z, to ciag P,z
jest ciagiem Cauchu’ego, co wynika z (NB) stosowanej do ||P,x — Pyx|. Jezeli y = lim P,x, to
(x —y,e;) = 0 (Vj), skad wynika réwno$¢ « = y, czyli (iii). Na koniec, z réwnosci (TP) wynika
liniowa gestoé¢ zbioru {e;; j < oo}, gdyz jedynym wektorem don prostopadlym jest 0. e

Whioskiem z dotychczas poznanych wtasnosci baz jest twierdzenie méwiace, ze z dokiadnnosciq
do unitarnej réwnowaznosci jest tylko jedna osrodkowa przestrzen Hilberta: ¢2.

Twierdzenie 3.10. (RiEsz, FISCHER). Ustalmy baze ortonormalna {e,} przestrzeni H.

(i) Jezeli ciag skalaréw jest sumowalny w kwadracie: o := {ay,} € £2, to
Do) := Z aje;j
J

jest szeregiem zbieznym.

(ii) Tak okreslone odwzorowanie ® : £2 — H jest izomorfizmem unitarnym®.

Lezyli bijekeja liniowa, zachowujaca iloczyn skalarny
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Dowéd. Tozsamosé Parsevala stosowana do x = x4y, — Ty, gdzie zp = Zlf aje; dowodzi, ze dla
a € £? ciag {, }n jest ciagiem Cauchy’ego, a jego granica jest ® (). Izometrycznosé @ jest doktadnie
tozsamoscia (TP). Surjektywnos$é mozna uzyskaé zauwazajac, ze dla h € H ciag wspélczynnikéw:
aj = (h,e;) jest ,sumowalny z kwadratem”, tzn o € ¢ (dzieki (NB) lub (TP)). Ponadto mamy
relacje h — ®(a) L e (Vj), a wiec h = (). o

Wynik tej obserwacji, czyli relacje ® o @~ = Idy zapiszmy w postaci

T = Z (x,ej)e; (SF)
1

Wz6r ten nazywamy rozwinieciem wektora x w szereg ortogonalny lub (abstrakcyjnym)
szeregiem Fouriera wektora z w bazie {e,}°% ;. Izometrycznoéé ®~! jest zarazem réwnowazna
relacji

o
(x,y) = (@72, @7 ly) = (x,¢5)(ej,0). (TP2)
j=1
Rzeczywiscie, obydwie strony relacji (TP2) sa formami liniowymi wzgledem zmiennej z, za$ anty-
liniowymi wzgledem zmiennej y. Formy te pokrywaja sie na ,przekatnej” zbioru H x H, czyli na
zbiorze par (z,y), dla ktérych x = y (na mocy (TP)). Wzér polaryzacyjny (wzér (P) z Lematu
10.10), w ktérego dowodzie nie korzysta sie z relacji (z,z) > 0 dla x # 0, dowodzi réwnosci tych
dwu form juz na zbiorze wszystkich par (z,y) € H x H.

3.3 Wielomiany trygonometryczne

W dalszym ciagu bedziemy zajmowali sie jednym konkretnym uktadem ortonormalnym w L2[0, 1],
zwanym ukladem trygonometrycznym. Najbardziej przejrzysta forme ma jego zapis w postaci
zespolonej. Przyjmijmy oznaczenie I' = {z € C; |z| = 1} dla okregu jednostkowego (o parametry-
zacji z(t) := e*™ ¢ € [0,1]). Niech

en(2) = 2", en(2(t)) = ¥ = cos 2mnt + isin27nt, n € Z. (cT)

Skonczone kombinacje liniowe elementéw ukladu trygonometrycznego nazywamy (zespolonymi)
wielomianami trygonometrycznymi. Ich czesci rzeczywiste — postaci

ao

N
5 T > @ cos(2mmt) + by, sin(2mmt) (WT)

m=1

w(t)

znane sg jako ,wielomiany trygonometryczne”. Ztozenie wielomianu skonczonej iloéci zmiennych
z elementami rzeczywistego uktadu trygonometrycznego:

1 1
1, ﬁ COS(QTFkt), ﬁ Sll’l(277kt), k= :i:]., :l:2, e (TT)

jest bowiem nadal postaci (WT), co najwygodniej sprawdzi¢ w postaci zespolonej, korzystajac
z oczywistej zaleznoSci: enenm = €ptm, €n = €_y,. Funkcje (WT) rozpatrywaé¢ mozna dla ¢t € R
— sa to okresowe funkcje ciggle, jednostajnie ograniczone, za$ zespolone wielomiany trygonome-
tryczne Zé\f:, ~ Cker(z) sa ciagle na okregu I'. Z twierdzenia Stone’a — Weierstrassa, tworza one
gesta podalgebre w C'(I',C) (w normie || f||c := sup{|f(2)|; z € I'}). Stad rzeczywiste wielomiany
trygonometryczne stanowia zbior gesty w C([0, 1], R).
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Ze wzgledu na inkluzje C[0, 1] C LP[0,1] i na nieréwnosci? || ||, < ||+||oo rzeczywiste wielomiany
trygonometryczne tworza gesty podzbiér przestrzeni LP[0,1] — oczywiscie z wyjatkiem p = oo.
Wynika to z nastepujacego faktu.

Lemat 3.11. Zbior C[0,1] jest gesty w LP[0,1] gdy 1 < p < 0.

Dowdéd. Dla f € LP niech f,(t) bedzie réwna f(t) dla tych ¢, dla ktérych |f(¢)| < n oraz zero — dla
pozostalych t. Jak tatwo sprawdzi¢, || f, — f||, — 0 dla n — oo. Zbiér (klas réwnowaznosci) funkeji
mierzalnych ograniczonych jest wiec gesty w LP[0, 1]. Z kolei, funkcje mierzalne ograniczone mozna
jednostajnie (wiec i w || - ||,) aproksymowaé¢ funkcjami prostymi. Wystarczy wiec umieé aprok-
symowaé w LP funkcje charakterystyczne zbioréw mierzalnych — funkcjami ciaglymi. Ze wzgledu
na regularno$¢ miary (Lebesgue’a) — zbiory mierzalne mozna (w sensie miary) ,przyblizaé¢” ich
nadzbiorami otwartymi. Na koniec, zbiory otwarte G C [0, 1] sa przeliczalnymi sumami odcinkéw.
Wynika stad liniowa gesto$¢ w badanej przestrzeni funkcji charakterystycznych przedzialéw (np. o
koncach wymiernych = o$rodkowosé LP). Te ostatnie mozna bardzo tatwo aproksymowaé funkcjami
ciaglymi (np. kawalkami liniowymi). e

Jedna z podstaw teorii szeregéw Fouriera jest nastepujaca obserwacja:

Lemat 3.12. Dla p = 2 uklad (rT) jest bazq ortonormalng.

Dowdéd elementarny (w oparciu o wzory trygonometryczne) mozna znalezé w podrecznikach analizy
(np. u Fichtenholza). My przeprowadzimy go w oparciu o wzér catkowy Cauchy’ego.
W przypadku zespolonym niech p bedzie znormalizowana dtugoscia tuku

1 2m .
[r@au= [ s = o [T reas)

Wzér catkowy Cauchy’ego w punkcie w = 0 dla funkcji g analitycznych w otoczeniu domknietego
kota jednostkowego
11 9()
=— ¢ —d
9(w) 2mi Jr z —w “

przy parametryzacji okregu I' wzorem: z(t) := e?™ t € [0,1] przyjmie dla w = 0 postaé

9(0) = / gdyt.
Podstawiajac g = e, 1 uwzgledniajac fakt, ze [e_pdu jest sprzezeniem liczby zespolonej [ e,du
otrzymujemy [ endp = e,(0) = 0y 0. Zastosowanie réwnosci e,€, = e,_, daje ortonormalnosé
ukladu (cT). Poniewaz mamy relacje prostopadtosci (e, £e_,) L (e, £ e—p,) dla n#m (éw.),
wynika stad ortonormalnosé rzeczywistego ukladu trygonometrycznego (rT).

3.4 Komentarze

Fourier w 1807 twierdzil, ze kazda funkcja jest suma szeregu

ft) = i F(k)e2™k dla f(k) := / f(t)e 2kt gy, (sF)

k=—0o0

*Przestrzetn LP[0,1] mozna zdefiniowaé jako uzupetnienie przestrzeni C[0,1] wzgledem normy: |/f|l, :=

1
( fol |f(t)|P)?. Oprécz (klas) funkcji calkowalnych w sensie Riemanna trzeba jeszcze dotaczyé pewne inne funkcje-
catkowalne z p-ta potega w sensie Lebesgue’a, przy czym funkcje réwne prawie wszedzie nalezy utozsamiad.
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W tym czasie zadne z obecnie uzywanych pojeé: funkeji (Dirichlet, Cantor), calki (Riemann, 1856),
zbieznosci topologicznej nie bylo precyzyjnie sformutowane. W przypadku funkcji ciagltych moglo
chodzi¢ o znana wéwczas zbieznosé jednostajna. Juz okoto 1876 roku Du Bois-Reymond skonstru-
owal jednak funkcje ciagla okresowa, dla ktérej sumy czesciowe szeregu (sF) nie sa ograniczone
w punkcie t = 0. W roku 1923 Kolmogorow znalazt funkcje sumowalna f € L'[0,1] o rozbiez-
nym prawie wszedzie szeregu (sF). Zbieznosé (sF) prawie wszedzie dla dowolnych f € L2[0,1]
zostata udowodniona dopiero w roku 1966 (L. Carleson). Teoria szeregéw Fouriera stala sie moto-
rem postepu dla matematyki z przetomu XIX i XX wieku, majac zarazem fundamentalne znaczenie
dla technicznych zagadnien analizy sygnaléw, drgan i wielu innych konkretnych modeli matema-
tycznych.



Rozdziat 4

Szeregi Fouriera

4.1 Wielomiany trygonometryczne

W dalszym ciagu bedziemy zajmowali sie jednym konkretnym uktadem ortonormalnym w L2[0, 1],
zwanym ukladem trygonometrycznym. Najbardziej przejrzysta forme ma jego zapis w postaci
zespolonej. Przyjmijmy oznaczenie I' = {z € C; |z| = 1} dla okregu jednostkowego (o parametry-
zacji z(t) := e*™ t € [0,1]). Niech

en(2) == 2", en(2(t)) = ¥ = cos 2nnt + isin 2wnt, n € Z. (cT)

Skoniczone kombinacje liniowe elementéw ukladu trygonometrycznego nazywamy (zespolonymi)
wielomianami trygonometrycznymi. Ich czesci rzeczywiste — postaci

ao

wit) = 5

N
+ Z am, cos(2mmt) + by, sin(27wmt) (WT)
m=1
znane sg jako ,wielomiany trygonometryczne”. Ztozenie wielomianu skonczonej ilosci zmiennych
z elementami rzeczywistego uktadu trygonometrycznego:

1 1
]., ﬁ COS(27T:I€t), ﬁ Sln(?ﬂkt), k= Zl:l, :i:2, e (rT)

jest bowiem nadal postaci (WT), co najwygodniej sprawdzi¢ w postaci zespolonej, korzystajac
z oczywistej zaleznodci: epen, = €ptm, €n = €_y,. Funkcje (WT) rozpatrywaé¢ mozna dla t € R
— sa to okresowe funkcje ciagle, jednostajnie ograniczone, za$ zespolone wielomiany trygonome-
tryczne sz:_ ~ Ckex(z) sa ciagle na okregu I'. Z twierdzenia Stone’a — Weierstrassa, tworza one
gesta podalgebre w C(I",C) (w normie || f||s := sup{|f(2)|; z € I'}). Stad rzeczywiste wielomiany
trygonometryczne stanowia zbior gesty w C([0, 1], R).

Ze wzgledu na inkluzje C[0, 1] C LP[0,1] i na nieréwnosci® |||, < ||+||oo rzeczywiste wielomiany
trygonometryczne tworza gesty podzbiér przestrzeni LP[0,1] — oczywiscie z wyjatkiem p = oo.
Wynika to z nastepujacego faktu.

Lemat 4.1. Zbior C[0, 1] jest gesty w LP[0,1] gdy 1 < p < oo.

'"Przestrzenn LP[0,1] mozna zdefiniowaé jako uzupelnienie przestrzeni C[0,1] wzgledem normy: ||f|l, :=

1
(fol |f(t)|P)?. Oprécz (klas) funkcji calkowalnych w sensie Riemanna trzeba jeszcze dotaczyé pewne inne funkcje-
catkowalne z p-ta potega w sensie Lebesgue’a, przy czym funkcje réwne prawie wszedzie nalezy utozsamiad.

20
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Dowéd. Dla f € LP niech f,(t) bedzie réwna f(t) dla tych ¢, dla ktérych |f(¢)| < n oraz zero — dla
pozostaltych t. Jak tatwo sprawdzié, || f, — f|l, — 0 dla n — oo. Zbiér (klas réwnowaznosci) funkcji
mierzalnych ograniczonych jest wiec gesty w LP[0, 1]. Z kolei, funkcje mierzalne ograniczone mozna
jednostajnie (wiec i w || - ||,) aproksymowaé funkcjami prostymi. Wystarczy wiec umieé aprok-
symowaé w LP funkcje charakterystyczne zbioréw mierzalnych — funkcjami ciagtymi. Ze wzgledu
na regularno$¢ miary (Lebesgue’a) — zbiory mierzalne mozna (w sensie miary) ,przybliza¢” ich
nadzbiorami otwartymi. Na koniec, zbiory otwarte G C [0, 1] sa przeliczalnymi sumami odcinkéw.
Wynika stad liniowa gestos¢ w badanej przestrzeni funkcji charakterystycznych przedzialéw (np. o
konicach wymiernych = oérodkowosé LP). Te ostatnie mozna bardzo tatwo aproksymowaé funkcjami
ciaglymi (np. kawalkami liniowymi). e

Jedna z podstaw teorii szeregéw Fouriera jest nastepujaca obserwacja:

Lemat 4.2. Dla p = 2 uklad (rT) jest bazq ortonormalng.

Dowdd elementarny (w oparciu o wzory trygonometryczne) mozna znalezé w podrecznikach analizy
(np. u Fichtenholza). My przeprowadzimy go w oparciu o wzér catkowy Cauchy’ego.
W przypadku zespolonym niech p bedzie znormalizowana dlugoscia tuku

[ sGu= [ s = 5 [ e

Wzér catkowy Cauchy’ego w punkcie w = 0 dla funkcji g analitycznych w otoczeniu domknigtego

kota jednostkowego
11 og(2)
=— ¢ —d
9(w) 21 ﬁ zZ—w §

przy parametryzacji okregu I' wzorem: z(t) := 2™ t € [0, 1] przyjmie dla w = 0 postaé

9(0) = / gdp.

Podstawiajac g = e, i uwzgledniajac fakt, ze [e_,du jest sprzezeniem liczby zespolonej [ endu
otrzymujemy [ epdp = e€,(0) = 0p0. Zastosowanie réwnosci e,e, = ep—_n, daje ortonormalnosé
uktadu (cT). Poniewaz mamy relacje prostopadlosci (e, £e_p) L (em £e—p) dla n#m (éw.),
wynika stad ortonormalno$¢ rzeczywistego ukladu trygonometrycznego (rT).

4.2 Komentarze

Fourier w 1807 twierdzil, ze kazda funkcja jest suma szeregu
o0
=3 fR)er i dia f(k) = / F(t)e 2k qy, (sF)
k=—00

W tym czasie zadne z obecnie uzywanych pojeé: funkeji (Dirichlet, Cantor), calki (Riemann, 1856),
zbieznosci topologicznej nie bylo precyzyjnie sformutowane. W przypadku funkcji ciagltych moglo
chodzi¢ o znana wéwczas zbieznosé jednostajna. Juz okoto 1876 roku Du Bois-Reymond skonstru-
owal jednak funkcje ciagla okresowa, dla ktérej sumy czesciowe szeregu (sF) nie sa ograniczone
w punkcie t = 0. W roku 1923 Kolmogorow znalazt funkcje sumowalna f € L'[0,1] o rozbiez-
nym prawie wszedzie szeregu (sF). Zbieznosé (sF) prawie wszedzie dla dowolnych f € L2[0,1]
zostala udowodniona dopiero w roku 1966 (L. Carleson). Teoria szeregéw Fouriera stala sie moto-
rem postepu dla matematyki z przetomu XIX i XX wieku, majac zarazem fundamentalne znaczenie
dla technicznych zagadnien analizy sygnaléw, drgan i wielu innych konkretnych modeli matema-
tycznych.
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Badanie szeregéw Fouriera funkeji z LP[0,1] zaczynamy od najlatwiejszego przypadku p =
2. Nastepnie wykazujemy twierdzenie znane jako Lemat Riemanna — Lebesgue’a i kryteria
stwierdzajace regularno$¢ funkcji na podstawe jej wspolczynnikéw Fouriera. Wyrazamy sumy
czeSciowe szeregu Fouriera w postaci catki splotowej Dirichleta i podajemy twierdzenia Diniego
oraz Dirichleta o zbieznoéci tego szeregu w danym punkcie, z zastosowaniem do obliczania pew-
nych szeregéw liczbowych.

4.3 Przypadek L2

W wykladzie tym interesowaé¢ nas bedzie ukltad trygonometryczny, ktérego podstawowa wlasnosé
(ortonormalnosci) uzyskaliémy w ostatniej czesci poprzedniego wykladu. Obecnie mozmy juz przejsé
do istoty zagadnienia. Zbadamy mianowicie zalezno$é¢ pomiedzy funkcja catkowalna f € L0, 27],
a jej wspoélczynnikami Fouriera

1

7 et

fn) =
oraz sprobujemy okresli¢, w jakim sensie formalny szereg Fouriera
too )
> f(n)e™ (sF)
— 0o

wyznacza funkeje f. Najprostsze obserwacje dotycza funkcjonaléw wyznaczania n-tego wspélezyn-
nika, x,, : L'(0,27) 3 f — f(n).

Lemat 4.3. Funkcjonaly xn sa liniowe oraz ciagle na przestrzeniach LP[0,27], 1 < p < 0.
Zachodzi oszacowanie

()] < |If]l, dla 1<p < . (1)
Operatory sum czesciowych,
Sy : LP[0,27] > f — Sy[f Z f(k)e™ e LP[0, 2n) (1)
k=—N

sq wiec lintowe 1 ciggle.

Dowdéd. Oszacowanie () mozna wywnioskowaé (stosujac nieréwnosé¢ Holdera) stad, ze norma
funkeji e~ w kazdej z przestrzeni L]0, 27] (wzgledem unormowanej miary Lebesgue’a 2dt wynosi
1 (VI<g<o).e

W przypadku przestrzeni Hilberta (p = 2) sytuacja jest stosunkowo prosta: dla baz ortonor-
malnych {f;}7° C H twierdzenie Riesza — Fischera i tozsamo$¢ Parsevala dowodza zbieznodci w

topologii normy abstrakcyjnego szeregu Fouriera dowolnego wektora x € H, czyli szeregu

oo
2
=) aifj, o= (z,f;), D layl <.

1 J
Wspélezynniki rozwiniecia, o stanowia ciag o € ¢2. Na odwrét, ciag spelniajacy warunek > |0<j|2 <
oo jest ciagiem wspéleczynnikéw pewnego wektora z € H. Biorac jako baze {f,}3° uklad (cT)
= {ej; j € Z} w przypadku zespolonym, lub (rT) — w przypadku rzeczywistym, otrzymujemy
podstawowa, charakteryzacje zbieznosci (sF) w przestrzeni L.
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Twierdzenie 4.4. Dla f € L'[0,27] zachodzi réwnowaznoéé

feL?0,2n] & {f(n)}t= . e 2

n=—oo

Szereg ten jest zbieiny w normie przestrzeni L*(0,2n]. Operatory sum czesciowych, S, stanowiq
ctag projekcji ortogonalnych zbieinych do identycznosci w silnej topologii operatorowej, czyli

If = Salflla=—0  przy n—oo (Vf € L?0,27)).

Natomiast dla p = 1, a nawet dla funkcji ciaglych, nie ma tak prostej odpowiednioéci miedzy
wspolezynnikami Fouriera f € LP[0, 27], a wlasno$ciami szeregu (sF). Na przyktad, dla wspotezyn-
nikéw Fouriera funkcji z L' [0, 27] niecalkowalnej w kwadracie, poprzez wymnozenie ich przez odpo-
wiednio dobrany ciag liczb réwnych 4+1 mozna uzyskaé szereg Fouriera, ktéry nie odpowiada zadnej
z funkcji calkowalnych. Nie istnieje wiec zadne kryterium (typu WKW) okreslajace w terminach
moduléw wyrazéw ciagu, kiedy jest to ciag wsp6lezynnikéw funkeji catkowalnej na przedziale [0, 27].

Istnieja natomiast pewne warunki konieczne dla bycia ciagiem wspotczynnikéw funkcji o zada-
nej klasie regularnosci. Zacznijmy od najwazniejszego kryterium, dotyczacego funkcji catkowalnych.

Twierdzenie 4.5. (LEMAT RIEMANNA — LEBESGUE’A) Cliqg wspotczynnikéw Fouriera funk-
cji f € LY[0,27] jest zbieiny do zera, tzn.

lim f(n)=0 dla f(n): Lo f(t)e™™dt.

In|—o0 a 21 Jo

Warto zauwazy¢, ze réwniez ff f(t)e ™dt — 0 dla a < b, a,b € R, co wynika z pomnozenia
f przez funkcje charakterystyczna odpowiedniego przedziatu, gdy 0 < a < b < 27. W ogdlnym
przypadku mozna skorzystaé¢ z okresowosci (zamieniajac ewentualnie calke na skonczona sume
calek tego typu).

Dowé6d. Dla funkcji z przestrzeni L2[0,2n] teza wynika z nalezenia ciagu {f(n)} = do (2
(z nieréwnosci Bessela). Ale przestrzen ta stanowi gesty podzbiér w L'[0,27] Ustalajac € > 0
znajdziemy g € L?[0, 2] bliskie f tak, ze ||f — g|i < §. Teraz dla funkeji g, na mocy pierwsze;
czesci dowodu, znajdziemy M > 0 tak, by |§(n)| < § dla wszystkich n > M. Dla tych indekséw n

mamy |f(n)] < |§(n)| + |f/—\g(n)] < €. (Korzystamy tu z nieréwnosci (f).) e

4.4 Szereg Fouriera a regularnos¢ funkcji

W pewnym sensie odwrotnym zagadnieniem jest pytanie, na ile zalozenia o wzroscie wspdtczyn-
nikéw Fouriera pozwalaja wnioskowaé o regularnosci funkcji i o typie zbieznosci jej szeregu Fouriera.
Tu oszacowania (przez 1) normy supremowej elementéw ukladu trygonometrycznego daja bezpo-
$redni, lecz bardzo przydatny wniosek.

Twierdzenie 4.6

(i) Gdy ciag moduléw wspélczynnikéw Fouriera funkcji f jest sumowalny ({f(n)}n@o ct) to
f jest ciqgla, zas zbieinosé jej szeregu Fouriera do f jest jednostajna.

(ii) Jezeli dla ustalonej liczby naturalnej k mamy {n* - a,} € 11, to o, stanowiq ciqg wspélczyn-
nikéw Fouriera pewnej funkcji okresowej klasy C*, ktdrej szereq Fouriera jest zbieiny jedno-
stagnie wraz z pochodnymi rzedu < k.
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Dowéd. Wystarczy zauwazyé, ze modul k-tej pochodnej z funkcji €™ szacuje sie przez n(n —

1)-...-(n—Ek+1) < nFizastosowaé obowiazujaca w przestrzeniach zupelnych zasade: ,szeregi o
sumowalnych normach wyrazoéw sa zbiezne”. o

Jedna z zalet szeregéw Fouriera jest bardzo prosty wzor na szereg funkcji pochodnej. Dla funkcji
u klasy C' na okregu I' (o parametryzacji z(t) = e?™, pozwalajacej tez traktowaé u jako funkcje
okresowa na R), stosujac calkowanie przez czesci, otrzymamy bowiem wyrazenie wspolczynnikéw
pochodne;j: E’(n) w postaci

1

/1 u (2(1)2(t) 7"t = u(z(t))(2(t) "8 + 27rin/ u(z(t))(z(t))" ™ = 2minu(n).
0 0

Zerowanie sie pierwszego ze sktadnikow sumy otrzymanej w wyniku catkowania przez czesci wynika
z okresowosci funkcji u(z(t))(z(t))~™. Stosujac k-krotnie otrzymana réwnosé otrzymamy

Twierdzenie 4.7. (O SZEREGU FOURIERA POCHODNEJ) JezZeli funkcja okresowa u jest klasy
C*, to wspolczynniki Fouriera u oraz jej k-tej pochodnej zwigzane sq wzorem

—

uF)(n) = (2min)*a(n).
Ponadto ciag {n*t(n)} jest zbieiny do zera (wiec ograniczony).

W szczegblnodei, ciagi wspélezynnikéw Fouriera dla funkeji okresowych klasy C* sa typu o(n =)
przy n — oo (,0-male”), co dla k = 2 gwarantuje sumowalnosé. Mamy wiec nastepujacy wniosek z
ostatnich dwu twierdzen:

Whniosek 4.8. Szereg Fouriera funkcji okresowej klasy C? jest do niej zbieiny jednostajnie.’

Whiosek 4.9. Cliag skalarow oy, jest ciagiem wspotczynnikow Fouriera pewnej funkcji okreso-
wej klasy C> wtedy i tylko wtedy, gdy (Vk € N) ciag {n*ay} jest ograniczony. Zbieinoéé jednostajna
ma wtedy miejsce dla szeregow Fouriera zarowno samej funkcji, jok i jej pochodnych dowolnego
rzedu.

Jak juz wspomniano, sama ciaglo$¢ funkcji okresowej nie wystarcza dla zbieznosci jednostajnej
jej szeregu Fouriera. Istnieja pewne stabsze od dwukrotnej rézniczkowalnosci warunki wystarczajace
dla takiej zbieznosSci. Jak wykazal Bernstein, jednym z nich jest np. istnienie stalych % < a <
1, M > 0 takich, ze dla wszystkich s,t € R mamy

u(z(s)) —u(z(t))] < M|s — .

Dowo6d pomijamy.

4.5 Zbieznos¢ w danym punkcie

Natomiast zbieznosé punktowa (sF) do danej funkcji wymaga znacznie stabszych zalozen. Co waz-
niejsze, ma ona ,charakter lokalny” i zachodzi, miedzy innymi, w punktach ciagtoéci f € L'[0,1].

*Wystarczy, by f € C[0,2x], f(0) = f(27), bo mamy oszacowanie jednostajne szeregu > |j?nen(z)| przez iloczyn

ly-norm z ciagéw: (nfn) oraz (1).
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Metoda dowodu zastuguje na blizsze poznanie. Zaczniemy od konstrukcji pewnego operatora cal-
kowego, zwanego caltka Dirichleta, ktéry wyraza sume czeSciowa Sy odpowiadajaca indeksom o
module < N.

Stosujac wzory Eulera do z=™(t) + 2™ (t) = 2 cos(2mrmt) 1 wzdr

2sina cos f = sin(a — ) + sin(a + ()

(wymnazajac N ~ 2™ (t) przez sinrt, a po dokonaniu uproszczen — ponownie dzielac) mozna otrzy-

macé wzor

sinw(2N + 1)t
sin 7t '

N .
Dy(t) = Y e*mimt = ()
m=—N

Gdy t € Z, prawa strone nalezy rozumie¢ w sensie asymptotycznym. Funkcje Dy zwane jadrami
calki Dirichleta spelniaja (jednostajne wzgledem wskaznikéw N € N) oszacowania

1

Dy(t)| < ——
D) < o —

ktore sa rowniez jednostajne wzgledem ¢ € [e,1 — €] przy ustalonej (malej) wartoéci € > 0. Sa to
wielomiany trygonometryczne, ktérych wspétczynniki Fouriera Dy (m) sa réwne 1 dla |m| < N
oraz rowne 0 dla |m| > N. Ich znaczenie wyjadnia nastepujacy wzoér catkowy:

Lemat 4.10. Dla f € L'[0,1],s € [0,1] mamy

Sn[fl(s) = /01 Dy (s —t)f(t)dt.

Dowdd. Rzeczywiscie,

N 7 ; N 1 . .
Snlfl(s) = D Fm)e™me = - / F(t)eZmimt g2mims gy
m=—N m=—N 0

co po zamianie kolejnosci catkowania z sumowaniem daje teze.
Dla funkcji stalej réwnej 1 mamy Sy[1](s) = 1, co w zestawieniu z otrzymanym wzorem i z
wtasnosciami funkcji sinus daje

1 1 3
/ DN(t)dt:f:/ D (t) dt .
; 2" Jo

Jezeli teraz w punkcie sy funkcja f ma granice lewostronne i prawostronne (f(so+0) oraz f(so—0)),
to niech zo := 3(f(so + 0) + f(so — 0)). Podstawiajac za 3 ostatnie calki, otrzymamy ze wzgledu
na okresowos¢ odpowiednich funkcji wzoér

1

Swlf1(s0) -0 :/OQ(f(so—Hf) — F(s040) + flso—1t) — f(s9—0)) D (t)dt (+#)

Jest to bardzo typowa dla tego typu zagadnien sytuacja: na czeéci obszaru calkowania (na przedziale
[€, %]) funkcje Dy sa w pewnym sensie ,male” a na pozostalej czesci mala jest funkcja

Y(t) == f(so+1t) — f(s0o+0)+ f(so —t) — f(s0 —0).
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Trudnoéci biorg sie stad, ze L'-normy jader Dy nie sa wspélnie ograniczone wzgledem N. Jest
pare sposobéw podejscia do tego problemu, a kazdy z nich prowadzi do innych warunkéw wystar-
czajacych.

Po pierwsze, mianownik Dy mozna ,,przytaczyé do ¢”. Niech mianowicie

¥(t)

sinmt’

p(t) =

Powiemy, ze funkcja ta jest calkowalna w poblizu zera, gdy

(3h > 0) /Oh lo(t)]dt < oo

lub, co na jedno wychodzi, gdy

[ WOl
0 t

Warunek taki zachodzi np. dla funkcji spelniajacych nieréwnosé typu
Flso+) — Flso)l < K[, K >0,0<1

w dostateczne malym otoczeniu badanego punktu sg. W szczegélnosei (dla o = 1) takie nieréw-
nodci speklia funkcja f, majaca w punkcie sg skonczone pochodne: prawo - i lewostronna. W tych
przypadkach zbiezno$é Sy[f](so) do %wo = %(f(so —0) + f(sg+0)) = 20 wynika z nastepujacego
kryterium.

Twierdzenie 4.11. (DiN1) Szereg Fouriera funkcji calkowalnej f jest zbiezny w punkcie sg

|¢( )|

do zg, gdy funkcja jest catkowalna w poblizu zera.

Dowdéd. Gdy prawa strone wzoru (#x*) zapiszemy jako sume calek:

{/ +/} t)dt = {/ +/} )sin[r(2N + 1)t]dt = I, + I,

1
to drugi skladnik, I» = [ ¢(¢)sin[r(2N + 1)t]dt. Zmierza on do zera przy N — oo dzieki uwadze
sformutowanej po wypowiedzi Lematu Riemanna — Lebesgue’a. Funkcja ¢ jest bowiem catkowalna
jako iloczyn funkeji calkowalnej 1 (co wynika z relacji f € L*[0, 1] oraz funkcji - 1m — ktora jest
ograniczona na przedziale [0, ).

Pierwszy skladnik bedzie, dzieki zalozeniu, dowolnie maty, o ile wartos¢ § > 0 wybierzemy
dostatecznie blisko zera. (W zasadzie dopiero ustaliwszy to 0 przystepujemy do rozwazania I.) e

Oprécz warunku Diniego najistotniejszy jest warunek Dirichleta: Jezeli f jest w otoczeniu
punktu sg wyrazalna jako réznica dwu funkcji rosnacych, to powiemy, ze f jest funkcja o wahaniu
ograniczonym w otoczeniu sg.

Twierdzenie 4.12. (DIRICHLET) Szereg Fouriera funkcji calkowalnej, ktorej wahanie jest

ograniczone w otoczeniu punktu so jest zbiezny do wartosci zg = 5(f(so — 0) + f(so +0)).

Dowédd. Oczywiscie, funkcje monotoniczne posiadaja granice jednostronne, co uzasadnia definicje
wartosci zg. Utrzymujac bez zmian rozumowanie dotyczace catki I z poprzedniego twierdzenia,
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wystarczy wykazaé¢ odpowiednia zbiezno$¢ I do zera. W tym celu wystarczy rozwazy¢ przypadek,
w ktérym f jest rosnaca w otoczeniu sg. Woéwczas mozna zastosowaé do

0
1t = [ (Fs0+1) = f(so+0)Dx (it

jako calki z iloczynu funkcji rosnacej i funkcji Dy jedno z twierdzen o catkowej wartosci éredniej
znajdujac pewien ,,punkt posredni” 8 € (0,9), dla ktoérego

)
If = (f(s0+6) — f(s0+0)) - /5 D (t) dt.

(Wykorzystujemy mianowicie rownosé [ f g(t)h(t) dt wartosci g(b) fé’ h(t) dt dla odpowiednio dobra-
nego 1 € (a,b), gdy g jest funkcja rosnaca, nieujemna.) Czynnik przed ostatnia calka zmierza do
zera przy 0 — 0, za$ sama caltka jest ograniczona wzgledem N. Aby sie o tym przekonaé¢, mozna
sprowadzi¢ zagadnienie do rownowaznej ograniczonosci ciagu

/5sinNtdt:/N‘Ssinudu7
gt NG U

ktéra wynika ze zbieznosci catki [;° Si%du. Wspomniana réwnowaznos¢ wynika stad, ze réznica
funkcji podcatkowych jest funkcja ograniczona (przez stala niezalezna od N). Podobnie postepujemy
ze sktadnikiem

5
11_:/0 (f(so—t) — f(so — 0))Dn(t) dt.

Poniewaz [} = Ii" + I, , otrzymujemy stad teze. o

4.6 Komentarze

Znaczenie warunku Dirichleta polega na tym, ze jest on spelniony przez wiekszo$¢ uzywanych
w praktyce funkcji (na przyklad dla funkcji ,, kawatkami monotonicznej” (monotonicznym na kazdym
ze skonczonej liczby przedzialéw wypelniajacych caly odcinek [0, 27]). Gdy funkcja ma przeliczalna
ilos¢ ekstremow lokalnych, warunek ograniczonosci wahania oznacza, iz suma tacznej dlugosci jej
przyrostéw i ,ubytkéw” pomiedzy punktami kolejnych ekstreméw lokalnych (na przedzialach mo-
notonicznoéci jest skonczona.

Roéwnie wazne jest twierdzenie Riemanna o lokalizacji méwiace, ze na zbiezno$¢ i wartosci sumy
szeregu Fouriera funkcji okresowej sumowalnej ma wplyw jedynie jej zachowanie w otoczeniu danego
punktu. Otrzymujemy je zauwazajac, ze dla réznicy dwu funkcji pokrywajacych sie w otoczeniu
danego punktu wystepuje tylko drugi fragment calki Dirichleta, ktéry zmierza do zera na mocy
dowodu twierdzenia Dirichleta.

Poprzez prosta zamiane zmiennych wszystkie dotychczasowe wyniki przenosza sie na przypadek
funkcji o dowolnym okresie. Najczesciej rozwaza sie funkcje 2m-okresowe. Dla funkcji f o okresie
2T mozemy wyrazi¢ jej szereg Fouriera w postaci rzeczywistej wzorem

TNT
—l— Z <ancos + by, smT),

gdzie
NS

an T/ f(s) cos 7T—nsds b, T/ f(s Sin—ds



28 ROZDZIAL 4. SZEREGI FOURIERA

Twierdzenia o punktowej zbieznosci szeregdéw Fouriera maja ciekawe zastosowania do obliczania
sum pewnych szeregdéw liczbowych. Dla przyktadu, definiujac funkcje o okresie 1 tak, by dla = €
[—1, 4] przyjmowata wartosci

T 202
fx) = ||,
mamy f(0) = %, f2)) =0(Wjez\ {0} oraz f(2j+1) = —[(2j + 1)7] 2, co daje rozwiniecie w
szereg w postaci zespolonej
1 X 1

It = . o2mi(25+1)t

Z__Zooﬂ@jﬂ) ’

wiec dla t = 0 otrzymujemy rozwiniecie

2 1 1 1
—=1+—=+=+...+

8 32 " 52 2jF12

Podobnie, rozwijajac funkcje o okresie 1 réwna 22 na przedziale [—%, %] otrzymamy?® wzér
2 6
ik 6

Rozwiniecie funkcji o okresie 1 danej wzorem f(z) = z na tym samym przedziale prowadzi z
kolei po odpowiedniej zamianie zmiennych do wzoru

00 .
T =X Z S TN

5 - x € (0,2m).

n=1

Sprawdzenie tych wzoréw mozna poleci¢ jako interesujace zadanie.

3Wzér ten wynika tez z tozsamosci Parsevala dla funkcji =E.




