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Twierdzenie 1 (Warunek konieczny zbieznosci szergu). Jesli Z an jest zbiezny, to lim a, = 0.
el n—oo
Zadanie 1 — Poslugujac sie warunkiem koniecznym zbieznosci szeregu, pokazaé, ze nastepujace

szeregi sg rozbiezne:

Rozwigzanie (Zadanie 1) — a) Warunek konieczny zbieznosci szeregu nie gwarantuje zbieznosci
oo
szeregu (np. szereg E — spelnia warunek konieczny, ale nie jest zbiezny), ale w przypadku, gdy
n
n=1

warunek konieczny nie jest spelniony to szereg nie moze by¢ zbiezny. Wynika to z nastepujacej
tautologii, zwanej zasada kontrapozycji

p = q = (~q = ~p),

gdzie p i ¢ sa dowolnymi zdaniami. Zatem jesli pokazemy, Ze granica ciagu (a,) nie istnieje lub
o0

jest rézna od zera, to szereg Z ay jest rozbiezny. W pierwszym przykladzie granica nie istnieje,

n=1

gdyz rozpatrujac dwa podciagi, jeden o wyrazach parzystych, a drugi nieparzystych otrzymamy dwie
rozne granice. W
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Twierdzenie 2 (Kryterium d’Alemberta). Szereg Z an,
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an+1
Qn

a) jest zbiezny, jesli lim <1,

n—oo

An41
Gnp

b) jest rozbiezny, jesli lim
n—oo

Kryterium d’Alemberta nie rozstrzyga zbieznosci, gdy nlin;o a2+1 =1.
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Zadanie 2 — Korzystajac z kryterium d’Alemberta zbadaé¢ zbiezno$é nastepujacych szeregéw:
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Rozwigzanie (Zadanie 2) — a) Liczymy granice
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Zatem, z kryterium d’Alemberta, szereg jest zbiezny.
b) Liczymy granice
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Zatem, z kryterium d’Alemberta, szereg jest rozbiezny. W
Twierdzenie 3 (Kryterium Cauchy’ego). Szereg Z an
n=1
a) jest zbiezny, jesli lim Y/|a,| <1,
b) jest rozbieiny, jesli lim 3/|a,| > 1.
n—oo
Kryterium Cauchy’ego nie rozstrzyga zbieznosci, gdy lim /|a,| = 1.
Zadanie 3 — Korzystajac z kryterium Cauchy’ego zbadaé zbiezno$¢ nastepujacych szeregdw:
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Rozwigzanie (Zadanie 3) — a) Liczymy granice
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lim a, = lim = lim ———%~=-<1.

Zatem, z kryterium Cauchy’ego, szereg jest zbiezny.
b) Liczymy granice
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Zatem, z kryterium Cauchy’ego, szereg jest rozbiezny. W

Twierdzenie 4 (Kryterium poréwnawcze).  a) Jesli |a,| < ¢, dla n > Ny, gdzie Ny jest pewng
oo oo

ustalong liczbg calkowitq, i jesli szereg Z cn, jest zbiezny, to i szereg Z an jest zbiezny.

n=1 n=1
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b) Jesli ap, =2 d,, 2 0 dlan > Ny i jesli szereg Zdn jest rozbiezny, to i szereg Zan jest
n=1 n=1

rozbiezny.

Czesto wygodne okazuje si¢ nastepujace kryterium.
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Twierdzenie 5 (Kryterium ilorazowe). Jesli dlan > Ny wyrazy szeregéw Z Qn & Z by, sq dodatnie
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oraz istnieje dodatnia wilasciwa granica lim = € (0,00), to szeregi E an % g b, sq jednoczesnie
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zbiezne lub rozbiezine.



Stosujac kryterium poréwnawcze lub ilorazowe, czesto bedziemy korzystaé¢ z nastepujacego twier-
dzenia.
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Twierdzenie 6. Szereg g — Jest zbiezny, jesli o > 1, rozbieiny, jesli o < 1.
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Zadanie 4 — Stosujac kryterium poréwnawcze zbadaé¢ zbiezno$é¢ nastepujacych szeregéw liczbo-
wych:
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Rozwigzanie (Zadanie 4) — a) Wystarczy oszacowaé w nastepujacy sposéb
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Wykorzystujac twierdzenie 6. oraz kryterium poréwnawcze otrzymujemy, ze szereg jest rozbiezny.
o0
Mozna tez bylo zastosowaé kryterium ilorazowe i poréwnaé wyjsciowy szereg z szeregiem E —.
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b) Zauwazmy, ze mozemy oszacowaé¢ w nastepujacy sposb
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Powyzsze szacowanie jest prawdziwe, gdyz dla n € N funkcja e przyjmuje najwiekszg wartosé, gdy
n = 1. Zatem, z kryterium poréwnawczego, szereg jest rozbiezny. W

d) Wykorzysta¢ oszacowanie lnz < z — 1 dla z > 1.

h) Wykorzystaé¢ oszacowanie sinz < z dla x > 0.

i) Wykorzystaé oszacowanie sinz > %x dla z € [07 g]

j) Wykorzystaé oszacowanie tan x < %m dla z € [O, ﬂ

Twierdzenie 7 (Kryterium calkowe). Niech f: [1,00) — R bedzie funkcjg dodatnig i malejgcg.

Niech ponadto a,, = f(n) dla kazdego n € N. Wéwczas szereg Z an jest zbiezny wtedy 1 tylko wtedy,

n=1

gdy zbiezna jest catka niewlasciwa / fx)dx.
1

Zadanie 5 — Stosujac kryterium calkowe zbadaé¢ zbieznosé szeregdw:
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Rozwigzanie (Zadanie 5) — a) Aby sprawdzié¢ zbiezno$é tego szeregu sprawdzamy, czy zbiezna
jest odpowiadajaca mu calka niewlasciwa
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Zatem, z kryterium catkowego, szereg jest rozbiezny. W



Twierdzenie 8 (Kryterium Leibniza). JeZeli cigg liczbowy (a,) o wyrazach niewjemnych spelnia
nastepujgce warunki

a) lim a, =0,
n—oo

b) cigg (ay) jest nierosngcy,

to szereg Z(—l)"an jest zbiezny.

Zadanie 6 — Korzystajac z kryterium Leibniza zbadaé¢ zbieznosé nastepujacych szeregdw:
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Rozwigzanie (Zadanie 6) — a) Sprawdzamy, czy ciag zbiega do zera

=0.

lim a, = lim
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Sprawdzamy, czy ciag jest nierosnacy
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Zatem, z kryterium Leibniza, szereg jest zbiezny
b) Sprawdzamy, czy ciag jest zbiezny do zera
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Latwo zauwazy¢, ze

W (Bt T34\ (3ntd4) _ (3n+4)\"
" \4n+5  \4n+5 dn+5)  \4n+5

—_———
<1

3n+4\" 3n+1\"
< ap =
dn +5 4dn +1

Ze wzgledu na monotonicznos¢ funkcji wykltadniczej, powyzszy warunek jest réwnowazny

Zatem wystarczy pokazaé, ze
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2n% +19n + 5.

Zatem, dla kazdego n € N, zachodzi a,,+1 < a,,. Z kryterium Leibniza szereg jest zbiezny. W



