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Definicja 1. Niech dana bedzie funkcja okresowa f: R — R o okresie 2w, bezwzglednie catkowalna
w przedziale [—m,7|. Trygonometrycznym szeregiem Fouriera funkcji f nazywamy szereg funkcyjny

S(z) = % + Z (an cos(nzx) + by, sin(na))

n=1

o wspdlczynnikach okreslonych nastepujgcymi wzorams:
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ap = — f(z)cos(nx)dz, n=0,1,2,...,
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b, = — f(z)sin(nx)dz, n=1,2,3,....
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Definicja 2 (Warunki Dirichleta). Funkcja f spelnia warunki Dirichleta w przedziale [—7, |, jesli
jest przedzialami monotoniczna oraz w punktach skokowej niecigglo$ci wartosé f jest Srednig aryt-
metyczng granic: lewo- i prawostronnych w tym punkcie. Dodatkowo - na koricach przedzialu powinno
byé
1 . .
P = £ = ( 1m0+ i 1(0).
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Twierdzenie 3. Funkcje spelniajgce warunki Dirichleta sq w kazdym punkcie rowne sumom swoich
szeregow Fouriera.

Zadanie 1 — Rozwinaé nastepujace funkcje w szereg Fouriera:
a) f(z) ==, dla zé€ (—mmnl, 2b) f(z) =22 dla z¢€(—n,mn],
Rozwigzanie (Zadanie 1) — Ponizszy wykres ilustruje funkcje f.
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Rysunek 1: Wykres funkcji f

Funkcja f jest nieparzysta, zatem a, = 0 dla n = 0,1,2,.... Wynika to z tego, ze gdy f jest
nieparzysta, to dla wspélczynnikéw a,, funkcje podcalkowe sa réwniez nieparzyste (iloczyn funkeji
nieparzystej i parzystej jest funkcja nieparzysta), a calkujemy po symetrycznych wzgledem zera
przedzialach. Zatem pozostaje obliczy¢ wartosci wspotczynnikow b,,. Zauwazmy, ze gdy f jest nie-
parzysta to funkcje podcatkowe dla wspoélezynnikéw b, sa parzyste (iloczyn funkcji nieparzystej i
nieparzystej jest funkcja parzysta).

u=ax v =sin(nz)

[ 2 (T 2x ™
by = — xsin(nz)dx = xsin(nz)dx = 1 = —— cos(nz)| +
TSz ™ Jo u'=1 v=—=cos(nz) n 0
n
2 [T 2 2 w 2 2 2
2 dp — — = L __- L — (_1)n
+ ) cos(nx)dx - cos(nm) + — sin(nx) . - cos(nm) + — sin(nm) = (—1) -



W powyzszych obliczeniach skorzystaliSmy na koniec ze wzoréw

sin(nw) =0 oraz

cos(nm) =
Szereg Fouriera dla funkcji f jest postaci

(-1)* dla n=0,1,2

o0

_ Z(_l)nH 2sin(nx) -

n
Funkcja f spelnia warunki Dirichleta z wyjatkiem koncéw przedziatu, zatem

fz) = Z(—l)""'l%(nm) dla z € (—m, )

Na koncach przedzialéw szereg Fouriera przyjmuje wartosé zero, gdyz jest to $rednia arytmetyczna
wartosci funkcji f w tych punktach.

Zobaczmy jeszcze jak dokladnie szereg Fouriera przybliza funkcje f. W
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Rysunek 3: Wykres o$miu pierwszych wyrazéw szeregu Fouriera funkcji f

Zadanie 2 — Rozwinaé¢ nastepujace funkcje w szereg Fouriera
a) f(z)=|z|, dla z€ (-7

- aw}v Zb) f(x):ﬂ—7|$|a

dla ze€ (-7
Rozwigzanie (Zadanie 2) — Ponizszy wykres ilustruje funkcje f
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Rysunek 4: Wykres funkcji f
Funkcja f jest parzysta, zatem b, =0dlan=1,2,3

™

Obliczamy wartosci wspolczynnikéw a,,
2 (7 1
= fl@)dx = f/ rdr = —z?
T m™Jo

= T.
0



u=x v = cos(nz)

1 (7 2 (7
apn, = f/ f(z) cos(nx)dx = f/ xsin(nz)dx = 1 =
TJ-x 7™ Jo u'=1 v=—sin(nz)
n
2 ™ 2 [T 2 ™ 2
_ 1 - 1 d = — = —F —1 n_ 1).
— sin(nx) o " ), sin(nx)dx — cos(nx) I ((-1) )
Szereg Fouriera dla funkcji f jest postaci
T - 2 cos(nx)
=— -t -1) ————=.
S@) =T+ 3 (- -1 2
n=1
Zauwazmy, ze parzyste wyrazy powyzszego szeregu sa réwne zero, wiec
T = 4cos((2k + 1)x)
S(x)=—=— _—
(@) =3 ;0 m(2k + 1)2
Funkcja f spelnia warunki Dirichleta w kazdy punkcie, zatem
T = 4cos((2k + 1)x)
=— — — 2 dl - .
f(z) 5 kgo SOTERE a x € [-mm]
Zobaczmy jeszcze jak dokladnie szereg Fouriera przybliza funkcje f. W
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Rysunek 5: Wykres dwéch pierwszych wyrazéw szeregu Fouriera funkcji f
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Rysunek 6: Wykres o$miu pierwszych wyrazéw szeregu Fouriera funkcji f

Zadanie 3 — Rozwinaé nastepujace funkcje w szereg Fouriera:
1 dla z € [0,7],
0 dla z € (—m,0).

x dla =z € [0,7],
0 dla z € (—m,0).

x? dla z € [0,n],
x dla z € (—mn,0).



Rozwigzanie (Zadanie 3) — Ponizszy wykres ilustruje funkcje f
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Rysunek 7: Wykres funkcji f

Funkcja f nie jest ani parzysta, ani nieparzysta. Obliczamy warto$ci wspélczynnikéw a,, oraz b

1 (7 1 /"
ag = — flz)dx = / dr = 1.
™ J—x 0

™
1 [ 1 (" . Q
an, = — f(z) cos(nz)dx = f/ cos(nz)dr = — sin(nz)| =0.
T . T Jo ™ 0
1 (" . L[ 1 m a1
by, = f(z) sin(nz)dx = sin(nz)dr = —— cos(nz)| =(1—(-1)") —.
FI - T Jo ™m 0 ™m
Szereg Fouriera dla funkcji f jest postaci

Z sm(nx) .
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Zauwazmy, ze parzyste wyrazy powyzszego szeregu sa réwne zero, wiec

oo

71 2sin((2k 4+ 1))
2+k§ (2k+1)

Funkcja f spelnia warunki Dirichleta, wiec f(z)
punktami nieciggtosci.

S(z) dla wszystkich punktéw nie bedacych
Zobaczmy jeszcze jak dokladnie szereg Fouriera przybliza funkcje f. W

Rysunek 8: Wykres trzech pierwszych wyrazéw szeregu Fouriera funkcji f
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Rysunek 9: Wykres szesciu pierwszych wyrazéw szeregu Fouriera funkcji f



Zadanie 4 — Rozwinaé¢ funkcje f(x) = cosz, gdzie z € (0,7), w szereg sinuséw.

Rozwigzanie (Zadanie 4) — Mogloby sie wydawaé, ze zadanie jest niewykonalne, gdyz kosinus
jest funkcja parzysta, a szereg sinuséw, to funkcja nieparzysta. Jednakze, aby moéwié o parzystosci
lub nieparzystosci, to dana funkcja musi by¢ okreslona symetrycznie wzgledem zera, a w naszym
zadaniu kosinus jest okreSlony tylko na prawo od zera. Zatem, mozemy dookresli¢ funkcje f tak,
aby byta nieparzysta.

cos T dla z € (0, 7],
fzy=<0 dla z € {-m 0,7},
—cosx dla z € [-m,0).

Powyzsza funkcja fjest nieparzysta, zatem warto$ci wspolczynnikow a,, = 0 dla n = 0,1,2,....
Obliczamy wartosci wspotczynnikow b, .

™ " 2 ™
by, = — f(z)sin(nz)dz = 7/ cos z sin(nz)dz.
™ J_x ™ Jo

Wyznaczmy pomocniczo catke nieoznaczona.

u=cosz v =sin(nz)

1 1
/cosxsin(nm)dw = 1 = ——cosz cos(nx) — — /sinx cos(nz)dx
W =—sinz v=——cos(nz) n n
n
u=sinz v = cos(nz)
1 1. . 1 .
= 1 = ——coszcos(nz) — —sinzsin(nz) + — [ coswsin(nx)dz.

u =cosx v=—sin(nz) n n n

n

Przenoszac na drugg strone i dzielac przez stale otrzymujemy, ze

1

T2 (sinz sin(nz) + cos z cos(nx)) + C.
-n

/ cos z sin(nz)dx =

Wracamy do wyznaczania wartosci wspotczynnikow by, .

2 (7 2 _ )
b, = ;/0 cos z sin(nz)dx = m (sinz sin(nx) + cos x cos(nz)) = 7((_1)n+1 ).

Szereg Fouriera dla funkcji f jest postaci
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Zauwazmy, ze parzyste wyrazy powyzszego szeregu sg rowne zero, wiec

i sin(2k + 1)z
k:O’]T ((2k+1)2-1)

Funkcja f spelnia warunki Dirichleta w kazdym punkcie, zatem

s« 4o~ sin(2k+ 1)z
f(x)—;§7(2k+1)2_1 dla z € (—m, ).

W szczegdlnosci

4 X sin(2k + 1)z
== = dl .
cos T 7Tk:0(2]€+1)2—1 a x€(0,m)

2 Zadanie 5 — Rozwinaé funkcje f(x) = sinz, gdzie x € (0, 7], w szereg kosinusdw.



