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Analiza matematyczna na kierunku
" Elektrotechnika” II semestr

9 lipca 2015

1 Uzupeknienia do wyktadu 1. (4 III 2010)

1.1 Jednostajna cigglo$¢ funkcji
Przypomnijmy najpierw pojecie funkcji ciagtych f: D — R, gdzie D C R
e (Cigglosé w zbiorze D oznacza ciaglo$¢ w kazdym jego punkcie ¢, tzn.
Ves0ViepIsso (s € D,|s —t] < 38) = |f(s) — f(t)] <e. (1)

W warunku tym zamieniliémy, bo mozna, kolejnosé kwantyfikatoréw:
Viep oraz Veso. Natomiast nie mozna zamieni¢ kwantyfikatorow: Vicp
oraz Js»o. Oznacza to, ze na ogdél nie da sie dobra¢ § ,dobrego dla
wszystkich t € D”. Na przyklad, gdy D = [1,+00), dla f(t) = t* ma-
my f(t+h)— f(t) = (t +h)? — % = 2th+ h* > ¢, gdy t > 5. Wiec
gdyby d spelniato warunek , to dla h = g mamy |(t+ h) —t| <, jed-
nak nie zachodzi dla wszystkich ¢ € D -nie zachodzi mianowicie dla
t > $. Drugi przyktad -gdzie D jest zbiorem ograniczonym (0, 1] otrzy-
mamy biorac g(t) = 1. Woéwczas dla 0 < s < £ mamy g(s) > 2g(t),
za$ [g(s) — g(t)| > g(t), co przy ¢t < = da [g(s) — g(t)| > n) -réznice sa
wiec dowolnie duze, a mialy by¢ dowolnie mate, gdyby § dato si¢ dobraé
wspdlne dla wszystkich s,t € D.

e Definiujemy funkcje jednostajnie ciggle w zbiorze D poprzez warunek
Ves0Ts>0Vesen (Is —t] <6 =|f(s) — f(t)] <e). (2)

Widzimy wiec na podstawie naszych przykladow, ze gdy zbiér D albo nie jest
ograniczony, albo nie jest domkniety, to moga (a nawet -jak mozna wykazad
-muszg) wowczas istnie¢ funkcje ciagle na zbiorze D, ktére nie sa jednostajnie

ciggle.

e Twierdzenie Cantora moéwi, ze funkcje ciggle na zbiorach domknietych
1 ograniczonych sq jednostajnie ciggle. Bedziemy z niego czesto korzystali
podczas rozwazania catek oznaczonych.

(Szkic uzasadnienia metoda ,nie wprost”: Gdyby dla pewnego € > 0 nie dalo si¢
znalezé zadnego 0 > 0 spelniajacego teze z warunku , to biorac § = % znajdziemy
takie pary punktéw sn,t, € D, ze (z zaprzeczenia implikacji) jest |sn — tn| < %
oraz |f(sn) — f(tn)| = €. Dzigki twierdzeniu Bolzano-Weierstrassa (z ograniczonosci
D), mozna wybraé podciagi ciagdéw s, oraz t, zbiezne do pewnych granic so, to.
Poniewaz |sn — tn] < %, musi byé so = to, zas z domknietosci D, mamy so € D.
Teraz otrzymamy sprzeczno$é z warunkiem ciggtosci f w punkcie sg. Dla dostatecznie
odlegtych wyrazéw w tych podciagach mamy bowiem |s, — so| oraz [t, —to| = |tn — so|
na tyle mate, by | f(sn)— f(s0)| < § oraz |f(tn)—f(s0)| < 5. To da (dzieki nieréwnosci
trojkata) sprzecznosé: |f(sn) — f(tn)] < €.)



e Funkcje ciagle w przedziale domknietym osiagaja zaréwno wartosci: naj-
wigksza 1 najmniejsza (tw. Weierstrassa), jak i wszystkie wartosci posred-
nie (wlasno$¢ Darbouz).

Zamiast sup{f(t) : t € A} bedziemy pisali sup, f. Tak wiec dla funkcji
ciaglej f € C|a, b] przeciwdziedzing f, czyli obrazem f([a, b]) zbioru [a, b]
jest przedzial [m, M], gdzie m = inf|, ) f, zas M = supy, ;) f.

1.2 Calka Riemanna (heureza)

Dla f : [a,b] — R checemy zdefiniowadé liczbe J(f) = f; f(¢) dt tak, by spelnione
byly nastepujace postulaty:

1. Liniowos¢ funkcjonalu J, tzn.: J(f +g) = J(f)+ J(9), J(Cf) = CJI(f);
2. ff 1dt = b—a (calka z funkcji stalej = 1 jest dlugoscia drogi calkowania);

3. J ma zachowywaé nieréwnosci (monotonicznosé J):
(Veclap) f1(t) < fa(t)) = J(f1) < J(f2);

4. ma zachodzi¢ ,addytywnosé wzgledem drogi catkowania”:

a<b<c:>/acf(t)dt/abf(t)dt+/bcf(t)dt

Przyjrzyjmy sie paru wnioskom z tych postulatéw:

Catkowa nier6wnosé tréjkata: Z monotonicznosci calki i z nieréwnoéci
—|f@®)] < f(t) < |f(t)| (zachodzace] we wszystkich punktach ¢) wynika, ze
=J(fD) = J(=1f1) < J(F) < J(Sf1), wiee [J(F) < J([f]), czyli

b b
I/a f(t)dt|</a |f(t)] dt.

Z warunku (2) i z liniowosci, calka z funkcji statej m réwna jest iloczynowi
m przez dtugoé¢ drogi catkowania. A poniewaz dla statych m = inf(, ) f, M =
Supy, p) f mamy m < f(t) < M, calkujac stronami te nieréwnosci (czyli stosujac
(3)), a nastepnie dzielac stronami przez dlugos$é drogi catkowania otrzymujemy:

Twierdzenie o wartosci $redniej dla catek: m < ;- f; f®)dt < M.
Ponadto gdy f jest ciagla, z wlasnoéci Darboux wynika istnienie punktu c €
[a,b], dla ktérego wartosé f(c) jest réwna sredniej calkowej z [ na przedziale
[a, b], zdefiniowanej wtasnie jako liczba ;= f f@)

7 tego twierdzenia do$é tatwo Wywnloskujemy, ze dla funkcji ciaglej f €

Cla, b] wzor
- / f(t)dt (3)

okredla funkcje pierwotna. Co wiecej, dla dowolnej funkcji pierwotnej ® dla f
w przedziale (a,b), czyli takiej, Ze Ve (q,n) ( ) = = f(x) i takiej, ze ® € C[a, ],
bedziemy mieli tzw. wzor Newtona-Lelbnlza:

b
/ ft)dt = ®(b) — ®(a). (4)

(Istotnie, dla = € (a,b) >  + h mamy

F(:r+h) F()_l(/ t)dt — /f t) dt)
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To, jako srednia catkowa z f po przedziale [z, z+ h| jest wartoscia f(z) w pew-
nym punkcie posrednim z, € [z, x + h|, ktéry przy h — 0 zmierza do . Z cia-
glosci f, limy,—o f(z1) = f(2). A wige F'(z) = limy,_o LEHZLE@ Hiost rowne
f(z). To rozumowanie przeprowadziliémy przy h — 07. Dla ujemnych wartosci
h jedynie drobna modyfikacja tego rozumowania daje taka sama granice. Dana
wzorem funkcja F jest wiec funkcja pierwotna dla f. Na koniec zauwazmy,
ze gdy @ jest jaka$ inna (dowolnie wybrana) funkcja pierwotna dla f, to mamy
F = & + C dla pewnej stalej C, ktéra otrzymamy z réwnosci F(a) = 0, jako
réwna C = —®(a). Stad [* f(t)dt = F(b) = ®(b) + C = (b) — ¥(a).)

Dokladniej rzecz biorac, powinnismy najpierw sprawdzi¢ ciagtos¢ F'. Fak-
tycznie, ta ciaglo$¢ wynika z nieréwnosci:

Yy Yy
F(@) - F(y)| = | / F(t) dt] < / 0]t <=l sup]

zachodzacych dla ¢ < y,z,y € [a,b] Do (ciagltej w [a,b], rézniczkowalnej w
(a,b)) funkeji F' — ® stosujemy twierdzenie Lagrange’a o wartosci sredniej (dla
pochodnych), wnioskujac, ze F' — ® jest stala na przedziale [a, b].

Zasadnicza kwestia jest niemozno$¢ opisania konkretnymi wzorami calek
nieoznaczonych dla wielu funkcji ciagtych. Dlatego do definicji calki ozna-
czonej nie mozemy uzyé¢ wzoru (4), a postulaty 1-4 stanowia jedynie pewna
wskazowke dla nastepujacej konstrukcji:

1.3 Calka Riemanna -konstrukcja

Podziatem odcinka [a,b] nazwiemy uporzadkowany uklad 7, = (to,...t,) jego
punktéw taki, ze tg = a < t; < ... < t, = b. Wowczas j-tym odcinkiem
tego podzialu nazwiemy przedzial [t;_1,¢;]. Jego dtugosé oznaczymy symbolem
Ajt lub Aj7. Tak wiec, 7, jest podziatem zbioru [a,b] na n czesci, ktére sa
odcinkami o dlugoéciach

Ajt = tj — tjfl.

Zauwazmy, ze
S Ajt=(ti—to)+(ta—t1)+ ...+ (th—th1) =ty —to=b—a. ()
j=1

Liczbe 0(7,) := max{A;t : j = 1,...,n} nazwiemy Srednicg podziatu 7,. M6-
wimy, ze ciag podzialéw 7, jest ciggiem normalnym, gdy nlLH;o 0(mn) = 0.

Uktadem punktéw posrednich A, = (\;) dla naszego podziatu 7,, nazywamy
dowolny uktad n punktéw A; € [t;_1,t;]. (To jest notacja dla oséb nielubiacych
greckiej litery £ (czyt. ,ksi” mala wersja litery Z), ktore, jak zauwazylem na
wykladzie, przewazaja wéréd Panstwa)

Dla funkeji f : [a,b] — R i dla ustalonego podzialu 7,, tworzymy 3 typy tak
zwanych sum catkowych:

Sumy calkowe odpowiadajgce ukladow: punktéw posrednich A; definiujemy
jako sumy

Sn(f) = S(f7Tn7An) = Zf()\j)Ajt (6)
j=1
Definujemy tez tzw. sumy calkowe dolne dla podziatu 7, jako
j=1 Jj—1,tj

Wreszcie, sumy calkowe gérne, to sumy

n

Sn(f) = S(f,m) = Z( sup f)Ajt- (8)

J=1 [ti-1:t5]

S



Zauwazmy, ze zawsze

ﬁ(faTn) < S(fa Tn?An) <F(fa Tn)' (9)

Dygresja: Dla funkcji stalej réwnej 1 wszystkie te sumy, niezaleznie od po-
dziatu i punktéw posrednich, sa takie same -réwne b — a, co wynika wprost z
. Ogdlniej, funkcje f : [a,b] — R nazwiemy funkcjg schodkowg, gdy dla pew-
nego podzialu 7 odcinka [a, b] na kazdym z odcinkéw [t;_1,t;] ta funkcja jest
stata. Innymi stowy, stale maja by¢ wszystkie restrykcje f do odcinkéw tego
podzialu. Wéwczas z postulatéw 1,2,4 wynika, ze kazda z tych sum catkowych
wzgledem tego podziatu jest réwna calce J(f). Oczywiscie, funkcje na ogdl nie
sa schodkowe, natomiast te ostatnie moga jedynie przyblizaé¢ (w odpowiedniem
sensie) dowolng funkcje f.

Definicja calki oznaczonej: Méwimy, ze funkcja f : [a,b] — R jest calko-
walna w sensie Riemanna, gdy dla dowolnego ciagu normalnego (7,,) podzialéw
odcinka [a,b] (czyli takiego, ze lim, . d(7,) = 0) istnieje granica

lim S(f, 7, An)

przy dowolnych wyborach uktadéw punktéw posrednich A,,. Wéowcezas, jak la-
two sprawdzié¢, taka granica jest wspdlna dla wszystkich ciagéw normalnych
podziatéw. Granice te oznaczamy symbolem

/ab £(t) dt

i nazywamy calkq oznaczong (calkq Riemanna) z funkcji f po przedziale [a,b).
Funkcje, dla ktorych istnieja granice sum calkowych przy dowolnych normal-
nych ciggach podzialéw i ukladéw punktéw posrednich nazywamy funkcjami
catkowalnymi w sensie Riemanna na tym przedziale, a ogoél takich funkcji
oznaczamy symbolem R[a, b].
Twierdzenie. Calka oznaczona spelnia postulaty 1-4 sformulowane w §I.2}
(ad 1.) Liniowo$¢ mozna sprawdzié tak:
Dla danego podziatu 7, i uktadu A, jego punktéw posrednich, mamy

S(f +gan7An) = S(f7 Tn,An) + S(g,T'naA'fl)7

wiec dla normalnego ciggu takich podziatow, jesli f oraz g sa catkowalne, to kazda z
sum calkowych po prawej stronie zmierza do catki po odcinku [a,b] z odpowiedniej
funkeji (f albo g). Suma ciagéw zbieznych jest zbiezna (do sumy granic), stad

/f +g(t)dt = /f dt+/ g(t) dt.

Podobnie sprawdzamy, ze cf(t) jest calkowalna, o calce réwnej cfab ft)dt
(ad 2.) Jak juz zauwazyliémy, funkcje stale sa calkowalne, f; Cdt=(b-a)C.
(ad 3.) Jesli f < g (w kazdym punkcie z naszego przedziatu), to z nieujemnosci
Ajt wynika, ze f(A;)Ajt < g(Aj)Ajt, sumujac stronami te nieréwnosci (wzgledem
j=1,...,n), otrzymamy S,(f) < Sn(g), co po przejsciu do granicy (przy n — oo
dla normalnego ciagu podziatéw) implikuje nieréwnosé

L%mmleww

(ad 4.) Addytywno$é wzgledem drogi catkowania (postulat 4) sprawdzamy rozbi-
jajac sumy catkowe dla f : [a,c] — R na sumy po przedziatach [a,b] oraz sumy po
[b, ¢] , rozbijajac podzial a = tg < t1 < ... < t, = ¢, jedli dla pewnego k < n,k > 0
jest tr =b,napodzialy to =a<t1 <...<tp=borazty =b<tit1 <...<t, =c

Mamy tez bardzo wazne oszacowanie dla funkcji catkowalnej f € Rla,b]
(wynikajace z calkowania stronami nieréwnosci:

—sup{[f(s)] : s € [a,b]} < f(t) <sup{[f(?)]: t € [a, ]}
zachodzacej dla wszystkich ¢ € [a, b].

I/ f(t) dt] < [b—alsup{|f(t)] : t € [a,b]} (10)



1.4 Przyklady catek liczonych z definicji

Przyklad 1. Dla funkcji stalej rownej C, mamy f; Cdt = (b—a)C. (Wystar-
czy zastosowaé rozdzielno$é dodawania wzgledem mnozenia przez C oraz (5)).)
Ogoélniej, dla funkcji schodkowej ¢ stalej na kazdym z odcinkéw podziatu 7,
sumy caltkowe S(f, 7., Ay) (przy dowolnie wybranych punktach posrednich) sa
réwne calce f: o(t) dt

Przyktad 2. Sprawdzimy, jak wygladaja sumy catkowe dolne i gérne dla funk-
cji f(t) = t? na przedziale [0,1] wzgledem podzialu ,réwnomiernego” -tzn.

dla 7, = (0, rlu P nl, % = 1). Funkcja jest na tym przedziale rosnaca,

wige infy, | 1 f = (];1) natomiast sup[t7 ) f =0 )2, Dlugosm odcinkéw
podziatu sa jednakowe (=réwnomiernos$é¢ podziatu), réwne At = =

n
Dla sum dolnych mamy wiec wzér

-2 () S

Ale, jak wiemy, (por. zadanie 4 z poprzedniego semestru), Zachodzi wzoér 12 +
2 4. n? = MHREE) wiee S, (f) = 2 — 1 Podobnie,
Sn(f) = % — 2 % Z nieréwnosci @j i z twierdzenia o 3 ciagach
wynika wigc zbieznos¢ do 3 sum catkowych z dowolnie wybranymi punkta-

mi poSrednimi. Ale dla innych (nieréwnomiernych) podzialéw taka zbieznosé

=)
=l

trzeba jeszcze dodatkowo wykazaé, by sprawdzié, ze fol t2dt =

Podobnie sprawdzamy, ze fol t3dt = i, korzystajac ze wzoru na sume sze-
Scianéw kolejnych n liczb naturalnych.
Jest zreszta niewiele funkcji, dla ktérych mamy jaki$ wzér na sume postaci
F()+ f(2)+...+ f(n). Catkowanie na podstawie definicji nie jest wiec tatwe!
W wyjatkowych przypadkach mozna osiagnaé uproszczenie dobierajac w
sprytny sposéb punkty posrednie.
Przykltad 3. Gdy 0 < a < b i mamy jui jakie$ punkty podzialu a =ty < t; <
. < t, = b, szukajac wartodci catki f bd &5, wezmy \j = \/tj_1t;. wowczas Sy, =

ti—ti—1 __ 1 1
Zj 15 = Z(t,-,l - E)’ co jako ,suma teleskopowa” -z upraszczajacymi
1

si¢ prawie wszystkimi (z wyjatkiem dwéch) skladnikami, daje wartos¢ ;- —
ti Uzasadnienia wymaga tu jedynie catkowalno$é funkcji, czyli niezaleznosé
naszego wyniku od wyboru punktéw posrednich (patrz nastepny wyklad).
Przyktad 4. Dla funkcji nieujemnej catka moze wynosi¢ zero, cho¢ funkcja jest
dodatnia w pewnych punktach. Najtatwiej to zauwazy¢ dla funkcji réwnej 1 w
punkeie 0 oraz réwnej zero w pozostalych punktach odcinka [0, 1]. Sumy dolne
sg > 0, za$ suma gbrna, to t; —tg, co nie przekracza srednicy podziatu i zmierza
do 0 dla normalnego ciagu podziatéw. (Zamiast w zerze, mozemy wziaé wartosé
1 w dowolnie wybranym innym pojedynczym punkcie. Postulat addytywnosci
wzgledem drogi catkowania pozwala uzyskaé¢ to samo dla funkcji rownej zero
poza skonczona liczba punktéw. Jako éwiczenie proponuje sprawdzenie, ze gdy

()—ldlate{%:nEN}orazg(t)zodlat¢{%:nEN},toréwniez
fo t) dt = 0. (Ta funkcja nie jest réwna zero na zbiorze przeliczalnym.)

Na koniec sprawdzmy jeden przyklad, gdzie calka nie istnieje, choé¢ funkcja

jest rézna od zera jedynie na zbiorze przeliczalnym ztozonym z liczb wymier-
nych z odcinka [a, b]:
Przyklad 5. Funkcja przyjmujaca wartosci 1 w punktach wymiernych oraz
zero -w punktach niewymiernych -nie jest catkowalna na zadnym z przedzialéw
[a, b], gdzie a < b. Funkcja ta nie jest ciagla w zadnym punkcie, gdyz dowolnie
blisko kazdej liczby wymiernej sa liczby niewymierne (i na odwrét). Gdy jako
punkty posrednie wybierzemy jedynie punkty niewymierne, dostaniemy sume
calkowy zero (réwna sumie dolnej). Gdy natomiast wszystkie \; sa wymierne,
dzieki otrzymamy sume catkows réowna b — a.



2 Calka oznaczona-cd.

2.1 Rozdrobnienia podzialéw

Moéwimy, ze podzial 7 jest drobmniejszy od podzialu 7 (lub jest rozdrobnieniem
podziatu 7), gdy kazdy punkt podziatu 7 wystepuje réwniez w podziale 7, czyli
gdy 7 powstaje przez dalsze rozbicie pewnych odcinkéw podzialu 7. Mozemy
te relacje zapisa¢ symbolem 7 C 7, pamietajac, ze podzial jest zbiorem swoich
punktow, ale uporzadkowanych w sposéb rosnacy. Oczywiscie, $rednica podzia-
tu drobniejszego jest mniejsza. Podzial réwnomierny na n + 1 réwnych czesci
ma, Srednice er‘i mniejsza, niz podzial na n réwnych czesci, lecz (dla n > 1)
nie jest od niego drobniejszy. Dla dowolnej pary podzialéw 7/, 7" istnieje po-
dzial 7 drobniejszy od kazdego z nich -wystarczy wzia¢ wszystkie punkty, ktore
wystepuja albo w jednym, badZ drugim podziale, czyli traktujac podzialy jako
zbiory punktéw tych podzialéw, mozemy przyjaé = = 7/ U7r". Latwo sprawdzic,
ze dla sum dolnych i gérnych mamy wéwczas

S(f,7) < S(f, 1) < S(f.m) <S(fi7)) (11)

Wynika stad, ze dla dowolnej pary podzialéw (7/,7"), suma dolna wzgledem
7/ nie przekracza sumy goérnej wzgledem 7”. Tak wigc, istnieje (w R) kres
gérny (brany ze wzgledu na ogé! wszystkich podzialéw) z sum dolnych. Kres
ten nazywany jest calkq dolng z danej funkcji, oznaczana symbolem f Z f(t)dt.

—b
Analogicznie definiujemy calke gérng, [ o/ () dt -jako kres dolny sum gérnych.
—b
Z nieréwnosci 1' wynika, ze fbf(t) dt < [, f(t)dt.
La

2.2 Warunki ré6wnowazne calkowalnosci

W przyktadzie 5. sumy gérne sa zawsze réwne b— a, zas sumy dolne -zero, takie
sa wiec 1 wartosci calek: dolnej i gornej. Gdy funkcja jest calkowalna, to calki:
dolna i gérna sa sobie réwne i réwne calce Riemanna z tej funkcji. Mozna
wykazaé, ze jest to warunek rownowazny catkowalnosci.

(W tym celu sprawdza sie najpierw, ze dla dowolnego ciagu normalnego
podzialéw sumy dolne zmierzaja do calki dolnej, a gérne -do gérnej. Wowczas
z rownosci tych catek wyniknie catkowalno$é, dzieki twierdzeniu o 3 ciagach.
Otrzymujemy stad réwniez dos¢ wygodne kryterium dla f : [a,b] — R
Kryterium Riemanna: Funkcja f jest calkowalna na przedziale [a,b] wte-
dy i tylko wtedy, gdy réznice miedzy sumami: gérna i dolna dla odpowiednio
dobranego podzialu 7 tego odcinka sa dowolnie mate:

Vesodr S(f,7) — S(f,7) <e.

Dos¢ nietypowa postaé ma tzw. kryterium poréwnawcze calkowalno-
§ci: Jezeli funkcje f, g : [a,b] — R spelniaja dla dowolnych s,¢ € [a, b] nierdw-
noéci:

[f(s) = F@O)] < lg(s) —g(t)],
to z catkowalnosci funkcji g wynika catkowalnosé f. Wystarczy nawet, by byto
[f(s) = F(O] < lg1(s) = g1.(B)] + 1g92(s) — g2(£)|, dla pewnych g1, g2 € R[a,b].

Okazuje sie, ze przeszkoda w calkowalnosci jest nieciaglos¢ funkcji- a do-
kladniej, rozmiar zbioru B tych punktow, w ktérych funkcja jest nieciagta.
Kryterium Lebesgue’a calkowalno$ci w sensie Riemanna moéwi, ze gdy
f i [a,b] — R jest funkcja ograniczona, to f jest calkowalna wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego € > 0 zbiér B zawiera sie w sumie mnogoéciowej przeliczalnego
ciagu przedzialéw otwartych (o, 3,) takich, ze

k
Vien Y |Bn — an| <e.

n=1

(Ostatni warunek oznacza, ze zbiér B jest miary zero- por. definicja na str. E[)



2.3 Wilasnosci funkcji catkowalnych.

Twierdzenie 1. Funkcje catkowalne sq ograniczone.
Twierdzenie 2. Calkowalne sq: sumy, iloczyny i ilorazy (w przypadku nieze-
rowania sie mianownika) dowolnych dwu funkcji catkowalnych.

W szcezegdlnosei, zbidr R|a, b] funkeji catkowalnych na przedziale [a, b] wraz
z dzialaniami: dodawania funkcji i mnozenia funkcji przez stale -jest przestrze-
nia wektorowa. Sprawdzanie calkowalnosci iloczynu dwu funkcji catkowalnych
f1, f2 byloby trudne, gdyby$my nie mieli do dyspozycji kryterium poréwnaw-
czego oraz wiedzy o ograniczonosci kazdej funkcji catkowalnej. Wystarczy zapi-
sac | f1(s) f2(s) = f1(t) f2(0)] = | f1(s) f2(s) = f1(t) fa(s)+ f1(2) f2(s) — f1(8) f2 (1) ] <
|f1(s) = f1(8)[ M2 + | fa(s) — f2(t)| M2, gdzie M; = supy, 4 | f5].

Twierdzenie 3. Funkcje monotoniczne sq catkowalne.
Twierdzenie 4. Funkcje ciggle sq catkowalne.

(Zobaczmy, jak dwa ostatnie twierdzenia wynikaja z kryterium Riemanna: Np.
dla f niemalejacej warto$ci: najmniejsza oraz najwieksza na odcinku [t;—1,¢;], to
odpowiednio, f(t;—1) oraz f(t;), wiec réznica miedzy sumami: gérna i dolna -dla
danego podziaty, to liczba S, —S,, = Do ()= fti—1)) At < 6(ma) D20 (f(t5)—
fti—1)) = 0(mn)(f(tn) — f(to)) = 0(mn)(f(b) — f(a))- ta wartosé jest dowolnie malta
gdy () jest dostatecznie male.

W przypadku f ciagtej, zamiast szacowaé At przez §(7,), zauwazamy, ze S, =

;:1 flaj)Ajt , gdzie a; jest punktem, w ktérym f osiaga swoje minimum na prze-
dziale [t;_1,t;], za$ analogicznie, S, = Z;;l f(Bi)Ajt, gdzie B; € [tj—1,t5] sa ,punk-
tami maksimum” dla f na tych przedziatach [t;_1,t;]. Odleglo$é¢ zadnej z tych par
punktéw «;, 3; nie przekracza §(7,), wigc gdy $rednica podziatu jest dostatecznie
mala, to z warunku jednostajnej ciagtosci, bedziemy mieli |f(8;) — f(a;)]| < Ty
stad

B = 8, < DI1) = ft-0IAR < =5 oAt =
j=1 j=1

Z ostatniego twierdzenia wynika, dzigki weze$niejszym uwagom (z paragrafu
s, ze dla funkcji ciaglej f funkcja F' dana wzorem jest jej funkcja
pierwotna, czyli

a / " () dt = fla).

Dzigki temu, do obliczania wartosci catki oznaczonej mozemy uzyé wzoru
Newtona-Leibniza. Na przyklad, [ sinzdz = (—cos(m)) — (—cos(0)) = 2,
gdyz funkcja pierwotna dla sinx jest — cosz.

Nalezy podkreslié¢, ze catke oznaczona (Riemanna) definiujemy jedynie dla
funkcji okredlonych na calym domknigtym przedziale ograniczonym. Podobne-
go symbolu: f: f(t) dt bedziemy tez uzywali dla tzw. calek niewlasciwych (w
sytuacji, gdy albo jedna z wartosci a, b jest nieskonczona, lub w przypadku, gdy
f nie jest okreslona w ktéryms z koncéw przedziatu [a, b] (taki punkt nazwiemy
punktem niewltasciwym caltki niewlasciwej ff f(t)dt).

3 Zastosowanie calki oznaczonej

3.0.1 Miara Jordana

Czy da sie dokladnie zmierzyé pole dowolnego zbioru E C R? na plaszczyznie
R? okre§lajac miare zbioru E (oznaczmy te miare symbolem |E| ) np. w me-
trach kwadratowych, przyjmujac, ze kwadrat [0, 1] x [0, 1] ma miare 1?7 Intuicja
podpowiada, ze miara taka powinna spelnia¢ nastepujace postulaty:

e monotoniczno$é: By C Ey = |Ey| < |Es|
e (skoriczona) addytywnosé: gdy AN B =), to |[AU B| = |A| + | B]

e (warunek unormowania): |[a,b] X [¢,d]| = (b—a) - (d —¢)



Warunek unormowania méwi, ze miara prostokata jest iloczynem dlugosci
jego (2 kolejnych) bokéw. W R? odpowiedni postulat méwi, ze miara prosto-
padtoscianu = ,pole podstawy razy wysokosé¢”. Dla uproszczenia, pozostanmy
przy mierze powierzchniowej w R2.

Postulat addytywnos$ci wygodniej jest formulowaé w nastepujacej (réwno-
waznej) postaci: gdy cze$é wspdlna dwu zbioréw A i B jest miary zero, tzn.
gdy |[ANB| =0, to |AU B| = |A| + |B|. Taka sytuacja zachodzi np. dla pary
prostokatéw majacych roztaczne wnetrza, lecz wspdlny bok, lub wierzchotek.
Bez zalozenia o |E N F| mamy zawsze nier6wno$é |E U F| < |E| + |F|.

Na ogol nie mozna przedstawi¢ zbioru jako sumy skonczenie wielu
takich prostokatéw -przyktadem jest kolo, a nawet tréjkat. Mozemy wiec
podawaé przyblizenia miary zbioru F z niedomiarem -jako sumy pol prosto-
katéow o parami roztacznych wnetrzach, zawartych w E. Dzieki postulatom:
addytywnosci oraz monotonicznoéci, takie sumy beda mniejsze lub réwne od
|E|. Kres gorny takich ,,przyblizen z niedomiarem” definiowany jest jako miara
wewnetrzna zbioru E.

Powiemy, ze zbiory Ai,..., Ar pokrywajq zbior E, lub stanowiq pokrycie
zbioru E, gdy E C A1 U...UAg. Sumy pdl takich prostokatéw sa nie mniejsze,
niz miara zbioru E. Kres dolny sum miar prostokatéw pokrywajacych E, bra-
ny po wszystkich pokryciach, jest nazywany miarg zewnetrzng zbioru E. Jesli
miary: zewnetrzna i wewnetrzna sa jednakowe, to oznaczamy je symbolem |E| i
nazywamy miarg Jordana zbioru E. W przeciwnym wypadku zbior nazywamy
niemierzalnym (w sensie Jordana).

Uwaga Matematycy chetniej uzywaja wprowadzonej nieco pdzniej tzw. miary
Lebesgue’a zbioru E -wowczas zamiast skonczonych- uzywa sie pokry¢ przeliczalnych,
zbiory mierzalne w sensie Jordana beda tez mierzalne w sensie Lebesgue’a i wartosci
tych miar bedg wéwczas jednakowe, lecz nie na odwrét. Na przyktad, zbiér liczby wy-
miernych z odcinka [0,1] ma miar¢ wewnetrzna (zaréwno Jordana, jak i Lebesgue’a)
réwna zero, lecz jego zewnetrzna miara Jordana wynosi 1, jak mozna wykazaé. Jest
to wiec przykltad zbioru niemierzalnego. Jednak jest to zbiér mierzalny w sensie Le-
besgue’a, miary Lebesgue’a zero, podobnie, jak kazdy zbiér przeliczalny (dajacy sie
ustawi¢ w ciag).

Nie bedziemy definiowali miary Lebesgue’a dla dowolnych zbioréw, natomiast
warto okredli¢, kiedy taka miara zbioru E wynosi zero.

Definicja Zbiér E jest zbiorem miary Lebesgue’a zero, gdy

oo k
Ves03a, B C | ) A oraz Vien Y |An| <e.

n=1 n=1

Tu A, sg pewnymi przedzialami w przypadku £ C R, a w ,przypadku dwuwy-
miarowym” (E C R?) -maja to byé prostokaty (a w R*- prostopadtosciany).

Przytoczone wczeéniej kryterium Lebesgue’a méwi wiec, ze funkcja ograniczona
jest catkowalna w sensie Riemanna wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér jej punktow niecia-
glodci jest miary Lebesgue’a zero. Dodajmy, ze mierzalnoéé zbioru E C R? w sensie
Jordana jest rownowazna zerowaniu si¢ miary Lebesgue’a brzegu zbioru E.

3.1 Miara trapezu krzywoliniowego

Gdy f :[a,b] — [0, +00) jest funkecja nieujemna, ograniczona, to zbiér
E:={(z,y) €eR*:z € [a,8],0 <y < f()}

nazywamy trapezem krzywoliniowym. Gdy 7 = (to = a < t; < ... < t, = b)
jest podzialem odcinka [a,b] oraz m; = infy; , 4,) f,M; = supy,_ . f, to
[tj—1,t;]%x[0, m;] sa prostokatami o rozlacznych wnetrzach, zawartymi w zbiorze
E, za$ prostokaty [t;_1,t;] x [0, M;] tworza pokrycie E. Ich sumy pél sa réwne
odpowiednio: sumom dolnym oraz sumom gérnym dla calki Riemanna z f
zwiazanym z podzialem 7. Stad miara wewnetrzna E jest réwna calce dolnej
z f, za$ miara zewnetrzna (Jordana) -calce gérnej. Mierzalno$é E jest wigc
réwnowazna catkowalnosci f i woéwczas mamy



Wzér na pole trapezu krzywoliniowego:

b
B = / F(t) dt.

Gdy mamy dwie funkcje ¢,7 : [a,b] — R takie, ze Viepqp0(t) < 9(t), to
zbidr
G={(x,y) eR*:z € [a,}],¢(z) <y < Y(2)}
nazywamy obszarem normalnym wzgledem osi 0X (lub tez -trapezem krzy-
woliniowym) wyznaczonym przez te pare funkcji i podobnie jak dla ¢ = 0
zauwazamy, ze

G| = / ($(z) - §(z)) d.

3.2 Dtlugosé tuku krzywej

Zbiér punktéw postaci

v={1(t) = (z(t),y(¥)) : t € [a, 5]},

gdzie z,y : [o, 8] — R sa funkcjami ciagtymi, nazywamy krzywa w RZ. Pare
funkeji (x,y), czyli funkcje o wartoéciach wektorowych «(t), nazwiemy para-
metryzacja tej krzywej. (Kazda krzywa ma wiele parametryzacji, np. okrag o
promieniu R i o $rodku w poczatku ukladu wspélrzednych, ma parametryzacje:

v(t) = (Rcost, Rsint), t € [0, 27|

oraz

72(t) = (Rcos(2wt), Rsin(27t)), t € [0, 1],
jak réwniez

vs3(t) = (Rsint, Rcost), t € [0, 27].
Przy pierwszych dwu parametryzacjach, wraz ze wzrostem t, punkt porusza si¢
po okregu w kierunku przeciwnym do biegu wskazdéwek zegara (ten kierunek
przyjmujemy jako naturalny), za§ w trzecim przypadku -w kierunku zgodnym
z ruchem wskazéwek zegara. Mozna tez parameryzowaé okrag w sposob ” wielo-
krotny” -np. biorac v, (¢) t € [—6m, 67] -6-krotnie. Bedziemy na ogdl rozwazaéd
tzw. krzywe Jordana (czyt. ,,Zordana”), -gdzie jednakowe wartosci parametry-
zacji moga sie pojawi¢ jedynie na koncach przedziatu [a, 3].
Wykres funkcji ciaglej f : [a,b] — R jest krzywa (tu z(t) = t,y(t) = f(t))

Podzialowi 7 = (tp = o < t; < ... < t,, = () odcinka [a, 5] odpowiada
uklad punktéw v; = (2(¢;),y(t;)) na tej krzywej. Lamana przechodzaca kolej-
no przez punkty vo,7v1,...vn» nazwiemy tamana wpisang w krzywa. Wraz ze
wzrostem ,dokladnosci podzialu 7 (czyli wraz z maleniem jego $rednicy), te
lamane wpisane coraz dokladniej przyblizaja ksztalt naszej krzywej (w pew-
nym momencie nie sa rozroznialne dla naszego oka od krzywej- gdy jest ona
zaznaczona graficznie linia o jakiej$ dodatniej grubosci). Z nieréwnosci trojkata
wynika, ze dlugosé tamanej odpowiadajacej drobniejszemu od 7 podziatowi jest
wieksza, od dlugosci tamanej wyznaczonej punktami podziatu 7.

Definicja. Diugoscig £(v) tamanej v nazywamy kres gérny diugosci lama-
nych wpisanych w te krzywq. Gdy ta dlugosé jest skoriczona, krzywq nazwiemy
prostowalng.

Na przyklad, wykres funkeji f : [0,1] — [—1,1] takie]j, ze f(0) =0, f(¢) =
t sin %, 0 <t <1 jest krzywa, ktéra nie jest prostowalna. Tym niemniej, mamy
Twierdzenie. Kazda krzywa klasy C', czyli taka, Ze jej wspéirzedne majg po-
chodne ciggle (x',y" € Cla,b]) jest prostowalna, przy czym jej dlugos$é wynosi

b
()= [ VO O
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Szkic dowodu: Dla podzialu T punktami t; uzyliSmy oznaczen Aj;t :=t; —t;_1
(=przyrost argumentu). Niech Ajz = x(t;) — z(tj-1), Ajy = y(t;) — y(tj—1) -
oznaczaja odpowiednie przyrosty wartosci funkcji z, y. Z twierdzenia Pitagorasa, dtu-
goé¢ j-tego odcinka tamanej wpisanej w krzywa, wyznaczonej przez nasz podzial,
wynosi 4/ Ajx? + Ajy2. Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej (dla funkcji na
przedziale [t;_1,t;]), istnieje punkt poéredni o; € (t;-1,t;) taki, ze ¥’ (ay) = %, wiec

J
Ajz = 2'(a;)A t. Podobnie, Ajy = y'(3;)A;t dla pewnych punktéw 3; € (tj—1,t;).
Sumy dlugoéci odcinkéw naszej tamanej przyjmuja wiec postaé

> Asty/a ()2 +y(B;)?

Gdyby bylo a;j = 5, mielibySmy dokladnie sumy catkowe dla calki z naszego wzoru.
Aby wiec zakonczyé dowdd, wystarczy, korzystajac z jednostajnej cigglosci funkeji
cigglych na przedziatach domknietych, wykazaé, ze réznice miedzy sumami
Zj Ajty/x'(a;)? 4+ y'(B;)? oraz sumami Zj Ajty/x'(a;)? 4+ vy’ (a)? zmierzaja do ze-
ra wraz ze zmierzaniem do zera Srednicy podzialu 7. Detale tego fragmentu dowodu
pominmy.

W szczegdlnoscei, dlugosé linii wykresu dla f : [a,b] — R, czyli krzywej

{(t, f(£)) : t € [a,b]}, to liczba [ /T + (F(1))2 dt.

3.3 Objetos¢ bryly obrotowej
Jedli wykres funkcji f : [a,b] — [0, +00) bedziemy obracaé¢ w R* dookota osi
0X, otrzymamy zbidr

Q:={(2,y,2) ER® .z € [a,b],y* + 22 < (f(2))?}.
Przekrojami tej bryly plaszczyznami {(z,vy, 2z) : © = x¢} réwnoleglymi do 0Y' Z
sa kota o érodku w zerze, promieniu f2(z¢). Przyblizenia z niedomiarem obje-
todci |Q] otrzymamy sumujac objetosci walcéw

{(z,y,2) €R®:w € [tj1,t5],9% +2° <mJ},

czyli sumujac liczby Ajtﬂ'mi, gdzie m; sa, jak w przypadku obliczen dla trape-
z6w krzywoliniowych, wartosciami najmniejszymi f na przedzialach [t;_1,¢;].
Przyblizenia z nadmiarem otrzymamy biorac walce opisane na j-tych fragmen-

tach zbioru . Ich sumy objetosci daja calke gérng z funkeji «(f(z))2. Stad
wynika, ze w przypadku f € R[a,b] mamy

b
Q) =n / (f(2))? da.

3.4 Pole powierzchni obrotowej

Powierzchnie obrotowa
S={(z,y,2) €R®:x € [a,b], 9% + 2% = (f(2))*}

przyblizamy odcinkami powierzchni bocznej stozka, otrzymujac wzér

b
1] = 2 / F@)VIF (P2 dr.

4 Calki niewlasciwe

Calki Riemanna definiujemy jedynie dla funkcji okreslonych na (calych) prze-
dziatach domknietych i ograniczonych, powiedzmy [a,b]. Funkcja catkowalna
musi by¢, jak wiemy, tez ograniczona. W pozostalych przypadkach (gdy albo
jeden z koncéw przedziatu -np. b jest nieskonczony, albo gdy f ma w punkcie
b € R asymptote pionowa) moze si¢ zdarzy¢, ze f bedzie jednak calkowalna
na wszystkich przedziatach typu [a, 8] V8 < b. (Tak bedzie np. w najczesciej
rozwazanym przypadku, gdy f € Cla,b).) Przy tego typu zalozeniu mozemy
przyja¢ nastepujaca definicje:

11



4.1 Definicja calki niewlasciwej

/ab J(t)dt = lim /j F(t) dt.

W tym przypadku méwimy, ze b jest punktem niewlasciwym, lub ,calka jest
niewtasciwa w punkcie b”.

Ten zapis ma charakter formalny -granica moze istnie¢ i by¢ liczba, skon-
czong (wéwezas méwimy, ze nasza calka niewla$ciwa jest zbieina), badZ nie. W
tym drugim przypadku (lub gdy granica jest nieskonczona) -méwimy, ze calka
niewla$ciwa jest rozbiezna. Analogicznie, gdy V,~, mamy catkowalnosé: f €
Ra, b], definiujemy f; f(®)dt = lim,_ .+ f(¢t) dt, wtedy a (lewy koniec prze-
dzialu) jest punktem niewlasciwym. Punkt niewlasciwy moze si¢ réwniez po-
jawi¢ wewnatrz przedzialu calkowania, np. niech bedzie to punkt ¢ € (a,b).
Wtedy wystarczy przyjaé

/abf(t)dt:/acf(t)dt+/cbf(t)dt.

(Sktadniki po prawej stronie réwnosci sa juz catkami z puktem niewlasciwym
na krancu odcinka- drogi calkowania.)
Uwaga 1: Mamy tu do czynienia z sumg dwu granic. Na przyklad,

“+o0 0 K
/ h(t)dt = lim / h(t)dt + lim h(t) dt.
— 0 n——00 n K— 400 0

Podobnie,

A
lim / ——dx + lim
-1

| |
——dx = /—dz.
/4 vzl p—0- V| a=0"Jo +/|z]

Zamienienie tego typu wyrazen na granice z punktami zmierzajacymi syme-
trycznie do granic catkowania da zupelnie inne pojecie -tzw. wartosci glownej
(ang. principal value) calki niewlasciwej, oznaczanej przez umieszczenie skrétu
P.V. przed znakiem catki. Tak wiec -na przyktad,

M

+oo
P.V. t)dt = 1li t)dt
| ewd= jim [ g

co moze dawaé warto$é skoniczona (0 w przypadku g nieparzystej) nawet dla
funkgcji, dla ktorych catka fOJrOO nie istnieje. Podobnie,

L €1 1
P.V./ Zdt = lim (/ fdt+/ —dt) =0,
1t e—0+" [ 1 ¢ e T

cho¢ calka niewlasciwa z tej funkcji jest rozbiezna. Tym niemniej, takie catki
odgrywaja wazna role zarowno w zastosowaniach w fizyce, jak i w teorii funkcji
zmiennej zespolonej, ktora dostarcza bardzo efektywnych metod liczenia calek.
Gdy istnieje ,zwykla calka niewlasciwa”’, to calka w sensie wartosci gléwnej
tez istnieje i te calki sa takie same.

Cwiczenie: W naszej definicji calki niewlaéciwej nie wykluczaliémy sy-
tuacji, gdy funkcja jest calkowalna w sensie Riemanna na calym przedziale.
Prosze sprawdzi¢, ze w takim wypadku caltki: zwykta i niewtasciwa sa rowne.

4.2 Warunek Cauchy’ego zbieznosci

Sprawdzanie na podstawie definicji, czy ciag liczbowy (z,) jest zbiezny do
pewnej granicy skonczonej, lub czy istnieje granica funkcji -wymaga badania
odleglosci miedzy wyrazami ciagu (lub wartosciami funkeji w pewnych punk-
tach) a ta liczba, ktéra ma by¢ granica, czyli musimy znaé¢ warto$¢ tej granicy.
Jedli interesuje nas tylko zbieznoé¢, a wartosci granicy nie znamy, musimy uzy¢
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innej metody. W przypadku ciagdéw (funkeji) monotonicznych -wystarczy ogra-
niczono$é, aby ciag byl zbiezny (lub by funkcja miala granice 1-stronne). Ale
w wiekszosci przypadkéw takiej monotonicznosdci nie mozemy zaktadaé. Wow-
czas bardzo uzyteczny jest tzw. warunek Cauchy’ego. Jak wiemy, dla ciagéw
taki warunek jest rownowazny istnieniu granicy skonczonej, czyli zbieznosci.
Przypomnijmy ten warunek (z I semestru):

VesoImenVnken (n > M, k> M) — |z, — x| <e.

Dla istnienia skoficzonej granicy funkcji, np. granicy lewostronnej, limg_,;,- F(3)
funkcji F: D — R warunkiem koniecznym i wystarczajacym jest, by

Ves03y<tVa,pep (7 <a<by<pB<b) = |Fla) - F(B)| <e. (12)

Dodatkowe zalozenie: o < ( nie zmniejsza ogdlnoéci, a jest wygodne.

Warunek implikuje zachodzenie jego ciagowego odpowiednika dla wszystkich
ciagdw a., zbieznych do b o wartoéciach mniejszych od b (nalezacych do dziedziny:
D). Z twierdzenia Cauchy’ego dla ciagdéw otrzymamy istnienie granicy skoniczonej dla
kazdego z ciagéw o wyrazach F(an). Latwo wykazaé, ze jest to jednakowa warto$é
(powiedzmy, g) dla wszystkich takich ciagéw (., ), wigc warunek Heinego implikuje
relacje g = limg_,— F'(53).

Dla ciggéw z warunku Cauchy’ego -wnioskujemy ograniczonos$é. Faktycznie, do-
bierajagc M dla € = 1 mamy -poza zbiorem {z1,...,zn} skoficzonym, wiec ogra-
niczonym -ograniczenie |z; — za| < 1, wige |z;| < |zam|+ 1 dla j > M. Na mocy
twierdzenia Bolzano-Weierstrassa, pewien podciag (zn, ) ciagu (z,) jest wiec zbiezny
do jakiej$ granicy g € R. Teraz dla dowolnie ustalonego € > 0 dobieram M jak w
warunku Cauchy’ego. Dzigki zbieznosci naszego podciggu znajdziemy ny, > M takie,
by |zn, —g| < e Aledla j > M jest |x; — xn, | < €, wiec zastosowanie nieréwnosci
trojkata dla |z; — g| = |z; — zn, + @n, — g| pozwoli oszacowaé |z; — g| przez 2e dla
j > M, dowodzac zbieznosci.

Na odwrét, gdy g = limg_,— F(8), to zachodzi warunek Cauchy’ego. Istotnie,
z definicji granicy, Ves03y<sVacp v < a < b = |F(a) — g| < e. Analogicznie jest
dla 8 € (v,b) N D, wiec nier6wnos¢ trojkata dla takich a, 8 daje |F(a) — F(8)| <
|F(e) — gl + g — F(B)] < 2e.

Stosujac warunek Cauchy’ego dla F(z) := faz f(t) dt oraz fakt, ze dla o < 3
jest |F(B) — F(a)| = |ff f(¢t) dt|, otrzymujemy nastepujacy:

Whiosek (Kryterium Cauchy’ego zbieznosci catki niewlasciwej):
Calka niewlasciwa (w punkcie b) jest zbiezna wtedy i tylko wtedy, gdy

B
Voo 03y <tVagen(y < a< B <b) = | / F(t)dt| < e (13)

[0

4.3 Kryterium poréwnawcze

Kryterium to sformulujemy w przypadku, gdy gérna granica calkowania jest
punktem niewlasciwym. Zakladamy, jak zwykle, ze f : [a,b) — R, przy czym
Vs € (a,b)f € Rla, f]. Analogiczne zalozenia dotycza drugiej funkcji: g
Twierdzenie. (KRYTERIUM POROWNAWCZE) Gdy funkcja g majoryzuje
[ w tym sensie, Ze Viciap|f(t)| < g(t), a ponadto catka niewladciwa ffg(t) dt

jest zbiezna, to zbiezna bedzie réwniez calka f: f@t)dt.

Dla uzasadnienia tego kryterium wystarczy sprawdzi¢ warunek Cauchy’ego
dla f. Wykorzystamy tu fakt, iz taki warunek spetnia funkcja g. Z ,catkowej nieréw-
nosci tréjkata”, (a nastepnie z zaktadanej majoryzacji: |f| < g, mamy dla a < 3 < b

oszacowania:
B B 8
| / ftydi] < / (0 de < / l9(0)] d.

Ostatnia catka bedzie dowolnie mata (< €) dla a dostatecznie bliskich b, czyli dla
v < a < b przy odpowiednio dobranym ~y.

Na przyklad, floo % dx jest zbiezna, bo modul funkcji podcal-

kowej jest nie wiekszy od funkcji :%2’ ktorej catka floo jest zbiezna (réwna
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limps— 4o (—77 — (—1)) = 1. Badanie zbieznoci pierwszej calki w sposéb bez-

posredni jest wrecz niewykonalne (nie znajdziemy funkcji pierwotnej). Idea
oszacowan ulamkéw polega na oszacowaniu od géry modutu licznika (tu przez
1) i oszacowaniu od dolu mianownika, ale tak, by otrzymaé¢ w wyniku caltke
zbiezna.

Dla pewnych funkcji catka niewtasciwa moze by¢ zbiezna, chociaz kryterium
poréwnawcze nie moze by¢ stosowane, gdyz caltka z modutu funkcji podcatkowej
juz jest rozbiezna, a tym bardziej, catka z dowolnej majoranty.

Calka z modulu jest rozbiezna gdy np. | f(t)| = 1,t € [1,+00). Jedli f(t) = +

¢
dla t € [2k — 1,2k),k € N oraz f(t) = —+ dla t € [2k, 2k + 1), mozna wykazaé

zbieznodé calki 1+°o f () dt, podezas gdy f1+oo |f(t)|dt = +oo. Podobnie jest
w przypadku f(t) = %
W obu przypadkach nalezy skorzystaé¢ z tzw. kryterium Dirichleta: (nie
jest ono dla Panstwa obowiazkowe. Sformulujemy je dla f : [a, +00) — R:)
Twierdzenie Jesli funkcja ¢ ma calki ograniczone: sup{| faM o(t)dt], M < oo} <
+o00, zas 1 jest funkcja monotonicza, zmierzajaca do zera: lima— 400 ¥ (t) = 0, to
caltka niewtasciwa f:oo @(t)1(¢) dt jest zbiezna.

5 Rachunek ré6zniczkowy wielu zmiennych -wstep

Dla funkcji dwu (i analogicznie, w przypadku wigkszej ilogci) zmiennych pod-
stawowa metoda analizy jest ustalenie jednej ze zmiennych. Na przyklad,
badajac zachowanie sie funkcji f [zmiennych (z,y) w punkcie o wspélrzednych
(7,3)], mozemy rozwazaé¢ dwie funkcje jednej zmiennej: f(x,3) -jako funkcje
zmiennej z oraz f(7,y)- funkcje zmiennej y. Matematycy czesto uzywaja zapi-
su bezargumentowego (np. wolimy méwié o funkcjach: sin, arc cos, In, exp, niz o
" funkcjach sin(¢), arc cos(x), In(t), exp(z)” -bo ten ostatni zapis przedstawia w
zasadzie wartosci danych funkcji w konkretnych punktach: ¢, z,t, z. Dla funk-
cji 2 zmiennych uzywa sie zapisu, w ktérym ,aktywna zmienng’ zastepujemy
przez kropke. Dlatego w wielu tekstach mozna spotkaé oznaczenie f(xzg, ), ktd-
re przedstawia funkcje od drugiej zmiennej (z pierwsza zmienng ustalona na
wartosci & = xp).

Jesli, na przyklad, ustalimy druga zmienna (np. y = 3) w funkeji f(z,y) =
x¥, to otrzymamy funkcje potegowa: f(x,3) = 3. Ustalenie pierwszej zmiennej
da funkcje wykladnicza -np. dla © = 7 otrzymamy f(7,y) = 7Y, co mozna tez
wyrazi¢ jako In 7 exp(y). Mozna wiec w tym przypadku zapisaé¢ bezargumento-
wo: f(7,) =In7exp(:), lub nawet f(7,-) =In7exp.

Gdy f : R? — R jest funkcja liniowa, to dla pewnych statych A, B mamy
f(z,y) = Az + By. (Po prostu, A = f(1,0), B = f(0,1).) Wéwczas ustalajac
x = xo otrzymamy funkcje f(xg,y) = Axo + By, ktéra bedzie tzw. funkcja
afiniczna (jej wykresem jest linia prosta), ale nie bedzie to funkcja liniowa
zmiennej y, jezeli Azg # 0. Odwzorowanie F : R? — RF nazwiemy odwzorowa-
niem dwuliniowym, gdy Vzo,yo € R odwzorowania 1 zmiennej powstale przez
ustalenie pozostalych zmiennych, czyli odwzorowania: F(xg,y) (zmiennej y)
oraz F(z,y0) (zmiennej x) sa liniowe.

Takie odwzorowanie ma postaé¢ F(z,y) = xyw dla pewnego wektora w z
przestrzeni R”.

W przypadku funkcji n zmiennych -bedziemy ustala¢ n — 1 zmiennych i
otrzymamy w ten sposéb n funkcji zaleznych od 1 zmiennej. Gdy wszystkie
te funkcje sa ciaglte w danym punkcie (doktadniej, w odpowiednich wspélrzed-
nych tego punktu, bedziemy mowili, ze f jest ciggla ze wzgledu na kazdg ze
zmiennych z osobna. Mozemy oblicza¢ pochodne z takich funkcji, otrzymujac
tzw. ,pochodne czastkowe” f.

5.1 Pochodne czgstkowe

Jesli funkcja f(xzo, -) jest rézniczkowalna (czyli ma pochodna) wzgledem drugiej
zmiennej (oznaczonej tu przez kropke), to wartosé takiej pochodnej w punkcie
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Yo nazwiemy pochodng czastkowa z funkcji f ze wzgledu na druga zmienna w
punkcie (zg, yo) 1 oznaczymy ja symbolem a%f(xo, Yo) albo g—?’;(x(h Yo). Czasami
wygodniejszy bywa zapis

0 0
@f(xay)|(r,y):(ro,yo) lub @f(xvy)l(zo,yo)~

Bardziej skrétowa wersja, to oznaczenie f.(xo, o), lub nawet f,(zo,yo) na
symbol %(mo, yo). Tak wiec nasza definicje mozemy zapisaé¢ nastepujaco:

0 k) —
afyf(xo,yo) _ ;113}) f(xo,yo0 + ]Z f(5007y0). (14)

Analogicznie, pochodna czastkowa wzgledem x w danym punkcie, to

3 IRT f($0+h7y0) _f(xOvyO)
gf(xo,yo) = }LIH}) h :

Dotychczas pisaliSmy xq, yo -by oznaczyé w sposéb szczegdlny te ustalone
wartosci, ale réwnie dobrze mozemy nie uzywac¢ dolnego indeksu -tak bedzie w
nastepnych przykladach, czy zadaniach. Na przyklad, dla

fz,y) = z* + 2%y + zy® + 6y + 132

mamy a%f(x,y) = 42 + 322y + 2, za$ (%f(z,y) = 23 + 22y + 6. Z kolei,
2 (av) = yav L, 8%(363’) = 2¥Inz. Podobnie, %(Ax + By + Cxy) = B+ Cx.

Przyrostem funkcji (lub przyrostem wartosci funkcji) f : D — R miedzy
punktami P, Q) € D nazwiemy réznice wartosci f w tych punktach, czyli liczbe

Af = f(P) = f(Q)

Gdy punkty P,Q réznig sie tylko jedna ze wspélrzednych (np. ), to méwi-
my o przyroécie f ze wzgledu na te zmienna, lub o przyroécie czesciowym.
Mozemy przyrost f ze wzgledu na zmienng x oznaczyé¢ A, f. Zapis ten nie
jest precyzyjny, (nie zawiera informacji o punktach P, Q), ale dosé sugestyw-
ny. Na przyklad, % = lima, 0 isz (dla uproszczenia rozpatrujemy funkcje
dwu zmiennych: (x,y)) w tym przypadku P = Q + (Az,0) -suma wektoréw w
R2). W przeciwnym (a raczej - w ogélnym) przypadku méwimy o przyroscie
calkowitym. Podobnie,jak dla jednej zmiennej, stowo ,,przyrost” ma znaczenie
formalne- moze by¢ Az < 0.

Prostym, lecz bardzo waznym narzedziem jest mozliwosé wyrazenia przyro-
stu catkowitego jako sumy przyrostéw wzgledem poszczegdlnych (tu 2) zmien-
nych:

f(x1,y1) = f(wo,y0) = (f(z1,91) + f(@0,y1)) — (f(20,91) — f(20,%0))s

co nieformalnie mozemy zapisa¢ w postaci

Af=DAf+A,f.

(Dla funkcji n zmiennych Af jest suma 2?21 Az, f.)

Stosujac do funkcji f(xo, ) zaleznej od 1 zmiennej y twierdzenie Lagrange’a
o wartosci $redniej, otrzymujemy nastepujacy

Lemat o przyrostach Gdy dla ustalonej wartosci xo funkcja f ma pochod-
ne czgstkowe %f(zo, y) dla wszystkich y € [yo,v1], to istnieje yg € (yo,y1) taki
punkt posredni miedzy yo oraz yi, Ze

f(xo,y1) = f(wo,y0) + (y1 — yo)%f(fo,yﬁ),

czyli 5
Ayf = (Ay)afyf(:co,yﬁ)-
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Podobnie, przyrost catkowity wyrazi sie wzorem (@, ktory podajemy ponizej
Punkt posredni wygodnie bedzie zapisywaé¢ w postaci

Yz = yo+B(¥1—yo) = yo+BAY, gdzie [ jest pewnym punktem z odcinka (0,1).

Na przyktad, yp = %(yl + o) jest punktem na $rodku odcinka laczacego yo, y1.
Zaleta tego zapisu jest mozliwo$¢ jego stosowania niezaleznie od tego, czy yo <
Y1, czy tez y1 < yo.

Jesli zalozymy istnienie obydwu pochodnych czastkowych (tu oznaczanych
jako f1, féw wigkszym zbiorze, to otrzymamy nastepujace uogdlnienie tego le-
matu wynikajace z rozpisania ,,przyrostu catkowitego” funkcji f w postaci sumy
przyrostow wzgledem poszczegdlnych zmiennych i z zastosowania naszego le-
matu do kazdego ze skladnikéw. Przyrost catkowity, Af := f(x1,y1)— f (0, ¥o)
jest dany wzorem

Af = (21 —20) fr (w0 + a1 — 20), 1) + (Y1 — vo) £ (x0, yo + B(yr —vo)) (15)

dla pewnych «, 8 € (0,1). Ze wzoru tego wkrétce skorzystamy.

5.2 Przyklad negatywny

Niestety, metoda ustalania zmiennych nie jest do konca skuteczna -przynajmniej
bedziemy musieli zbadaé¢, w jakich sytuacjach mozemy ja stosowaé. Gdyby bo-
wiem przyjac, ze rézniczkowalno$¢ oznacza jedynie istnienie pochodnych czast-
kowych w kazdym punkcie, to okaze sie, ze ztozenie takich funkcji nie musi by¢
rozniczkowalne, a nawet ciagte! Oto przyktad:

Niech h(z,y) = % gdy = # 0 lub y # 0. Jedli okreslimy h(0,0) = 0, to
otrzymamy funkcje na plaszczyznie R?, ktéra jest ciagla wzgledem kazdej ze
zmiennych z osobna oraz ma pochodne czastkowe w kazdym punkcie. W punkcie
(0,0) pochodnych czastkowych nie liczymy ze wzoru na pochodng ilorazu (tak
mozemy postapi¢ w innych punktach), lecz z definicji. Poniewaz h(0,y) =0 =
h(x,0)Vy,y, bez problemu zauwazamy, ze h,(0,0) = hy(0,0) = 0.

Jesli teraz z,y : R — R sa funkcjami rézniczkowalnymi 1 zmiennej ¢, to
mozemy utworzyé funkcje zlozona: g(t) = h(z(t),y(t)), ¢ : R — R. Mozna
si¢ spodziewad, ze zlozenie funkcji rézniczkowalnych bedzie, jak w przypadku
jednej zmiennej, funkcja rézniczkowalna. Ale dla ,bardzo porzadnych funkcji”
x(t) = t = y(t) nasze zlozenie nie bedzie nawet funkcja ciagta! g(t) = h(t,t) =
dla ¢t # 0. natomiast dla ¢t = 0 bedzie g(0) = 0.

Gdyby natomiast w liczniku utamka zamiast zy umieécié 22, otrzymamy
funkcje ciagla (def. ponizej), majaca w kazdym punkcie wszystkie pochodne

I3

czastkowe. Tym razem definiujemy ¢(z,y) = 7 boza punkem (0,0) i z

nieréwnosci |¢(z,y)| < v/2? + y? wynika, ze granica w zerze ¢ istnieje i jest
réwna zero. Teraz ¢/,(0,0) = 1,4,(0,0) = 0, dla z(t) = ¢t = y(t) pochodna
zlozenia: ¢(t,t) = %t wzgledem t, réwna %, nie daje sie¢ wyrazi¢ wzorem ,
ktéry bedzie obowiazywal w , przypadku regularnym”. To oznacza, ze musimy
wprowadzi¢ inna definicje rézniczkowalnoéci dla funkcji wielu zmiennych. W
tym celu bedzie niezbedne pojecie granicy funkcji w punkcie, a takze pojecie
cigglosci. Okaze sig, ze zalozenie ciaglosci pochodnych czastkowych funkcji f
pozwoli na otrzymanie wspomnianego przed chwilg wzoru:

1
2

%f(m(t%y(t)) = fo(@(t),y(0)z"(t) + f((8), y(1)y' (). (16)

5.3 Dtugosé wektora, odlegtosé punktow

Przestrzenie R? oraz R? sg przykladami przestrzeni wektorowych. Elementy
przestrzeni wektorowej, nazywane wektorami, mozna dodawaé, mnozy¢ przez
skalary (liczby rzeczywiste, lub zespolone -w przypadku przestrzeni wektoro-
wych nad cialem C liczb zespolonych). Te dwa dzialania maja spelniaé¢ odpo-
wiednie aksjomaty algebraiczne (np. rozdzielno$é dodawania wektordéw wzgl.
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mnozenia, taczno$é mnozenia skalara przez wektor: (ab)w = a(bw)). (Dla od-
réznienia skalaréw od wektoréw bedziemy czesto te ostatnie oznaczaé ttustym
drukiem. Sa tez inne sposoby, np. mniej wygodne- umieszcznie strzalki nad
wektorem: .

Suma wektoréw w = (z,y,z) oraz w’ = (2',9',2') w przestrzeni R? jest
w4w’ = (z+ 2,y + ¢,z + 2’). Dla skalara a € R mamy aw = (az, ay, az).
Iloczyn skalarny w - w’ = za’ + yy' + 22’

UWAGA! Czasami iloczyn skalarny oznaczany jest symbolem wow?’, lecz pro-
wadzi to do mylenia z operacja zlozenia dwu funkcji! W pewnych sytuacjach
uzycie symbolu - jest niewskazane, wtedy proponuje iloczyn skalarny oznaczaé
albo symbolem w e w’, albo (w, w’). Ten ostatni zapis jest szczegdlnie korzyst-
ny w przestrzeniach wektorowych, ktérych elementami sg funkcje. Wéwczas
symbol - sugeruje raczej iloczyn dwu funkcji. Tymczasem iloczyn skalarny np.
dla funkcji u,w € Cla, b] o wartosciach rzeczywistych definiujemy najczescie;
wzorem (u, w) = f:u(t)w(t) dt.

Definicja normy. Jezeli dla kazdego wektora w przestrzeni wektorowej X jest
okreslona liczba ||w||, zwana normg (lub diugoscig) wektora w taka, ze

o w#0=|w| >0 (warunek dodatniosci),
o |law| = |o|||W]|| (warunek jednorodnosci normy),
o ||w+ V| < ||w|| + ||v| (nieréwnosé tréjkgta dla normy),

to méwimy, ze para (X, || ||) jest przestrzeniq unormowang. Punkty w R? lub
R3 traktowaé mozemy jako wektory zaczepione w poczatku uktadu. Podobnie,
elementy przestrzeni wektorowej mozemy nazywaé zaréwno punktami, jak i
wektorami.

Definicja odlegloéci punktéw. Dla punktéw w,v danej przestrzeni unor-
mowanej (X, || ||) ich odlegloscig nazywamy liczbe d(w,v) := ||[w—v|, czyli dlu-
goéé laczacego je wektora. Odlegloécig euklidesowa w R3 nazwiemy odleglosé
zdefiniowana przez tzw. norme euklidesowa:

I,y )l = Va? +y* + 22

Analogicznie definiujemy norme i odlegtosé euklidesowe w R? (pomijajac trzecia
wspOlrzedna). W dowolnej przestrzeni wektorowej X, w ktorej okreslony jest
iloczyn skalarny, w - v, mozemy okresli¢ norme euklidesowa jako

(|[w] :== vw - w.

Przypomnijmy, ze iloczyn skalarny ma by¢ symetryczny, liniowy wzgledem
kazdej zmiennej z osobna oraz dodatnio okreslony: Ve x\ {0} W - w > 0.

Pierwszy z warunkéw z definicji normy wynika wtasnie z tej dodatniej okre-
§lonoéci. Ponadto (aw) - (aw) = |a|*w - w, skad po spierwiastkowaniu stro-
nami otrzymamy warunek jednorodnosci normy. Jedyny nieoczywisty jest w
sprawdzaniu warunek nieréwnosci trojkata. Tu trzeba skorzystaé¢ z dwuliniowo-
Sci iloczynu skalarnego. Wystarczy sprawdzié¢ nierownosé tréjkata podniesiong
stronami do kwadratu, gdyz norma jest nieujemna. Czyli mamy wykazaé, ze

[wull* < [[wlf* + 2/|wl|[[u] + .

Lewa strona tej nieréwnosci, dzieki dwuliniowoéci oraz symetrii, jest réwna
(wHu):- (w+u) = w-w+w-ut+u-w+u-u=|w|?+2w-u+ |ul?
Poréwnujac stronami widzimy, ze wystarczy wiedzieé, ze zachodzi nastepujaca
nieréwno$é¢ (dla dowolnej pary wektoréw):
Nieréwnos¢ Cauchy’ego-Buniakowskiego-Schwarza: |w - u| < ||w|| |[u]|.
Jej dowdd mozna uzyskaé z dwuliniowosci i nieujemnosci: funkcja ¢(t) zmien-
nej t okreglona wzorem ¢(t) := (w+tu)-(w+tu) = ||w||?>+2tu - u+t2||u||?, jako
stale nieujemny tréjmian kwadratowy (wzgledem ¢) ma wyr6znik niedodatni:
ten wyréznik, to 4(w - u)? — 4||wl|?||u|?. Pierwiastkujac stronami otrzymana
nieréwnoséé: 4(w - u)? < 4||wl|?||ul|?, dzielac stronami przez 2, otrzymamy teze.
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Crasami wygodnie jest uzywaé innych norm, np. ||(z,y, 2)||1 := |z|+|y|+|2]
—normy, ktéra definiuje tzw. odleglosé takséwkowq, d;. W przypadku 2 zmien-
nych nazwe mozna uzasadni¢ mierzac odlegto$¢ miedzy dwoma punktami na
ulicach miasta, ktére sa wzajemnie rownolegle badz prostopadle. Odleglosé,
to minimalna droga, jaka musimy przeby¢ z jednego punktu do drugiego jadac
takséwka, ktoéra nie moze przeciez jechaé na przelaj (po przekatnej prostokata),
tylko musi poruszaé sie wzdluz sieci ulic.

Jeszcze inna norme otrzymamy, biorac ||(x,y,2)|e, Oznaczane tez jako
Iz, y, 2)||max, réwne najwiekszej sposrdéd wartosci moduldéw wspdlrzednych,
(@3> 2)lloo 1= max{e], [yl ]2I}. Wowezas

dmax((xaya Z)a (m/aylv Z/)) = max{|x - Z‘/‘, ‘y - y/|a |Z - Z/|}

W przypadku jednowymiarowym (X = R), wszystkie te normy sg réwne mo-
dulowi liczby. W niektérych podrecznikach norme euklidesowa w R? oznacza
sie tez pojedynczymi kreskami (jak modul), piszac |w| zamiast ||w]|.

W przestrzeni unormowanej definiujemy kule (otwarta) o sSrodku w punkcie
ug i o promieniu R > 0 jako zbiér

B(up,R) :={w e X : ||lw—u < R}.

Uzywamy tez oznaczen B(ug, R) := {w € X : ||[w — ug|| < R} -dla kuli
domknietej oraz dB(ug, R) := {w € X : ||[w —ug|| = R} -dla sfery o promieniu
R i srodku w ug.

Definicja Méwimy, ze zbior A C X jest otoczeniem punktu ug, gdy zawiera
on pewna kule o srodku ug, czyli gdy istnieje R > 0 takie, ze zachodzi impli-
kacja: (w € X, ||w-ug|| < R) = w € A. Zbidr, ktéry jest otoczeniem kazdego
ze swoich punktow nazywamy zbiorem otwartym.

(Na wykladzie pokazalem, jak uzywajac nieréwnosci tréjkata sprawdzié, ze
dowolna kula B(ug, R) jest zbiorem otwartym.)

Méwimy, ze punkt vy jest punktem brzegowym dla zbioru £ C X, co za-
pisujemy jako warunek vg € OF, gdy ani zbiér E, ani jego dopelnienie (czyli
zbiér X\ F') nie sa otoczeniami tego punktu. Jest to réwnowazne nastepujacemu
warunkowi: Vr > 03wegIver||w — vol| <7, ||V — vl <.

Brzegiem zbioru F nazywamy zbiér OF wszystkich jego punktéw brzego-
wych.

Na wykladzie sprawdzamy, ze wczesniejsze oznaczenie 0B (ug, R) dla sfery
jest zgodne z obecnym okresleniem- czyli brzegiem kuli jest sfera (o takich
samych: $rodku i promieniu), a kazdy punkt z kuli otwartej jest jej punktem
wewnetrznym.

Punkt vy nazwiemy punktem skupienia zbioru E, gdy kazda kula o $rodku
w tym punkcie zawiera jakie$ punkty za zbioru E rézne od vy. (Wéwczas musi
ona zawiera¢ nieskoficzenie wiele takich punktéw.)

Na koniec, mozemy zdefiniowaé, co znaczy, ze ciag wektoréw w, w prze-
strzeni unormowanej jest zbiezny do pewnego wektora wy:

limw, =wy (lub w, —>wy) <& |w,—wo|—0 przy n— oo.

W przestrzeni euklidesowej R? dla w,, = (Zny Yn, 2n) taka zbieznosé zacho-
dzi wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiednie zbieznosci zachodza dla kazdej ze
wspélrzednych: z,, — o, yn — vo, 2n — 20.

5.4 Granice i cigglo$¢ funkcji wielu zmiennych

Gdy v jest punktem skupienia dziedziny D funkcji f : D — R, to granica tej
funkcji w punkcie vy nazwiemy taka liczbe ~, ze

Ves0ds >0 (0 < |lw—vo|| <d,we D)= |f(w) —7|<e.
Wowczas piszemy

v= lim f(w).

WHVQ
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Analogiczna jest definicja granicy odwzorowania F : D — R*, nalezy jedy-
nie zastapié | f(w) — | przez ||F(w) —7||. Odwzorowanie F' o wartoéciach w R”
traktujemy jako zestawienie k funkcji f1, ..., fx o wartosciach skalarnych, czyli
F(x) = (f1(x), fa(x),..., fx(x)). Przypadek k > 1 nie jest wcale trudniejszy
od przypadku k£ = 1, bo granice z odwzorowania F' mozemy liczy¢ dla kazdej z
wfunkeji wspélrzednych” f;. Mamy bowiem (dos$é¢ prosty w dowodzie) lemat:
Lemat (O zBIEZNOSCI PO WSPOLRZEDNYCH) Gdy g = (g1, ..., 9x) € R*, to

g = Xhﬁrr)}:0 F(x) & Vigk gj = xlggl(o fi(x).

Méwimy, ze funkcja f : D — R jest ciagla w punkcie vy € D, gdy albo vq
nie jest punktem skupienia jej dziedziny, albo

i fw) = £(vo)

Analogicznie mozna okresli¢ ciaglos¢ odwzorowania F' o warto$ciach wekto-
rowych. Warunek ciagloéci (np. dla F) mozna w sposéb réwnowazny zapisaé
tak:

Ves03s > 0 (W —voll <é,w € D) = [|[F(w) — F(vo)|| <e.

Definicje granicy oraz ciggtosci mozna w sposéb réwnowazny wyrazi¢ uzy-
wajac ciagéw (warunki Heinego):

VZWILH{,OJ%W) <~ [(Wn — Vo, Wn ED\{VO}) :f(wn) _"Y]

Funkcja f : D — R jest ciaglta w punkcie vg € D wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego ciagu punktéw z jej dziedziny, zbieznego do punktu vg, wartosci
funkcji w punktach tego ciagu zmierzaja do f(vo).

Dowody sa identyczne, jak w przypadku funkcji jednej zmiennej. Wyni-
ka stad tez, ze ztozenie funkcji ciaglych jest funkcja ciagta. Poniewaz funkcja
przypisujaca liczbie y € R punkt (xq,y) € R? jest ciagla, z ciagloéci f w punk-
cie (xo,yo) wyniknie ciaglo$é¢ wzgledem drugiej zmiennej w tym punkcie, czyli
ciaglosé funkeji f(zo, ) w punkcie y = yo.

Funkcje ciaggle sa wiec ciagle wzgledem kazdej ze zmiennych z osobna. Ale
nie na odwro6t! Przykladem jest funkcja h z podpunktu Jest ona ciagla ze
wzgledu na kazda ze zmiennych z osobna. Natomiast jej granica w punkcie (0, 0)
nawet nie istnieje. Mozna to sprawdzié, biorac np. ciag (25, y,) = ((=1)"1,1).
Wartosci h na tym (zbieznym do zera) ciagu sa réwne (—1)"1, tworza wiec
ciag rozbiezny.

Liczenie granic metoda ustalania zmiennych, jak widzimy, nie prowadzi do
celu. Wprowadza sie pojecie granic iterowanych w punkcie (xo,y0): Przypusé-
my, ze dla z z pewnego otoczenia xg, ale x # x¢ istnieje lim, ., f(z,y) =
a(z). Podobnie, dla y # yo, y dostatecznie bliskich yo zalézmy, ze istnie-
je Bly) = limy_.,, f(z,y). Wéwczas mamy dwie funkcje o, 8, ktére mozemy
nazwaé granicami cze$ciowymi. Jesli istnieja granice: A = lim,_,,, a(z) oraz
B = limy_.,, B(y), to nazywamy je granicami iterowanymi funkcji f w punkcie
(z0,y0) (od wloskiego stowa ,iterare”-powtarzac).

Niestety, z istnienia i rownosci granic iterowanych nie wynika istnienie gra-
nicy podwdjnej. Dla funkcji h z podpunktu mamy A = B = 0, lecz jak
wiemy, granica nie istnieje. Na odwrét, z istnienia granicy (podwdjnej) nie wy-
nika istnienie granic iterowanych, a nawet granic czesciowych. Tu przyktadem
moze byé f(x,y) = xsini dla y # 0 oraz f = 0 na osi 0X (tzn. dla y = 0).
Granica przy (z,y) — (0,0) istnieje i réwna jest zero, ale dla x # 0 powyzsza
a(x) nie istnieje.

Twierdzenie. Gdy istnieje granica podwdjna oraz granice cze$ciowe, to
istniejg w danym punkcie obydwie granice iterowane i sqg one réwne (A = B).

(Istnienie granicy podwéjnej mozna jednak wywnioskowaé z charakteru
zbieznosci granicy czesciowej: jesli dla pewnego 6 > 0 wartosci

sup{|f(z,y) — a(z)]: 0 < |z —xzo| < §}
zmierzajg do zera przy y — Yo, to granica podwdjna istnieje) Szczegdly pomi-

jamy.
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6 Robzniczkowalnosé

6.1 Jeszcze o granicach podwdjnch

Poniewaz pojecie granicy podwdéjnej bedzie kluczowe dla badania rézniczkowal-
nosci, przesledzmy na przyktadach metode badania, czy takie granice istnieja.
Poniewaz (z,y) — (20, yo) dokladnie wtedy, gdy (x — x0,y —yo) — (0,0), czyli
gdy réwnoczesnie x — g — 0 oraz y — yg — 0, ograniczymy sie do badania
granic w zerze (0 € R? jest poczatkiem uktadu wspétrzednych).

Przyktad 1 f(z,y) = %W dla (z,y) # (0,0). Czy trudno jest
wykazaé, ze f zmierza do zera przy (z,y) — 07 -zalezy (od metody). Sprobuj-
my metody oszacowan: Niech M oznacza mianownik. (M = M (z,y) zmierza
do zera, podobnie jak licznik.) Szacujemy: |z| < Mz, ly| < M7. Mozemy to
wykorzysta¢ do oszacowania licznika przez M". Jesli uda sie takie oszacowanie
dla pewnego r > 1, to |f(z,y)| < M"~!, co zmierza do zera przy M — 0 (a
tak jest gdy (z,y) — 0), bo r — 1 > 0. Licznik jest tu iloczynem, jesli kazdy z
czynnikéw oszacujemy z osobna przez pewne potegi M, to r otrzymamy sumu-
jac wykladniki. Np. |&z| < M2'3 = Ms. Natomiast |sint| < |¢| dla t = xy?
daje |sin(zy?)] < M=2T12 = M. Na koniec - jeszcze y2 < M?2. Otrzymamy
= % + 1+ %% > 1, wiec szukana granica jest zero.

Troche gorzej jest w przypadku utamkéw o mianowniku zmiennego znaku
(np.  — y3). W takich przypadkach nalezy szukaé raczej ciagéw, dla ktérych
mianownik szybciej zmierza do zera niz licznik, wéwcezas granicy (skoniczonej)
nie bedzie. (Czynnik zmierzajacy do zera moze czasami sie uprosci¢ np. dzigki
wzorom skréconego mnozenia.) Nie bedziemy sie jednak tego typu granicami
zajmowali, bo do badania rézniczkowalnosci na ogét wystarcza granica o mia-
nowniku typu (22 + y?)® dla s > 0.

Przyklad 2 g(z,y) = %ﬁiy) Poniewaz ¢(0,y) = 0 = g(«,0), granice
iterowane istnieja i sa réwne zero. Aby wykazaé¢ nieistnienie granicy, wystarczy
znalezé ciag (sn,tn) — (0), dla ktérego g(sn,t,) nie zmierza do zera. Trzeba
pamietaé, ze 1 — cosy = cos0 — cosy = —2 sinOJrTy sinoffy = 2sin? %, wiec
lim, .o % = 2, co pozwoli na pozbycie si¢ funkcji trygonometrycznej. Dla

2
g1 (z,y) = zg%y“ znajdziemy odpowiednie s,, t,. Podstawienie s,, = t,, = % nie

bedzie skuteczne. Ale dla s, = #, t, = % mamy g (t2,t,) = % Wiec granica
nie istnieje! Ale jak mozna do tego doj$¢?

(1) Bardziej skomplikowane funkcje zamieniamy na asymptotycznie réwno-
wazne wielomiany. (np. dla ¢(z) szukamy takiego k € N, aby lim,_q d)agf) =C,

gdzie 0 < C' < 4o00. Jedli ¢ jest jednym z czynnikéw licznika funkcji g(z,y),

funkcje g mozemy pomnozy¢ przez iloraz #:c), otrzymujac prostsza w bada-
niu funkcje g1, w ktorej na miejscu ¢ wystepuje juz z*
twierdzenie o granicy iloczynu).

(2) Przypuséémy, ze doprowadzimy do postaci, w ktérej licznik i mianownik
sg wielomianami, lub iloczynami pewnych poteg, sumami takich ilocznow. Jesli
M(tz,ty) = t*M (z,y) dla dowolnych ¢, z,y € R, to méwimy, ze M jest funkcja
jednorodng stopnia s. Czasami -jak w naszym ostatnim przyktadzie, funkcja nie
bedzie jednorodna, lecz po podstawieniu nowej zmiennej (z¢ = X,lub Y := y?)
stanie si¢ jednorodng funkcja zmiennych X, Y.

Jesli po takim ,ujednorodnieniu” otrzymamy w liczniku funkcje postaci
X*Y! gdzie k+1 > s, granica réwna zero wyniknie z oszacowan jak w przykla-
dzie 1, o ile skladniki mianownika sa nieuejmne (w parzystych potegach). Jesli
natomiast k 4+ [ = s, to licznik L(z,y) i mianownik M (z,y) maja jednakowy
stopien jednorodnosci, za$ ich iloraz bedzie staly na prostych przechodzacych
przez poczatek ukladu. Sg to proste o réwnaniach Ax + By = 0, np. y = cx.

Ciagi (%,c%) zmierzaja do zera, wiec g(%,c%) zmierza do granicy funkcji w

punkcie 0, o ile taka istnieje. Ale (%)S wyltaczamy zaréwno w liczniku, jak i w
mianowniku, co sie redukuje. Stad wartosci g na tych ciagach sa state, réwne

g(1,¢). Jedli granica w zerze istnieje, musi tez by¢ taka sama (réwna g(1,c¢)).

(na koniec stosujac

20



Funkcja jest stala na prostych przechodzacych przez 0, ta wartosé jest réwna
granicy w zerze, wiec taka sama na kazdej z tych prostych- w konsekwencji sa-
ma funkcja musi by¢ stata. W przeciwnym razie- granica nie istnieje. Szukanie
"kierunku podejscia do 0 podyktowane jest wiec procesem ”ujednorodnienia
mianownika”.

(3) Czasami funkcja zalezy jedynie od pewnego wielomianu zmiennych z, y,
pojawiajacego sie w jej réznych miejscach- jest to podstawienie do funkcji
zmiennej takiego typu pozwoli znalezé granice metodami granicy funkcji zlo-
Zonej.

Do granic podwdjnych mozemy stosowaé twierdzenia znane z teorii granic
zwyklych, dzieki réwnowaznosci definicji z warunkiem HEINEGO. Na przyklad,
granica sumy jest suma granic, nierownosci stabe zachowuja sie przy przejsciu
do granic. Ostre nieréwnosci miedzy granicami utrzymuja sie w pewnym sa-
siedztwie punktu.

6.2 Robzniczka zupelna

Gradient funkcji f(z,y,2) w punkcie Py = (zo, Yo, 20) 0znaczamy symbolem
Vf(Py) lub gradf(P) definiujemy jako wektor pochodnych czastkowych, czyli
wektor (f;(Fo), f,,(Fo), f2(Fo)). Analogicznie jest dla funkcji n zmiennych (czyli

zniennej wektorowej x = (x1,...,2,))-np. dlan = 2.
Odwzorowanie F' o wartoéciach w R* traktujemy jako zestawienie k funkcji
fi,.-., fr o wartosciach skalarnych, czyli F(x) = (f1(x), fa(x), ..., fk(x)).

Macierza Jacobiego takiego odwzorowania F' (w punkcie xo nazywa-
my macierz, ktérej wierszami sa kolejno (liczac od géry) gradienty funkcji

fi,---, fr, czyli macierz oznaczana symbolem
o(f1,... o(f1,...
W)y, doktadniej: Oy i) (x0)
O(x1, ..., xy) (1, ,2n)
Ofi

o wyrazach Wyznacznik tej macierzy (okre$lony w przypadku k = n) nazy-

aivj .
wamy jakobianem i oznaczamy Jacf(xg), lub Jacx, f. Podkreslmy, ze macierz
Jacobiego jest macierza zalezna od punktu xg, czyli tzw. macierza funkcyj-
ng. Podobnie, jakobian jest traktowany jako funkcja, przyjmujaca w punkcie

x warto$¢ Jacf(x). Na przyklad, dla F(r,¢) = (rcos¢,rsing), F : R* — R?,

macierzg Jacobiego jest
cos¢p —rsing
sing rcos¢

i jak latwo przeliczy¢ (korzystajac z jedynki trygonometrycznej), jakobian tego
odwzorowania w punkcie (rg, ¢g) wynosi rg.

Definicja Moéwimy, ze okreslone w pewnym otoczeniu D punktu x € R”
odwzorowanie F : D — RF jest rézniczkowalne, jezeli istnieje takie odwzoro-
wanie liniowe L : R® — R, ze

- [F(x+h) - F(x) — L(h)]

lim

=0.
h_0 [|A]]

Woéwezas odwzorowanie L nazywamy rozniczka zupelna F' w punkcie x, ozna-
czajac L = dxF.

Przyrostowi argumentu o wektor h odpowiada przyrost wartosci F' o wektor
AF := F(x + h) — F(x). Rézniczkowalno$é oznacza, ze ten przyrost mozna
»z dokladnodcia do o(||h|) przy h — 0”7 przyblizyé przez warto$é pewnego
liniowego odwzorowania na wektorze h. To sformutowanie oznacza, ze pozostala
w wyniku tego przyblizenia reszta: r(h) := AF — L(h) (blad przyblizenia)
podzielona przez ||h|| nadal zmierza do zera. Oczywiscie, gdy zaréwno iloraz,
jak i jego mianownik (tu ||h||) zmierzaja do zera, to licznik tez musi zmierzaé
do zera. Ale odwzorowania liniowe na R” sa zawsze ciagle, wiec L(h) — 0, co
implikuje zmierzanie do zera samego przyrostu: AF, gdy h — 0 (=ciaglosé F).
Whniosek. W punktach, w ktorych funkcja jest rézniczkowalna, jest ona réwniez
ciggla.
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Przyktad 1. Odwzorowanie liniowe L : R" — RF jest rézniczkowalne i w
kazdym punkcie x € R™ jego rézniczka jest rowna L. Wynika to z réwnosci
L(x +h) — L(x) = L(h), wiec licznik jest tu stale réwny zero.

W ogdlnym przypadku L(h) jest ,liniowa czescia przyrostu wartosci F' od-
powiadajaca przyrostowi zmiennej niezaleznej (argumentu) o wektor h w tym
sensie, ze blad wzgledny takiego liniowego przyblizenia tego przyrostu zmierza
do zera. Gdy F jest liniowe, wspomniany btad wynosi zero.

Rozniczkowalne sg tez odwzorowania afiniczne, czyli postaci F'(x) = L(x)+
C, gdzie C € R* jest stalym wektorem, za$ L jest liniowe. Czescia liniowa
przyrostu, czyli rézniczka, jest tu L.

Przyktad 2. Gdy n = k = 1, odwzorowanie liniowe L : R — R musi by¢
postaci ,stala razy identyczno$¢”, czyli dla pewnej stalej ¢ ma byé L(h) =
ch. Ta stala musi by¢ pochodna, f'(z). Faktycznie, wéwczas zamiast norm w
liczniku i mianowniku mamy modul, wiec wystepujacy w definicji utamek jest
|f(w+h)_hf(w>_0h| = |f(w+h})l_f(z) — ¢|, co zmierza do zera wedy i tylko

réwny
wtedy, gdy ¢ = f'(x).

Przyklad 3. Dla n = 2,k = 1 zamiast (z1,23) = X uzywamy pary zmien-
nych (z,y). Zamiast h- wektor przyrostu oznaczmy przez (h, k). Ogélng postaé
liniowego L mamy dang wzorem L(h, k) = ah + bk. Wykazemy, Ze z r6zniczko-
walnoéci wyniknie istnienie pochodnych czastkowych i rownosé

a = f;(l‘,y),b = fg/;(x7y)

Faktycznie, wystarczy ograniczy¢ si¢ do (h, k) zmierzajacych do (0,0) wzdluz osi
uktadu wspotrzednych. Wzdtuz osi OX zmierzamy, gdy &k = 0, h — 0. Poniewaz w
tym przypadku ||(h,0)| = |h|, za§ Af = f(z + h,y) — f(z,y), L(h,0) = ah, wiec do
‘Tl||Af —ah| = |% —al, stad a = f,.(z,y). Podobnie jest dla b (i
dla funkcji n zmiennych).

Zapis bezargumentowy rézniczki Odwzorowania liniowe: R2 — R przy-
pisujace punktowi jego wspolrzedne na osiach 0X, odp. 0Y oznaczamy sym-
bolami dz, dy. Tak wiec odwzorowanie L takie, ze L(h,k) = ah 4+ bk mozemy
zapisa¢ bezargumentowo: L = adx + bdy. Roézniczke zupelna zapisujemy naj-

CZQéCiej W p()staci
a

89; Ay dy.

zera zmierza iloraz

df = (17)

lub doktadniej,

0
f(iUo; yo)dy.

0
A(zo,yo)f = xf(xo,yo)d:r—i— 99

Analogicznie jest w R? (,dochodzi d2”). W R" mamy dz; dla j = 1,...,n
Dla odwzorowan F = (f1,..., fr) jak wyzej, odwzorowanie L ma wspdlrzedne
(L1,...,Lg) i norma z wektora réznicy AF — L(h) jest wieksza lub réwna
modulowi z jego dowolnej (i -tej) wspolrzednej, czyli liczbie |Af; — L;(h)].
Z kolei, ta norma (euklidesowa) jest oszacowana przez sume moduléw i -tych
wspotrzednych wzgledem ¢ = 1, ..., k. Stad wynika
Whiosek. Rdézniczkowalnosé odwzorowania F = (fi,..., fr) o wartodciach
wektorowych jest réwnowaina réiniczkowalnodci kazdej z jego wspélrzednych
fi (i < k) z osobna.

Ponadto otrzymujemy jako wniosek nastepujace wlasnosci

6.3 Wlasnosci ré6zniczki

Twierdzenie 1. Rizniczka zupelna jest odwzorowaniem liniowym, ktorego ma-

cierzq w bazach kanonicznych R™ oaz RF jest macierz Jacobiego.

Twierdzenie 2. Jesli pochodne czgstkowe gﬂ{i_ istniejg (Vi < k,j < n) w
J

pewnym otoczeniu punktu x i sq ciggle w tym punkcie, to odwzorowanie F =
(f1,---, fr) jest w tym punkcie rézniczkowalne.

Uzasadnienie: W przypadku funkcji 2 zmiennych (z,y) € R?, we wzorze (15), s.
116 wstawiajac x,x + h w miejsce zo, Z1, o := T + ah punkt pomiedzy x oraz z + h,
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(i analogicznie dla zmiennej y) otrzymamy Af = A,f + Ayf = hfi(za,y + k) +
kfé(m7 y5)7 WiQC

Af —ah — bk = h[f;(iba,y + k) - f;(:c,y)} + k[f;($7y5) - f@lj(‘r7y)]

Tu korzystamy z réwnosci a = f,(x,y),.... Po podzieleniu przez ||(h, k)| kazdej z
liczb |hl,|k| otrzymamy wartosci ograniczone przez 1, wiec iloraz (wystepujacy w
warunku rézniczkowalnosci) bedzie zmierzatl do zera. Faktycznie, do zera zmierzaja
wyrazenia w nawiasach kwadratowych (z zakladanej ciaglosci f;, f, w punkcie (z,y)).
Przypadek wigkszej ilosci zmiennych nie stwarza zadnych dodatkowych trudnosci.

Jak tatwo sprawdzié¢, Suma funkcji rézniczkowalnych w danym punkcie jest
rozniczkowalna, o réiniczce rownej sumie roziniczek:

dx(f 4+ g) = dxf + dxg.

Twierdzenie 3.(Regula tancucha) Zlozenie odwzorowan rézniczkowalnych
jest rozniczkowalne, a rozniczka ztozenia jest zlozeniem rézniczek. Dokladniej,

Macierza zlozenia dwu odwzorowan liniowych jest iloczyn odpowiednich
macierzy, wiec macierz Jacobiego dla G o F' otrzymamy mnozac ofpowiednie
macierze Jacobiego dla G (w punkcie y = F(x)) oraz macierz Jacobiego (w
punkcie x) dla F. W szczegdlnosci, gdy G jest funkcja g o wartosciach skalar-
nych, jej macierz Jacobiego jest jednowierszowa (réwna wektorowi gradientu
g). Jedli ponadto F' jest ukladem funkcji 1 zmiennej: F = (f1,..., fx), otrzy-
myjemy stad (zapowiedziany w , S. wzér na pochodng ztozenia:

U)o o) = gy (V) + - e (7)),

(Korzystamy tu z faktu, ze pochodna w punkcie z € R z funkcji h jed-
nej zmiennej jest réwna wartosci d,h(1) rézniczki tej funkeji -w punkcie 1. Tu
h = g o F. Mozna tez korzysta¢ bezposrednio z definicji pochodnej, wyrazajac
przyrost wzorem , S. co w przypadku k = 2 przeliczyliémy na wy-
ktadzie, przy zalozeniu o ciagloéci pochodnych czastkowych.) Podobne wzory
otrzymamy dla pochodnych czastkowych %}_ ztozenia, ktére sa rowne wartosci
rézniczki zupelnej na j -tym wektorze z bazy kanonicznej 0-1 kowej. Z kolei,
wartosé rézniczki zupelnej na dowolnie ustalonym wektorze w o dtugosci 1 ma
wazng interpretacje, o ktorej opowiem w nastepnym wykladzie

7 Pochodne kierunkowe

Definicja. Pochodng kierunkowg OV f((x) dla funkcji f : D — R w punkcie
x € R™ w kierunku wektora w € R™ nazywamy granice

o™ f(0) = Tim flx+ tvz) —f(x)

(18)

Geomerycznie rzecz ujmujac, wektor w wyznacza kierunek i zwrot (o ile
jest w #£ 0). Gdy zalozymy, ze jego dlugo$é (norma eukidesowa) wynosi 1, to
kierunek i zwrot wyznaczaja ten wektor jednoznacznie. Pélprosta wychodzaca
w tym kierunku z punktu x, to zbiér Ly := {x+tw : ¢t > 0} i zawezenie f
do tej polprostej L, mozemy traktowaé jako funkcje zmiennej ¢ € [0, 400).
Wykres tej funkcji otrzymamy przecinajac (w przypadku n = 2 powierzchnie)
bedaca wykresem f z pélplaszczyzna pionowa Ly x R. Pochodna kierunkowa,
to wspdlezynnik kierunkowy stycznej (prawostronnej) w punkcie poczatkowym
tej krzywej. Jest to informacja o tym, czy i jak szybko funkcja wzrasta w tym
punkcie w kierunu polprostej L. Dlugosé wektora w wplywa tu na parame-
tryzacje tej potprostej.
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Uwaga! Niektore podreczniki podaja w definicji OW f((x) granice obustron-
na. Na przyklad, dla f(x) = ||x| gdy ||w|] = 1, pochodna kierunkowa w ze-
rze istnieje i jest rowna 1 wedlug naszej definicji. Wspomniana wyzej funkcja
zmiennej ¢, réwna tu ||tw| = |¢| ma pochodne jednostronne w zerze, ale nie ma
pochodnej (obustronnej granicy jej ilorazéw réznicowych). Na ogét bedziemy
jednak mieli do czynienia z funkcjami, dla ktorych te definicje pokrywaja sie.
Zachodzi bowiem nastepujace
Twierdzenie. Jesli funkcja jest rézniczkowalna w danym punkcie x, to ma ona
pochodne kierunkowe w kierunkku wszystkich wektorow w, przy czym

O f(2) = V(z) e w.

(Jako ¢éwiczenie proponuje sprawdzenie, ze z rézniczkowalnosci funkeji f wy-
nika istnienie granicy obustronnej w (L8]).)

Poniewaz iloczyn skalarny, to iloczyn dlugoéci wektoréw pomnoznony przez
cosinus kata miedzy nimi, przy statej dlugosci: ||w|| = 1, pochodna kierunkowa
osiaga warto$é najwieksza w kierunku gradientu (dla wektora unormowanego
[V f(x)]|~1Vf(x) wynosi ona ||V f(x)|), natomiast wartoéci dodatnie w kie-
runkach tworzacych kat ostry z wektorem gradientu. Pochodna w kierunku
prostopadlym do gradnientu -zeruje sie.

7 ostatniego twierdzenia wynika, ze gdy funkcja jest rézniczkowalna, to
zalezno$¢ pochodnej kierunkowej OW f(x) od wektora w musi by¢ liniowa. Cza-
sami to do$¢ szybki sposéb na wykazanie, ze funkcja nie jest w danym punkcie
rézniczkowalna. Przyktadem moze by¢ funkcja typu JW’ réwna 0 w (0,0). f
ma pochodne w kierunku wektoréw (o, ). (Prosze sprawdzié, jakie).

Pochodne czastkowe -o ile istnieja, sa réwne pochodnym w kiernku wekto-
réw odpowiednich osi (sa to wektory z kanonicznej bazy 0-1 -kowej).

7.1 Ekstrema lokalne, punkty stacjonarne

Podobnie, jak w przypadku funkcji 1 zmiennej ekstrema lokalne dzielimy na:
maksima i minima lokalne. Jesli istnieje otoczenie U punktu Py, w ktérym
funkcja rzeczywista f jest okre$lona i przyjmuje wartosci nie wigksze, niz w
tym punkcie , czyli

Veev f(P) < f(F),

to méwimy, ze f ma maksimum lokalne w punkcie Py. Silne maksimum lokalne
oznacza, ze dla pawnego otoczenia U tego punktu mamy f(P) < f(Fp) dla
wszystkich P € U\{Py}. Odwracajac kierunek nieréwnosci otrzymamy definicje
minimum lokalnego.

Moze sie zdarzyé, ze dla pewnych prostych L przechodzacych przez Py za-
wezenia f do tych postych maja ektrema lokalne, ale réznego typu. Méwimy
woéwcezas o punktach siodlowych. Na przyklad, w punkcie Py = (0,0) funkcja
f(x,y) = 22 — y? ma silne minimum lokalne na prostych przechodzacych przez
punkt (o, 8) taki, ze || > |G|. (Dla a =1, =0 jst to 0§ 0X). Gdy |o| < |5],
tot # 0= f(at,ft) <0, czyli jest maksimum.

Jednym z wazniejszych zastosowan rachunku rézniczkowego jest znajdywa-
nie ekstremoéw lokalnych. Na razie podamy warunki konieczne istnienia takiego
ekstremum.

Twierdzenie. Jesli funkcja ma w danym punkcie ekstremum lokalne, to wszyst-
kie pochodne czgstkowe sq w tym punkcie réwne zeru.

Taki punkt, w ktéorym gradient odwzorowania jest réwny zero, nazwiemy
punktem stacjonarnym dla tego odwzorowania. (Uwaga: jedli nie zakladamy
rézniczkowalno$ci, a jedynie istnienie pochodnych kierunkowych, to teza dla
pochodnych czastkowych nie ma na ogét odpowiednika dla pochodnych kierun-
kowych -np. dla y/z2 + y? w punkcie (0,0).) Jesli zalozymy réznoczkowalnosé,
to réozniczka zupelna musi sie zerowaé¢ w punktach ekstreméw lokalnych. Jesli
wiec f ma skonczenie wiele punktow stacjonarnych, mozemy prébowaé wyka-
zywaé bezposrednio, ze w ktéryms$ z tych punktéw jest ekstremum. Nie zawse
si¢ uda -moze by¢ tam np. jedynie punkt siodtowy. Nawet gdy po zawezeniu do
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dowlnej prostej przechodzacej przez Py jest minimum lokalne, w kazdym oto-
czeniu Py na plaszczyZnie moga pojawié sie punkty, w ktérych f(P) < f(F).
Przyktadem moze byé funkcja 2 zmiennych: f(z,y) = (y — 22)(y — 422). Do-
wolnie blisko zera f przyjmuje wartosci dodatnie (f(0,y) = y?), jak i ujemne:
f(z,22%) = —2x*. Na prostych przechodzacych przez (0,0) (o réwnaniu y = kx
lub z = 0) f jest dodatnia dla 0 < |z| < %|k|, osiagajac warto$¢ zero w punkcie
(0,0). Dlatego potrzebne beda warunki sformutowane w terminach pochodnych
2. rzedu.

7.2 Formy kwadratowe

Rozwaza¢ bedziemy tu jedynie macierze o wyrazach rzeczywistych. Jesli x =
(x1,...,z,) oznacza wektor w R™, to na ogdl przyjmuje sie, ze jest on za-
pisywany jako macierz jednokolumnowa o n wierszach. Operacja transpozycji
przypisuje macierzy A = [a;j]i<k, j<n © 1 kolumnach i k wierszach macierz
AT = [aj;]j<n, i<k 0 n wierszach i k kolumnach. W przypadku macierzy kwa-
dratowej n X n trzanspozycja oznacza przeniesienie wyrazéw macierzy poprzez
symetrie wzgledem gléwnej przekatnej. Transpozycja wektora x jest macierz
1-wierszowa o n kolumnach, za$ iloczyn macierzowy x” -x jest zwyktym iloczy-
nem skalarnym wektora x przez ten sam wektor, czyli kwadratem jego dlugosci.
Gdy A jest macierza kwadratowsa symetryczna, czyli taka, ze a;; = a;;(Vi j<n),
to odwzorowanie przypisujace wektorowi x € R" iloczyn macierzowy

Qa(x):=xT - A-x= Z a;;xiz; € R (19)

(VAL

nazywamy formg kwadratowq skojarzong z macierzq A. Na przyklad, w R2
wektory zapisujemy raczej w postaci (z,y) i woéwczas forme kwadratowa 2
zmiennych mozemy zawsze zapisaé w postaci Qa(z,y) = ax? + 2bxy + cy?.
Jest to forma odpowiadajaca macierzy 2 X 2 postaci

a b
A= ( o b ) |

Kazdy wielomian jednorodny stopnia 2 jest forma kwadratowa i istnieja

wzory algebraiczne (tzw. ,wzory polaryzacyjne”’) pozwalajace odtworzy¢ ma-
cierz symetryczna A na podstawie wartosci jej formy kwadratowe;j.
Definicja Mo6wimy, ze macierz kwadratowa symetryczna A jest dodatnio okre-
Slona, gdy VX¢0 Qa(x) > 0. Macierz nazywamy nieujemng, lub pélokreslong
dodatnio, gdy w powyzszym warunku zachodza stabe nieréwnoéci, czyli gdy
jej forma kwadratowa jest w kazdym punkcie nieujemna. Analogicznie, ujem-
na okreslonosé macierzy A moze byé zdefiniowana jako dodatnia okreslonosé
macierzy —A.

Dla macierzy diagonalnych [d;;], czyli takich, ze d;; = 0 dla wszystkich
i # j, dodatnia okre$lonosé jest réwnowazna dodatniosci wszystkich wyrazow
z przekatnej: V;d;; > 0. Polokreslonosé oznacza, ze d;; > 0 w tym przypadku.
Wéwezas zbidr {dy1, . .. dny, } jest zbiorem wszystkich wartosei wlasnym tej ma-
cierzy, a odpowiadajacymi im wektorami wlasnymi sa wektory z kanonicznej
bazy 0-1 -kowe;.

Ogodlnie, dla macierzy symetrycznej rzeczywistej wyznaczajacej odwzorowa-
nie liniowe R™ — R" istnieje zawsze pewna baza (ortonormalna) w R™ zlozona
z wektoréw wlasnych i w tej bazie to odwzorowanie ma macierz diagonalna. Na
przekatnej takiej macierzy sa wartosci wlasne. Mozna wykazaé, ze jest zawsze
co najwyzej n wartosci wlasnych, ich znak dodatni (odp. jemny) odpowiada do-
datniosci (ujemnodci) jak w przypadku diagonalnym. Przypomnijmy, ze liczba
A jest wartoscia wlasng odwzorowania 7', gdy istnieje niezerowy wektor w taki,
ze T(w) = Aw. Wéwezas w nazywamy wektorem wlasnym. Aby znalezé wektory
wlasne macierzy A, najpierw nalezy znalez¢ jej wartosci wlasne, a te sg rozwigzaniami
tzw. réwnania charakterystycznego:

det(A — AI) = 0.
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Tu I oznacza macierz identycznoéciowa, czyli macierz diagonalng z samymi 1 na prze-
katnej. Liczba A jest pierwiastkiem, gdy macierz A — AI jest macierza odwzorowania
nieodwracalnego (wiec nieinjektywnego). Wowczas rozwiazania réwnania A-x = Ax sa
wektorami wlasnymi. Nie sa one wyznaczone jednoznacznie, bo kazda skalarna wielo-
ktrotnosc tez jest wektorem wtasnym, co wiecej, wektory wtasne tworza podprzestrzen
wektorows, zwang podprzestrzenia wlasna. Dla nas wazne jest kryterium dodat-
niej okres$lonosci nie odwolujace sie do rownania charakterystycznego, ani nie
wymagajace znajomosci wartoéci wlasnych danej macierzy.

Minorem macierzy nazywamy wyznacznik macierzy powstalej przez skre-
Slenie pewnej liczby wierszy i kolumn. Minory gléwne, to minory powstate po
skresleniu wraz z j-ta kolumna, réwniez j-tego wiersza (tak wigc skreslamy pare
wierszy 1 odpowiadajacych im kolumn o tym samym numerze). Minor kgtowy
glowny stopnia k dla macierzy kwadratowej A, to wyznacznik

Mk(A) = det[aij]i,jgk

(czyli wyznacznik macierzy powstalej po wykresleniu kolumn i wierszy o nu-
merach wigkszych od k).
Twierdzenie KRYTERIUM SYLVESTERA Macierz kwadratowa A jest dodat-
nio okreslona wtedy @ tylko wtedy, gdy wszystkie jej minory kgtowe glowne
sq dodatnie. Natomiast ujemna okreslono$é zachodzi wtedy @ tylko wtedy, gdy
(=) M (A) > 0Vign, czyli Mi(A) < 0, Ma(A) > 0, ... (2nak zmienia si¢ za
kazdym razem,).

(Warunkiem réwnowaznym nieujemnosci macierzy jest nieujemnosé wszyst-
kich minoréw gléwnych)

Na przyktad, macierz 2 x 2 majaca wartosci 1 na przekatnej gtéwnej, zas
w pozostalych naroznikach -wartosci 2 -nie jest nieujemna, gdyz jej wyznacz-
nik (réwny w tym przypadku Ms(A)) jest ujemny. Faktycznie, dla wektora
(z,y) = (1,—1) mamy Qa(z,y) = 2? + 4oy + y* = —2 < 0. Jest tak pomimo
dodatnioéci wyrazéw macierzy. Z kolei, macierz formy 2%+ zy+y? jest, oczywi-
Scie, dodatnio okreslona. Dla macierzy dodatnio okredlonej musi by¢ ai; > 0,
podobnie a;; = Qa(e;,€;) > 0, gdzie e; jest wektorem i-tej osi, co czasami
pozwala stwierdzi¢ na pierwszy rzut oka, ze dana macierz nie jest dodatnio
okreslona. Dla macierzy 2 x 2 macierz jest dodatnio okre$lona wtedy i tylko
wtedy, gdy zaréwno jej wyznacznik, jak i ktérys z wyrazow z przekatnej gtow-
nej, sa dodatnie. Natomiast ujemna okreslono$¢ w tym przypadku oznacza,
ze ktéry$ z wyrazdéw na przekatnej gtéwnej jest ujemny, zas wyznacznik jest
dodatni.

8 Pochodne wyzszych rzedéw.

Pochodne rzedu 2, 8:;97;1' f(x) definiujemy jako pochodne czastkowe od odpo-
10T

wiednich pochodnych, czyli jako % (8%1- f) (x). W przypadku funkcji 3 zmien-

%f piszemy czesto 327?;. Na przy-

kiad, %Zy(xyg + 3wy + 2?siny) = 6%21:y + 3z + 22cosy = 2z — x%siny.

nych (oznaczanych jako (z,y, z), zamiast

Dla formy kwadratowej q(z,y, z) = ax® + bxy + cy® + dyz + ez? + fzx ma-
my %qu = 2¢. Podobnie, Wsjaxkf(x ) = %(#{;k]‘) (x), na przyklad,
%;Zzz cosz 4+ yz + 2223 = —cosz + 12z 2.

Pochodne czastkowe drugiego rzedu wzgledem réznych zmiennych okresla-
my jako ,pochodne mieszane”. Na przyktad, %q = (%(dy +2ez + fr) = 2e.
Widzimy wiec, ze tak mozna znalezé poszczegdlne wspétezynniki formy (i jej
macierz). Proste przeliczenie wskazuje, ze ostatnia pochodna jest réwna %{;yq.
To nie przypadek. Mamy bowiem nastepujace twierdzenie o symetrii.
Twierdzenie (Schwarza) Gdy pochodne czgstkowe rzedu 2 funkcji f sq okre-
slone w otoczeniu danego punktu x oraz ciggle w tym pun, to pochodne mieszane
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sq rowne bez wzgledu na kolejnosé rozniczkowania:

02 02
Vijell,...n} mf(x) = axjaxif(x)-

Definicja Macierzq Hessego Hy(x) dla odwzorowania f : D C R” — R nazy-
wamy macierz kwadratowa pochodnych czastkowych drugiego rzedu:

32
1509 = (5 09

Funkcje, ktorych wszystkie pochodne czastkowe rzedu 2 sa okreslone i ciaggte
w zbiorze otwartym D nazywamy funkcjami klasy C? w tym zbiorze, oznacza-
jac og6t takich funkcji symbolem C?(D). Tak wigc, dla f € C?(D), na mocy
twierdzenia Schwarza, macierz Hessego jest symetryczna.

8.0.1 Druga rézniczka

Forme kwadratowa skojarzong z ta macierza H (x) oznaczamy d% f i nazywamy
rézniczkq drugiego rzedu (lub drugq rézniczkq) funkcji f w punkcie x. Podobnie,
jak w przypadku rézniczki pierwszego rzedu (wzor , s, jest to na razie
zapis bezargumentowy. Jesli dx; oznacza funkcjonal liniowy dz; : R" — R,
gdzie dla w = (w1, ... w,) € R” mamy dz;(w) = wj, to

dx f = Z

1,j=1

x)dx;d
31’26‘% Ly

W dalszym ciagu bedziemy rozwazali jedynie funkcje klasy C2, co zapewni
symetrie (macierzy Hessego). Na przyklad, w przypadku n = 2 (jak zwykle
zmiennymi sa tu (z,y), a nie (z1, z2), zamiast w- bierzemy wektor (h, k) ) ze wzgledu
na te symetrie, mamy

82 f 82

a7y 2
900y (z,y)hk + 9 5 (T, )k

0% f

= 3@ y)h* +2

Jako ¢wiczenie prosze sprawdzié, jaki jest zwiazek miedzy forma kwadro-
atowa a jej druga rézniczka (w przypadku dwu i w przypadku 3-wymiarowym).

8.1 Ekstrema lokalne -warunek wystarczajacy

Wreszcie mozemy podaé¢ warunek wystarczajacy na to, by w danym punkcie
stacjonarnym funkcja miata maksimum (odp. minimum) lokalne.
Twierdzenie Jesli funkcja f jest klasy C? w pewnym otoczeniu punktu sta-
cjonarnego x, za$ macierz Hessego w tym punkcie jest ujemnie okreslona, to
f w tym punkcie ma (silne) maksimum lokalne. Dodatnia okreslonosé d*f w
punkcie stacjonarnym implikuje, Ze jest tam silne maksimum lokalne. Nato-
miast gdy forma nie jest pélokreslona (ani dodatnio, ani ujemnie), to w tym
punkcie nie ma ekstremum lokalnego (jest to wéwczas ,punkt siodlowy”).

Mozna tez wykaza¢, ze gdy maciez Hessego jest potokreslona dodatnio w
kazdym punkcie z pewnego otoczenia U punktu stacjonarnego x, to w punkcie
x jest minimum lokalne. Co wiecej, jesli U jest zbiorem wypuklym, to VX € U
mamy f(x) < ().

Zarowno twierdzenie, jak i ta ostatnia teza, wynikaja z nastepujacego twier-
dzenia.
Twierdzenie (WzOR TAYLORA) Dla f klasy C? w wypuklym otoczeniu U
punktu x € R”, jesli h € R™ jest takim wektorem, ze £+ h € U, to istnieje
punkt z = x+ Ah leZacy na odcinku {gczgcym punkty x oraz x + h (opisany
przez odpowiednio dobrany parametr A € (0,1)) taki, ze

Floc+ ) = £(x) +dx /() + 3 d3 f(h). (20)
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Faktycznie, w punkcie stacjonarnym dx = 0, wigc kierunek nieréwnosci po-
miedzy wartosciami: f(x+h) oraz f(x), czyli znak ich réznicy, jest uzalezniony
jedynie od znaku liczby di f(h). Gdy U jest wypukly, to wraz z punktami x
oraz x + h, do U naleza wszystkie punkty z laczacego je odcinka, w szczegdl-
noéci punkt x wystepujacy we wzorze Taylora. Znak wartoéci drugiej rézniczki
na wektorze h powinien by¢ wigc staly w pewnym otoczeniu punktu x (odpo-
wiednio w zbiorze U). Skad wzia¢ takie otoczenie w dowodzie twierdzenia? -z
kryterium Sylvestera i z tezy o zachowywaniu sie ostrej nieréwnosci w pewnym
otoczeniu punktu.

Dokladniej, minor katowy gléwny macierzy Hessego Hy(z) (macierzy dru-
giej rozniczki) dg f stopnia k, czyli My (H(z)) oznaczmy chwilowo symbolem
my(z). Z zalozenia dodatniej okreslonosci Hy(x) wynika, ze my(x) > 0. Za-
lozenie klasy C? i wzér na wyznacznik (minor) macierzy implikuja ciaglogé
tych funkcji my, znak dodatni zachowuje sie wiec w poblizu x, czyli w pewnej
kuli o promieniu ry > 0. Czyli gdy |x — z|| < 7k, to mg(z) > 0. Promien
r:=min(ry,...,7,) jest dodatni i dla ||x — z|| < r mamy my(z) > 0 Yign.

Z kryterium Sylvestera, otrzymujemy teraz dodatnia okreslonos¢ macierzy Hes-
sego w takich punktach z.

Teraz ustalmy dowolne wypukle otoczenie W punktu x, zawarte w dziedzi-
nie f. Gdy macierz Hessego nie jest potokreslona, to dla pewnych dwu wektoréw
v, w jest dxf(w) > 0, d%f(v) < 0. Ze wzgledu na jednorodnoéé, takie same
znaki maja wartoéci d% f na wektorach postaci tw, tv, ktére dla dostatecznie
malych ¢ > 0 speniaja warunki x+tw € W, x+tv € W. Znak funkcji ciagtych
zmiennej z, réwnych dz, f(w), dg f(v) utrzymuje sie (jest stalty) w pewnym oto-
czeniu punktu x. Znaki przyrostéw f od punktu x do punktéw x + tw, x +tv
beda wigc (ze wzoru Taylora) przeciwne (dla dostatecznie malych ¢ > 0), nie
ma wiec w takim przypadku ekstremum lokalnego w punkcie x.

Pare przyktadéw zastosowania tych metod podaje na wykladzie

8.2 Funkcje uwiklane, ekstrema warunkowe

Naszym nastepnym celem bedzie pewna odmiana problemu ekstreméw, tzw.
ekstrema warunkowe.

Przyklad 8.2.1 Szukamy liczb nieujemnych z, y, z 0 z gbry zadanej sumie (po-
wiedzmy: niech x+y+z = 35, gdzie S > 0) takich, by iloczyn zyz byl mozliwie
najwiekszy. Gradient funkcji f(z,y,2) := xyz, réwny (yz,xz,zy) jest jednak
rézny od (0,0,0) w punktach zbioru E := {(z,y,z) € R} : z+y+ 2 = 3S}. Ale
funkcja ciagla f osiaga warto$é najwieksza na tym zbiorze E( bo E = fragment
plaszczyzny prostopadlej do wektora (1,1,1), wyciety plaszezyznami wyznaczo-
nymi przez uktad wspéirzednych (0XY, 0YZ, 0XZ), w ksztalcie tréjkata réwno-
bocznego). Tu tatwo sprowadzi¢ zagadnienie do zwyklego maksimum lokalnego
(podstawiajac z = 35S —x —y) dla funkkcji h(z,y) = f(z,y,35 —x —y) zaleznej
od pary zmiennych (z,y) € Ey := {(z,y) : = > 0,y > 0,z +y < 3S}. W
punktach, gdzie x = 0 lub y = 0 lub x +y = 35 mamy h(z,y) = 0, wiec nie ma
tam wartosci najwiekszej. Przyrownujac gradient h do zera otrzymamy jedyny
punkt stacjonarny dla h w punkcie (S, S) w obszarze F1, a skoro wiemy juz, ze
istnieje ekstremum (maksimum lokalne) w E7, to musi to by¢ szukany punkt,
za$ wartoéé najwieksza dla f, to f(S,S5,5) = S3. Nie musimy (lecz mozemy
-dla éwiczenia) sprawdzi¢ ujemna okreslono$é macierzy Hessego dla funkeji h w
tym punkcie stacjonarnym. Zreszta mozemy tu réwniez wykorzystaé poréwna-
nie Sredniej geometrycznej i arytmetycznej liczb x,y, z. Rachunek rézniczkowy
dostarcza wiec alternatywnego dowodu tej ,nieréwnoéci A > G > H”.

Sytuacja ta podlega pod pewien ogdlny schemat:

Zbiér E opisany jako E = {(z,y,2) : g(x,y,z) = 0}, gdzie g jest pewna
funkcja klasy C! chcemy przedstawié jako wykres pewnej funkcji 2 zmiennych:
z = z(x,y), gdzie (z,y) € F; dla pewnego obszaru F; plaszczyzny R2. Woéw-
czas warto$¢ najwieksza funkcji f na zbiorze E, to bedzie maksimum z funkcji
f(z,y, z(x,y)) ma zbiorze Ey. (Zbiér E nie byl otwarty, wiec chociazby z tego
powodu, nie mozna moéwi¢ o ekstremum lokalnym f.
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Dla uproszczenia zapisu, punkt o wspolrzednych (z,y, z) oznaczmy jako P.
Definicja Méwimy, ze w punkcie Py = (xo, Yo, 20) funkcja f osigga (silne)
lokalne ekstremum warunkowe przy warunku g(P) = 0, jesli g(Py) = 0 oraz dla
pewnego r > 0 z relacji: (0 < ||P—Fy|| < r,g(P) =0) wynika, ze f(Py) < f(P).

Tym, co rézni te definicje od warunku na maksimum lokalne jest dodatkowy
warunek: g(P) = 0. Zawezamy wiec funkcje do zbioru E = g=1({0}).

Aby stosowaé przedstawiong powyzej metode, odpowiedzmy sobie na pyta-
nie, czy i kiedy E jest wykresem pewnej funkcji z = z(x,y) klasy C! od dwu
zmiennych x,y. Sprawdzamy wiec, czy rownanie

9(z,y,2) =0 (21)
ma dokladnie jedno rozwigzanie. Odpowiedz jest, na ogdl negatywna: np. dla
g(z,y,2) = 22 + %2 + 22 — 1 mamy dwa rozwiazania przeciwnych znakéw:

2z = +£4/1 — 22 — y2, ktére sg rézne dla 2 + y2 < 1. Zbiér E jest tu sfera
jedostkowa, wykresami funkcji beda jedynie jej poléwki: gérna (znak + przed
pierwiastkiem) i dolna. Gdy z # 0 (poza ,réwnikiem”) w dostatecznie maltym
otoczeniu kazdego punktu (np. o promieniu |z|) zbiér E wyglada jak wykres
funkcji. Punkty ,réwnikowe” -gdzie z = 0, to punkty, gdzie a—g =0 -tam w
kazdym otoczeniu F nie wyglada, jak wykres funkcji, zawiera punkty, w ktérych
znak z jest < 0, jak i takie, w ktorych z > 0, odpowiadajace takiej samej parze
(z,y).

Funkcje z = z(z,y) spelniajaca réwnanie nazwiemy funkcja uwikla-
ng w tym réwnaniu. Analogicznie, uwiklana w réwnaniu G(z,y) = 0 bedzie
funkcja y = y(z) (oraz funkcja @ = z(y) zmiennej y). Mozna tez rozpatry-
waé sytuacje wielowymiarowa, gdzie x € R™y € R* G(x,y) € R, traktujac
G = (g1, - - - gx) przyréwnane do zera jako uklad k warunkéw:

91(%y) =0,..., gr(x,y) = 0.

Dla uproszczenia sformulujmy teze dla g = g(x,y,2), k =1, m = 2.

Twierdzenie o funkcjach uwiklanych Jezeli g jest funkcjg klasy C* w oto-
czeniu punktu Py = (xg,yo,20) oraz g(Py) = 0, za$ ¢,(Py) # 0, to dla do-
statecznie malych r > 0 istnieje dokladnie jedna funkcja z = z(x,y) ciagla
okreslona w otoczeniu U punktu (xo,yo) spelniajgca warunek oraz Wwary-
nek z(xo,v0) = z0. Taka funkcja jest wéwczas klasy Ct. Ponadto jej pochodne
czastkowe wyrazajq sie w punktach (x,y) dostatecznie bliskich (xo,yo) wzorami

9y (Y, 2(7,y))

9x(2, Y, 2(2,y)) _ 4
gL(2,y, 2(z,y))

9 Z/ (.’L‘,y) =
g.(z,y, 2(z,y)) Y

Teze tego twierdzenie mozna tez wypowiedzie¢ nieco inaczej, w bardziej
geometryczny sposéb: Gdy funkcja g spelnia powyzsze zalozenia, to w pewnym
otoczeniu postaci W = U x (29 — 8,20 + §) punktu Py zbiér g=1({0}) jest
wykresem pewnej funkcji rézniczkowalnej z : U — R, czyli :

g {oN W = {(z,y,2(z,y)) : (v,y) € U}.

Idea dowodu (jednego z paru mozliwych, szczegély pominiemy) polega w przy-
padku k = 1 na zastosowaniu wlasnosci Darboux. Poniewaz g.(P) # 0, w pewnym
otoczeniu W punktu Py znak funkcji ciaglej: g. jest staty i funkcja zmiennej z posta-
ci g(xo, Yo, z) jest $cisle monotoniczna w otoczeniu zo -punktu, w ktérym ta funkcja
sie zeruje, wiec dla pewnej pary z+ wartosci g(xo, Yo, 2+ ) maja przeciwny znak. Ta
sytuacja utrzyma sie w pewnych otoczeniach zawierajacych zbiory postaci U x {z+},
gdzie U jest otoczeniem puktu (zo,yo) w R? (ogdlnie - w R™). Czyli

V(z,y)EU g($7y7 Z—)9(377y72+) <0.

W ten sposéb zaznaczamy, ze znaki g(x,y, z+ ) sa rézne. Z wlasnosci Darboux, istnieje
dla dowolnego takiego punktu (z,y) € U przynajmniej jedno rozwiazanie z(z,y) réw-
nania g(z,y, z(z,y)) = 0. Gdyby istnialo jeszcze inne takie rozwiazanie z1(x,y), to
wewnatrz odcinka o konicach z(z,y), z1(z,y) (w pewnym punkcie zo(z,y)) pochodna
czastkowa: g.(z,vy, z0(x,y)) powina przyjmowaé wartoéé zero (z tw. Rolle’a), wbhrew
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naszemu zatozeniu. Rézniczkowalnos$é i wzory na pochodne czastkowe mozna otrzy-
madé, stosujac do licznikéw badanych ilorazéw réznicowych twierdzeie Lagrange’a o
przyrostach. Jednak sam wzdér mozna sprawdzié (jesli wiemy juz, ze istnieja pochodne
czaskowe) stosujac wzoér na pochodne czastkowe zlozenia g(x,y, z(x,y)) (=0).

Na przyktad, oznaczajac P = (z,y, 2(z,y)), mamy

0= 5-9(z,y,2(2,)) = 6= (P)1 + 9, (P)0 + 9. (P)z, (2, y),
poniewaz % =1, % = 0. Stad wynika pierwszy z dowodzonych wzoréw.

Pochodne drugiego rzedu mozna oblicza¢ wykorzystujac juz powyzsze wzo-
1

ry. Na przyklad, 2, = (=97,(92) — 297.959% + 97.(9:)*)(92)~>. Tego wzoru
bedziemy uzywali jedynie w punktach stacjonarnych funkcji z, gdzie wszystkie,
poza pierwszym, sktadniki licznika zeruja sie, dajac

" _ _g;‘/x(P)

z

gdy z,(x,y) =0.

Macierz Hessego dla z w punkcie stacjonarnym tej funkcji otrzymamy z ,cze-
$ciowej macierzy Hessego” wzgledem zmiennych (z,y) dla g przez podzielenie
tej macierzy przez —g.,, czyli przez takie dzielenie zastosowane do wszystich
wyrazow tej macierzy. W ustalonym punkcie P jest to wigc skalarna wielo-
krotnos¢ macierzy, co powoduje zachowanie charakteru okreslonoéci macierzy
w przypadku gdy ¢.(P) < 0, zmiane takiego charakteru (np. z dodatniej na
ujemng okreslonosé) gdy g, (P) > 0.

Dodatnia okreslonosé tej ,,czedciowej macierzy Hessego” dla g oznacza wiec
w punktach stacjonarnych istnienie maksimum lokalnego funkcji uwiklanej g.
Zasada badania ekstremum lokalnego funkcji uwiklanej jest wiec dos$¢ prosta.
Na przyklad, dla funkcji z = z(x,y) uwiklanej w réwnaniu g(x,y,z) = 0,
ekstremum lokalne moze by¢ jedynie w punkcie (zg,yo) stacjonarnym, czyli
takim, ze dla Py = (zo,%0,2(0,%0)) jest g,(Fo) = 0,g,(F) = 0. Wéwezas
dodatniosé hessianu czesciowego, czyli warunek:

g:/L{z<P0)gly/y(P0) - g:IL{y(PO)Z >0

gwarantuje istnienie ekstremum lokalnego dla funkcji z w punkcie (z,yo). Je-
zeli g, (Py) > 0, jest to istotne maksimum lokalne, gdy g2 (Fp) > 0. Gdy znaki
9. (Po) oraz gl .(Py) sa przeciwne, mamy minimum lokalne z w punkcie (g, yo)-

Przyktad: dla funkcji uwiklanej w réwnaniu g(z, y, z) = 0, gdzie g(x,y, z) =
6(z2 + 9% + 22) + 42 — 8(y + 2) + 5 mamy Vg = (12x + 4,12y — 8,12z — 8).
Punkt stacjonarny (o, yo) dla z(z,y) wyznaczamy z ukladu g; = 0 = g, wiec
Ty = —%,yo = % Z réwnania g(xo, Yo, 20) = 0 mamy zo = %(4 +/6), w tych
punktach ¢’ wynosi +2v/6, zaé ¢’ (z0,v0,20) # 0. Sa wiec 2 funkcje uwikta-
ne. Macierz drugich pochodnych g wzgledem zmiennych x,y jest diagonalna,
o przekatnej (12,12) (bo pochodne mieszane sa réwne zero) i jest dodatnio
okreslona. Warto$¢ maksimum lokalnego wynosi wiec §(4 + v/6), minimum
osiggniete jest dla drugiej z funkcji uwiklanych i wynosi %(4 —/6).

8.3 Ekstrema warunkowe

W przypadku najprostszym (funkcji 2 zmiennych), gdy warunek jest postaci
g(z,y) = 0, rozwikhjac otrzymamy y = y(x),y'(z) = —g,(g;) ", wiec badanie
ekstremum lokalnego f(x,y) (w punkcie Py = (xo,y0)) przy takim warun-
ku, mozemy sprowadzi¢ do badania ekstremum lokalnego funkcji 1 zmiennej x
postaci f(z,y(x)). Mamy w punkcie zg ekstremum pochodna réwna zero, ta
pochodna, to f;.(Fo) + f, (Po)y' (o). Réwnos¢ zeru, pomnozona stronami przez
g,(Po) daje réwnanie f;(FPo)g,(Fo) + f,(Po)g.(FPo) = 0. To jest wyznacznik
pary gradientéw, jest on zerem dokladnie wtedy, gdy te gradienty sa liniowo
zalezne. Innymi slowy, dla pewnej liczby A jest Vf + AVg = 0. (Przypadek
Vf = 0 chwilowo wykluczamy -odpowiada on sytuacji, gdy ekstremum f jest
lokalne, a nie warunkowe — nie zalezy od warunku g = 0). W przypadku k
réwnoczesnych warunkéw: G = (g1, ..., gx) = 0, mamy podobne twierdzenie:
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Twierdzenie o ekstremach warunkowych. Jezeli funkcja f ma ekstremum
lokalne warunkowe w punkcie P przy warunku g1(P) = 0,...,gx(P) = 0, to
istniejq liczby Ao, . .., A\ nie wszystkie rowne zero i takie, ze

MV F(P)+ MV (P) + ...+ A Vgr(P) = 0, (22)

czyli gradienty [ oraz funkcji okreslajgcych warunki, sq liniowo zalezne.

Na ogdt przyjmujemy, ze Ao = 1. Innymi stowy, punkt ekstremum lokalne-
go warunkowego jest teraz punktem stacjonarnym tzw. funkcji Lagrange’a ®
okreélonej wzorem

(I)(P) = f(P) +)\191(P) —I—...-i—)\kgk(P).

Faktycznie, lewa strona jest réwna gradientowi funkcji ®. Liczby \; nazy-
wamy mnoznikami, lub mnoznikami Lagrange’a, a metode okreslamy mianem
metody mnoznikéw Lagrange’a.

Przyktadem, gdzie A\g musi by¢ zerem jest zagadnienie obliczenia minimum
z funkcji f(z,y) = x przy warunku y? —2% = 0 (tu znak 23 jest nieujemny, mini-
mum wynosi 0 w punkcie (0,0) niespelniajacym tezy tw. o funkcjach uwiklanych
wzgledem zadnej ze zmiennych. Stad caly klopot: tu ®(z,y) = 2 — A\y? + A3,
gradient V& = (1 + 3\22,2)\y?) = (0,0), co daje y = 0,z # 0, whrew relacji
y? — 23 = 0. W przypadku, gdy gradienty funkcji g; opisujacych warunek sg
liniowo zalezne w punkcie Py, jest to ,warunek zdegenerowany” w tym punkcie
i taki punkt (,,punkt osobliwy rozmaito$ci g=1({0}) ”)trzeba bada¢ oddzielnie,
gdyz wtedy moze by¢ Ay = 0.

Wréémy na chwile do przyktadu 8.2.1. Tu mamy

flzyy,2) = xyz, glx,y,2) =x+y+2—35, x>0,y>0,2>0.

Szukamy maksimum warunkowego przy nieujemnych z,y,z . Szukamy wiec
punktu stacjonarnego funkcji Lagrange’a ®(z,y, z) = zyz + A(z +y + z — 39).
Przyréwnujac jej gradient do zera, mamy yz+ A =0,zz+ A =0,zy+ A =0, co
po wyrugowaniu A daje ry = yz = xz. Dzielac stronami pierwsza rownosé przez
y, a druga przez z mamy x = z = y, co przy ,réwnaniu wiezé6w” g(x,y,z) =0
daje spodziewany wynik. Wbrew pozorom, w poréwnaniu do metody wyliczania
z z réwnania wiezéw (warunku g = 0), jest to metoda rachunkowo prostsza (nie
mamy tu réwnania stopnia 2 wzgledem z).

Poszukajmymy jeszcze ta metoda maksimum dla f(z,y) = y? — 2zy na
elipsie 22 4+ ay? = 1, w zaleznosci od statej a > 0. To, Ze jest ono osiagniete w
jakim$ punkcie- wiemy z wtasnosci funkcji ciaglych na zbiorach domknietych i
ograniczonych. Teraz ®(x,y) ma gradient (—2y+ 2\z, —2x 4 2y + 2a\y), réwny
zeru, gdy Az =y oraz x = (1 + a\)y. Dla = 0 byloby y = A0 = 0, lecz (0,0)
nie lezy na elipsie. Podstawiajac do réwnania elipsy, mamy (1 + a\?)z? = 1,
za$ podstawiajac do drugiego réwnania i dzielac przez x mamy A\ + al? = 1,
wiec dla A = 1 + 4a mamy 2 pierwiastki rzeczywiste A = (=1 £+ v/A)/2a (np.
gdy a = 2, to Ay = 3, A2 = 1 Nastepnie wstawiamy = = +(1 + A2~z (juz
4 mozliwe wartosci) oraz y = Az, poréwnujac do siebie wartosci f(z,y) w 4
punktach ustalamy, ktora jest najwieksza.

Gdyby$my szukali maksimum tej f na zbiorze {(z,y) : 2% + ay® < 1}, to
trzeba jeszcze znalezé zwykle punkty stacjonarne f rozwiazujac uklad réw-
nan 2y = 0,2y — 2z = 0, dajacy jedyny punkt stacjonarny (0,0). Ale wartosé
£(0,0) = 0 nie jest jednak ekstremum lokalnym. Tu f jest forma kwadratowa,
wiec d?f(x,y) = 2f(x,y), forma ta nie jest pétokredlona.

8.3.1 Obraz obszaru. Funkcje wypukle

Wtasnos$¢ Darboux osiggania wszystkich wartosci posrednich przez funkcje cia-
gle ' : D — R na zbiorze D C R™ mozna latwo wykazaé¢ np. dla takich
zbioréw D, w ktorych kazde 2 punkty mozna potaczyé pewna krzywa zawarta
w zbiorze D, laczaca punkty Py := p(0) oraz P; := p(1). Faktycznie, gdy np.
p:[0,1] — D okresla krzywa ciagla, to zlozenie Fop:[0,1] 5t — F(p(t)) € R
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jest funkcja ciaglta osiagajaca wszystkie wartosci posrednie pomiedzy wartoscia-
mi F(Py) = (Fop)(0) oraz F(Py). Jezeli zbior D jest ponadto domkniety i ogra-
niczony (takie zbiory nazwiemy obszarami domknietyms, to dla pewnych Py, Py
wartosci w tych punktach sa réwne odpowiednio: m := min{F(P) : P € D}
oraz M := max{F(P) : P € D}, obrazem takiego zbioru D bedzie wiec caly
przedzial [m, M]. Pozostaje wyznaczy¢ te krance predziatu. Juz wiemy, jak to
robié¢ -to sa ekstrema. Rozpatrujemy przy tym osobno 2 zagadnienia: ekstre-
mum lokalnego w punktach wnetrza zbioru D oraz ekstrema na brzegu zbioru
D. Na ogél brzeg opisany jest pewnym réwnaniem, wiec ekstrema na brzegu,
to ekstrema warunkowe. Poniewaz brzeg jest domkniety i ograniczony, te eks-
trema musza wystapié, w przeciwienistwie do ekstreméw lokalnych (w punktach
z wnetrza D), ktére moga istnieé, lecz nie musza, co pokazal ostatni przyktad.
Moze si¢ tez zdarzy¢, ze w pewnym punkcie na brzegu nie sa spelnione zaloznia
tw. o funkcjach uwklanych -odpowiada to sytuacji, gdy warunek jest zdegene-
rowany, w rownaniu mamy Ao = 0. Takie punkty nalezy sprawdzi¢ osobno,
poréwnujac, czy warto$é w nich jest wieksza (mniejsza) od wartosci w punktach
stacjonarnych odpowiedniej funkcji Lagrange’a.

Przypomnijmy, ze zbiér 2 C R™ jest wypukty, gdy dla dowolnych dwu jego
punktéw Py, P; € Q réwniez kazdy punkt p(t) postaci tPy+ (1 —t) Py, t € [0,1]
nalezy do tego zbioru. Méwimy, ze funkcja F : €2 — R jest wypukla, gdy
jej dziedzina € jest ziorem wypuklym oraz zawezenia do odcinkéow zawartych
w Q sa funkcjami wypuklymi. Dokladniej, dla p(t) -powyzszej parametryzacji
odcinka o koncach Py, Py € €, wypukla ma by¢ funkcja zlozona Fop: [0,1] 2
t — F(p(t)). Innymi slowy, dla kazdego ¢ € [0, 1] ma by¢

F(tPy+ (1 —t)Py) < tF(Py) + (1 — t)F(Py).

Przypomnijmy, ze dla n = 1 ,modelowa funkcja wypukta’ jest funkcja wy-
ktadnicza t — e (funkcja wypukla jest ,zwrécona wypukloscia w dot osi”).
Moéwimy, ze f jest wklesta, gdy F(z) := —f(x) jest wypukla (przykladem
jest logarytm naturalny). Jak tatwo sprawdzié gdy F jest klasy C'', pochodna
(F op)’ musi by¢ niemalejaca, wiec jesli zmienia znak, to z ujemnego na dodat-
ni, nie moze mie¢ maksimum wzgledem ¢ w punkcie wewnetrznym odcinka -a
jedynie na jego koncach. MAKSIMUM FUNKCJI WYUKLEJ NA ZBIORZE
WYPUKEYM Q MOZE ISTNIEC (jest, jak wiemy, osiagniete) JEDYNIE W
PUNKCIE P O NASTEPUJACEJ WELASNOSCI: P nie jest punktem we-
wnetrznym zadnego odcinka zawartego w €).” Takie punkty nazywamy punktams
ekstremalnymi zbioru Q. (Ta teza nie wymaga zalozenia o rézniczkowalnosci.)
Prosze na chwile uruchomié¢ swoja wyobraznie przestrzenna i przekonad sie, ze

e Punkty ekstremalne nie moga by¢ punktami z wnetrza zbioru -musza
leze¢ na brzegu

e Zbiorem punktow ekstremalnych kota domknietego jest okrag bedacy
brzegiem. Podobnie jest w przypadku elipsy, kuli, elipsoidy, parabolidy
obrotowej.

e Dla stozka punkty ekstremalne, to wierzchotek i okrag (brzeg podstawy).
Dla walca -to sa 2 okregi.

e Dla wielo$cianu zbiér punktéow ekstremalnych jest skoficzony -réwny zbio-
rowi jego wszystkich wierzchotkéw. (To dobra wiadomosé: szukajac mak-
simum funkcji wypuklej (lub minimum funkeji wklestej) wystarczy po-
réwnaé skonczony zbiér jej wartosci w wierzchtkach takiego wielo$cianu!)

Sa jeszcze inne klasy funkcji, dla ktorych ekstrema lokalne nie moga wy-
stapi¢ w punktach wewnetrznych: np. funkcje f(x,y) dwu zmiennych, klasy
C? nazwiemy harmoniczng w obszarze 2, gdy élad jej macierzy Hessego, tzw.
laplasjan: f, + f,, jest stale réwny zero. Mozna wykazaé, ze takie funkcje
nie osiagaja eksreméw lokalnych w punktach wewnetrzanych dziedziny. (Jesli
pochodne mieszane nie zeruja sie¢ w danym punkcie, to brak poétokreslonosci
macierzy Hessego jest oczywisty, gdyz na gléwnej przekatnej tej macierzy 2x2
sa zera. Dowdd w przypadku ogélnym jednak musimy pominaé.)

32



8.4 Ptlaszczyzna styczna

Na zakonczenie tej czeSci wyktadu poznamy wzér na réwnanie plaszczyzny
stycznej do powierzchni S o réwnaniu g(z,y, z) = 0 w punkcie Py = (o, Yo, 20)
takim, ze g(Py) = 0. Rownanie plaszczyzny zawierajacej punkt Py mozna za-
pisa¢ w postaci P — Py 1 w, gdzie w jest wektorem normalnym, czyli pro-
stopadltym, P = (z,y, z) oznacza dowolny punkt plaszczyzny. Prostopadlosé
wektora o poczatku P i koficu Py do w = (A, B,C) zapisujemy przy uzyciu
iloczynu skalarnego w postaci (z —x9)A+ (y —yo)B+ (2 — z0) D = 0. Wektorem
normalnym do powierzchni S w punkcie Py € S nazywamy wektor prostopadty
do plaszczyzny stycznej do S w tym punkcie.

Przypomnijmy, ze odlegtoéé¢ punktu od pltaszczyzny jest rowna odlegtoéci te-
go punktu od jego rzutu prostopadlego na te ptaszczyzne. Plaszczyzne styczng
do S w punkcie Py mozemy okresli¢ jako taka plaszczyzne, dla ktorej odleglosé
od punktu P € S do jego rzutu prostopadlego (powiedzmy, Q) na te plaszczy-
zne, podzielona przez odlegto$¢ od @ do Py zmierza do zera, gdy P zmierza
do Py. (Réwnowaznie, oznacza to, ze kat pomiedzy plaszczyzna a prosta PP
bedzie dowolnie maly, jesli P € S bedzie dostatecznie blisko punktu Fj.)

Twierdzenie Wektorem normalnym do powierzchni S = {P € R3 : g(P) = 0}
w punkcie Py jest gradient funkcji g w tym punkcie. Rownanie plaszczyzny
stycznej ma wiec postac

(x — x0)g,(Po) + (¥ — 40) gy, (Po) + (2 — 20) 9% (Po) = 0. (23)

Gdy S jest wykresem funkcji 2 zmiennych f okreslonej w pewnym otoczeniu
punktu(zg, yo), czyli

S = {(x,y,Z) tr2= f(w,y), (l‘,y) € U}7

to mozemy f ,uwiklaé¢ w réwnaniu: g(z,y, f(z,y)) = 0, gdzie g(z,y,2) =
f(z,y) — 2. Poniewaz Vg = (f;, f,, —1), réwnanie plaszczyzny stycznej do
wykresu f ma postaé

z— 20 = (& — x0) fr(x0,%0) + (¥ — yo) £, (x0, Yo)-

Na przyklad, gdy (zo, yo) jest punkem stacjonarnym, ta plaszczyzna bedzie
plaszczyzna réwnolegla do 0XY, o réwnaniu z — 29 = 0, gdzie 29 = f(xo,yo)-
W tym przypadku rzutem prostopadlym punktu P = (z,y, f(x,y)) na te
plaszczyzne jest (x,y,z20), jego odlegloéci od P oraz od Py, to odpowiednio
|f(x,y)— f(xo,y0)| oraz ||(x — 2o,y —yo)|| (norma euklidesowa), warunek stycz-
nosci wynika z definicji rézniczki.

9 Szeregi liczbowe

Zacznijmy od definicji szeregu liczbowego. Chodzi nam o to, by uzywacé pojecia
wszeregu formalnego” niezaleznie od tego, czy jego suma istnieje, czy tez nie,
gdyz bedziemy czasami mieli do czynienia z szeregami rozbieznymi.

Definicja 1 Szeregiem liczbowym o wyrazach x, € C bedziemy nazywaé
cigg ,sum czesciowych” (Sk)k=o0.1,..., gdzie

k
Sk ::Zmn =20+ 1+ + Tk

n=0

Czasami wygodnie jest pisaé Sk(x,) zamiast Sy. Mdéwimy, zZe ten szereg jest
zbiezny, o sumie réwnej S, co zapisujemy symbolem S = > > x,, gdy cigg
(Sg) jest zbiezny do granicy skotriczonej, przy czym S = limg_,o Sk. Skrétowo,

mamy wiec
o0 k
E T, = lim E Ty
k—oo
n=0 n=0
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Mozemy tez zdefiniowaé >z, jako szereg > 77y, gdzie yo = ... =
Yp—1 = 0,yn = z, dla n > p. W szczegblnodci czesto bedziemy spotykali
Yoo @n. W takim przypadku S = z1 + ... + @y

Zacznijmy od ,trywialnych przyktadéw”, gdy z1 =22 = ... =0, to Sk jest
ciggiem stalym réwnym zg i taka jest tez suma badanego szeregu. Podobnie,
gdy ciag x,, jest réwny zero od pewnego miejsca (dla n > M), to ciag Sk jest
staly od tego miejsca, za$§ suma szeregu jest wtedy rowna sumie skonczonej
Xo+ ...+ xp.

Bez watpienia, najwazniejszym szeregiem jest szereg geometryczny (o wyra-
zach zespolonych). Odpowiada on ciggowi geometrycznemu postaci x,, = aq”,
gdzie ¢ # 0 jest tzw. ilorazem ciagu geometrycznego. (Faktycznie, V,eng =
T‘:—’_‘l) Dla ciggu samych zer mozemy przyja¢ a = 0,q = 1. Ogélnie, ¢° = 1,
wiec a = xg, 21 = aq,z2 = aq>, ... . Tu mamy ¢Sp = Sk + a¢"t! — a, wiec dla
(1(1%;:*1). Szereg jest wiec zbiezny do 1% gdy lg| < 1.
(Ciag geometryczny a?t! jest zbiezny do zera przy |q| < 1, staly dla ¢ = 1 i
rozbiezny gdy ¢ # 1,|q| > 1,a # 0. Ciag Si, jest rozbiezny dla a # 0, |¢| > 1,
bo dla ¢ = 1 mamy x,, = a, za$ Sy, = (k + 1)a w tym przypadku (¢ = 1). Na
przyklad, Y07 ((3)" = 2.

Zauwazmy, ze dla n € N mamy x, = S, — S,—_1. Jedli istnieje granica
skonczona S = lim 5, to réwniez S = lim S,,_1, wiec wowczas limx, = S—5 =
0. Stosujac arytmetyke granic, mozemy wiec sformutowac¢ nastepujace tezy:

q # 1 otrzymujemy S}, =

Twierdzenie 1 Dla szeregow zbieznych mamy nastepujgce wlasnosci:

1. WARUNEK KONIECZNY ZBIEZNOSCI Wyrazy szerequ zbieznego muszq dq-
zyé do zera

2. LINIowOSC Gdy szeregi Y an oraz Y by, sq zbiezne, to zbieiny jest tei
szereg sum an + by, przy czym > oo (an +bn) = >0  gan + Do bn.
Podobnie, dla dowolnej stalej C mamy > > Ca, = CY 0" an.

3. Zbieznosé szeregu nie zalezy od poczgtkowych wyrazéow: Gdy tylko istnieje
M € N takie, zeV,n > M = x, = y,, to ze zbieznosci ZZO:O Ty wynika
2biezno$é Y 0 Yn.

4. WARUNEK ROWNOWAZNY ZBIEZNOSCI Szereg Y ay, jest zbiezny wtedy
i tylko wtedy, gdy spelnia on nastepujgcy warunek Cauchy’ego

M+k

Ves03nmenVien | Z Tn| <e
n=M+1

5. Szereg o wyrazach nieujemnych jest zbiezny (do S = sup{Sk : k € N})
wtedy 1 tylko wtedy, gdy cigg jego sum cze$ciowych jest ograniczony.

Druga teza otrzymamy zauwazywszy, ze Sk(an + bn) = Sk(an) + Sk(bn), za$
Sk(Can) = CSk(an). W nastepnej tezie zauwazmy, ze ciag Sk(yn) = Sk(zn)+ Sk (yn —
Zn), roznica Sk(yn) — Sk(xn) jest wigc ciagiem stalym od miejsca o indeksie k = M.
Na koniec -zauwazmy, ze pod modutem w warunku jest suma skonczona, rowna
Sni+k — S, wige jest to warunek Cauchy’ego dla ciagu (Sk).

Dla szeregéw o wyrazach x,, > 0 ciag (Sk) jest niemalejacy, wiec w tym przypadku
jego zbieznos¢ jest rownowazna ograniczonosci, zas Zf;o Tn = supy, Sk.

W przypadku szeregéw o wyrazach nieujemnych (i tylko takich!) zbieznosé
bedziemy zapisywaé w postaci warunku

e} o0
E Tp < +00, a rozbieznosé -jako warunek E Ty, = +00.
n=0 n=0

Uwaga! Warunek z tezy 1 ostatniego twierdzenia jest konieczny, ale nie wy-
starczajacy: chociaz lim% = 0, wykazemy, ze



Gdyby bowiem ten szereg (zwany szeregiem harmonicznym) byl zbiezny, to dla
SE = Sk(%) powinno by¢ lim So, = lim S, zas lim So,, — S = 0. Tak jednak
nie jest, gdyz mamy

1 1 1 1

Sop —Sp = —— .+ — > — —
2Ok =y Tt 2 T T gy

Sktadnikéw w ostatniej sumie jest k, wiec ta suma réwna jest % i (wbrew
naszemu przypuszczeniu) NIE ZMIERZA DO ZERA. Szereg harmoniczny jest
wiec rozbiezny.

Nietrywialny przyktad szeregu zbieznego, to szereg Zn 1 n(n 1) zbiezny

do 1 (sprawdzamy to na wyktadzie). Nielatwo jest natomiast wyznaczy¢ sume

szeregu
f: 1
—~ n?

ta suma jest % Sprawdzimy jedynie sama jego zbieznosé. Poniewaz 0 <
ﬁ < n(n1+1) sumy czedciowe spelnlajzad Sk( +1)2) < Sk(n(n+1)), sg wiec

ogramczone bo juz wiemy, ze > - 5 < —|—oo Poniewaz limy, Sy ( (n—il)2) =

n=1 n(n+1
ZZO 1 nQ, otrzymujemy dowodzona zbleznosc
Do wykazania zbieznosci szeregu 2211 ~=» gdzie @ > 1 wygodnie jest uzy¢

tzw. kryterium caltkowego zbieznosci szeregow:

Twierdzenie 2 KRYTERIUM CALKOWE. Jesli f : [1,4+00) — [0, +00) jest
funkcjg nieujemng, nierosngcqg, to szereg Zzo:l f(n) jest zbieiny wtedy i tylko
wtedy, gdy calka niewladciwa f1+oo f(t) dt jest zbiezna.

Najczesciej przy badaniu zbieznosci szeregow korzystamy jednak z naste-
pujacego kryterium

Twierdzenie 3 KRYTERIUM POROWNAWCZE. Jesli moduly wyrazéw x.,
sq mniejsze lub réwne od wyrazéw y, pewnego szeregu zbieinego Y o Yn, to
szereg 220:1 T, jest tez zbiezny.

Przez kontrapozycje otrymujemy stad warunek na rozbieznosé . y,,: zacho-
dzi ona, jesli |x,| < yn (V) oraz szereg > x, jest rozbiezny. Pozyteczne jest
tez kryterium w nieco ogdlniejszej postaci, ale dla z,,,y, > 0:

WARIANT KRYTERIUM POROWNAWCZEGO Jesli tylko lim 3” = C, gdzie 0 <

C < 400, to szereg Y @y, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy > yn jest zbiezny.
Dowodzac kryterium w wersji podstawowej, sprawdzamy warunek , szacujac

Mk M+k M+k
n=M+1 n=M+1 n=M+1

Ostatnie sumy sa dowolnie mate przy M dostatecznie duzych (niezaleznie od k), z
tego samego kryterium dla szeregu zbieznego » yn.

Sztuka doboru majorant y,, jest istotna, jednak sa szeregi zbiezne, da kté-
rych takich ,sumowalnych majorant” nie ma. Minimalnymi majorantami sg
liczby |x,]|.

Moéwimy, ze szereg > . @, jest bezwzglednie zbiezny, gdy > |z,| < +00. Wow-
czas tez sam ciag (z,) o powyzszej wlasnosci nazwiemy ciggiem sumowalnym.
Dzigki kryterium poréwnawczemu, szereg bezwzglednie zbiezny musi by¢ zbiez-
ny. Jednak istnieja szeregi zbiezne, ktére nie sa zbiezne bezwzglednie (nazy-
wamy je szeregami zbieznymi warunkowo). Takim szeregiem jest np. szereg
Soo (=" L Nie jest on zbiezny bezwzglednie (moduty tworzg szereg har-
moniczny rozblezny Z ). (Jak sie okaze, jego suma jest In2.) jego zbieznosé
wyniknie z nast@puj@cego kryterium Leibniza:

Twierdzenie 4 Jesli cigg a,, zmierza w sposdb malejgcy (nierosgcey) do
zera, to szereq > oo (—1)"Tla, jest zbieiny.
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oo (=1)3"
n=1 \/2n+1
mamy tu ciag rosnacy, bo funkcja /- jest rosnaca. Licznik = C- (—1)"1, gdzie
C jest stala C = —1. Z dokladno$cia do tego stalego czynnika, mamy wiec
ciag speliajacy zalozenia kryterium Leibniza, szereg jest zbiezny. Ale tylko
warunkowo, bo tu |z,| > \/% > 11 a ta stala wielokrotnos¢ szeregu har-
monicznego jest rozbiezna. Nie zawsze zmiana znaku jest ,regularna,, -np. gdy
mamy szereg typu % Wéwcezas przydatne jest Kryterium Dirichleta, ktore
sformulujemy po6zniej w ogdlniejszym przypadku -dla szeregéw funkcyjnych.

W wigkszosci przypadkéw szeregi > x,,, z ktérymi bedziemy mieli do czy-
nienia beda jednak albo zbiezne, albo bezwzglednie zbiezne. W przestrzeniach
unormowaych interesowaé nas bedzie tez gléwnie zbieznosé bezwzgledna, de-
finiowana dla wektoréw w,, przez warunek >_ ||w,|| < +oo. Prowadzi to za-
wsze do badania zbieznosci pewnych szeregéw o wyrazach nieujemnych (dla
apn, = |zp| lub a, = ||wy])). Dla takich szeregéw najczesciej bedziemy korzystali
z jednego z dwu nastepujacych kryteriéw:

SprawdZmy np. ,charakter zbieznodci” dla . W mianowniku

Twierdzenie 5 PODSTAWOWE KRYTERIA ZBIEZNOSCI
KRYTERIUM D’ALEMBERTA Jesli a,, > 0 oraz g := lim %, to przy g < 1
szereg jest zbiezny, zas dla g > 1 -rozbiezny.
KRYTERIUM CAUCHY'EGO Jesli a, > 0 oraz v := lim {/a,, to przy v < 1
szereq jest zbiezny, zas dla v > 1 -rozbiezny.

Zalozenia mozna nieco uogdlnié, postulujac zamiast g < 1 zachodzenie dla
pewnego ¢ < 1 warunku % < ¢ (a zamiast g > 1 -warunek % > 1)
dla wszystkich n od pewnego miejsca poczawszy. Analogicznie dla warunku
~v < 1. (Takie tezy sa zreszta pierwszym krokiem dowodu. Dla ich sformulowa-
nia mozna uzywac pojeé: granicy dolnej i granicy gornej ciagu, ktérych jednak
nie bedziemy wprowadzali). Natomiast wystarcza, by v > 1 dla nieskorficze-
nie wielu n. Wéwczas nie moze zachodzi¢ warunek konieczny (zbiezno$é ciagu
wyrazow szeregu do zera). W przypadkach g < 1 oraz v < 1 korzystamy z
kryterium poréwnawczego, gdyz dla pewnej statej C' i dla dostatecznie duzych
n otrzymamy oszacowania a, < Cq".

Zauwazmy, ze w przypadku g = 1 lub ¢ = 1 zadne z kryteréw nie rozstrzy-
ga o zbieznosci: Takie réwnosci zachodza zaréno dla szeregu harmonicznego
(rozbieznego) > %, jak i dla szeregu zbieznego > # Mozna wykazaé, ze gdy
kryterium d’Alemberta rozstrzyga (o zbieznosci, badZ rozbieznosci), to réwniez
rozstrzyga kryterium Cauchy,ego. Mozna wiec zapytaé, czy nie wystarczy znaé
tylko to drugie, silniejsze kryterium? Na ogél w przypadkach, gdy wyraz szere-
gu zawiera jako czynnik silnie -warto korzysta¢ z kryterium d’Alemberta, gdyz
po podzieleniu (n + 1)! przez n! uzyskamy po prostu n + 1 jako odpowiedni
czynik. Liczenie granicy zawierajacej jako czynnik /n! jest bardzo trudne.

Jako ciekawostke podajmy tu pewien wzér (tzw. wzoér Stirlinga), pozwalajacy w
praktyce przybliza¢ warto$é silni dla duzych n:

vneN 396 0,1) n! = V2 76 12" .

Ciag o wyrazach V/n! jest wigc asymptotycznie réwnowazny z ciagiem o wyrazach Z,
czyli iloraz tych 2 ciagbéw zmierza do 1.
Przyklad Zbadajmy, dla jakich a > 0 kryterium d’Alemberta zagwarantuje

.. s, . Tl
zbieznos¢ szeregu ) | a,,, gdzie “=. Mamy

Antl _ (a"an!(n+ 1)n™) : (a"n!(n+1)"(n+1)) = a(n 1

—n
an )
Granicg tego ciagu jest 2, wigc dla 0 < a < e mamy szereg zbiezny, a dla a > e
-rozbiezny. Gdy e = 1, to wzér Stirlinga pokazuje, ze woéwczas a,, > v2mn —
+00 (rozbieznosé). W tym przypadku kryterium d’Alemberta nie rozstrzyga
(g = 1), podobnie jak kryterium Cauchy’ego.

Pare dalszych przyktadow, w ktorych warto stosowaé kryterium d’Alemberta:

n n2n n . .
> Gyt (tug =0), > oy (tug = (£)? > 1), > e (tu @ oznacza jed-
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nostke urojona,g = ee < 1.) Kryrerium Cauchy’ego mozemy stosowaé np.
dla Y 2 (3+40)" (tuy = 2), dla X180 (tuy = 1), dla 3 2230 (tu~y = 2).

10 Zbieznos$¢ jednostajna, szeregi funkcyjne

Dla funkcji ograniczonej f : D — C na zbiorze D C R™ okreslamy

[fllp = sup{|f ()| : = € D}.

Przestrzenr Cp(D) funkcji ciaglych ograniczonych na zbiorze D jest przestrze-
nia wektorowa, gdzie suma wektoréw f, g € Cyp(D) jest funkcja f + g € Cp(D)
okredlona wzorem (f + g)(x) := f(z) + g(z)Vz € D. Podobnie, iloczyn funkcji
f € Cy(D) przez skalar a- to funkcja D 5  — af (z). Mozna latwo sprawdzié,
ze || || p jest norma (w sensie definicji ze strony [L7)). Gdy zbiér D jest domknie-
ty i ograniczony, to (dzigki twierdzeniu Weierstrassa) kazda funkcja ciagta na
tym zbiorze jest ograniczona i jej modul osiaga w pewnym punkcie wartosé
najwieksza. Zamiast sup mozemy pisa¢ wtedy max w definicji ||f||p i zamiast
Cy(D) piszemy woéwcezas C'(D).

Jesli C > 0 jest taka stala, ze Vioep |f(2)] < C, to C nazwiemy jednostaj-
nym ograniczeniem dla |f| na zbiorze D. Woéwczas || f||p < C. Norma | f|/p
funkcji f jest wigc najmniejszym ograniczeniem |f|. W przestrzeniach funkcyj-
nych rozwazane sa tez inne normy, za$ || f||p nazywa sie normg jednostajng,
lub normg Czebyszewa tej funkcji.

Definicja Méwimy, ze ciag funkcji ograniczonych f, : D — C nazywamy
ciagiem zbieznym jednostajnie do funkcji ograniczonej f, gdy

Tim (£~ fllo = 0.

Zbieznosé¢ jednostajng oznaczamy podwéjna strzatka: =, piszac f, — f pray
n — oo. Natomiast zachodzenie warunku V,ep lim f,,(z) = f(z) nazywamy
zbieznoscig punktowq ciggu (fn) do funkcji f i oznaczamy symbolem f, — f
(na zbiorze D), lub f,(z) — f(z), x € D.

W dowolnej przestrzeni unormowanej (X, || ||) mozemy rozpatrywaé szere-
gi fozo Z, zdefiniowane, podobnie jak w poprzednim przypadku (szeregéw
liczbowych) jako ciagi sum czesciowych

k
Sk = g Ty,
n=0

Sume szeregu o wyrazach wektorowych x, definiujemy jako granice ciggu Sk
jego sum czeSciowych, czyli taki wektor S oznaczany symbolem ZZO:() Ty, dla
ktérego lim ||Si, —S|| = 0. Jesli X = C(D) zas x,, = fy, to ten szereg nazywamy
szeregiem funkcyjnym. Tak wiec Si jest tu funkcja

k
Sk:DBZHSk(z):an(z)E(C,
n=0

za$ zbieznosé jednostajna (odpow. punktowa) tego szeregu rozumiemy jako od-
powiednig zbieznosé ciagu funkcji Si. Najwazniejsza role w analizie odgrywaja
dwa typy szeregéw funkcyjnych: szeregi potegowe (postaci Y ayz*) oraz szeregi
Fouriera, odgrywajace podstawowsa role w teorii sygnaléw, w termodynamice i
wielu innych zastosowaniach. S to szeregi postaci Y a,, cos(nt) + by, sin(nt).
Zacznijmy jednak od dokladniejszego przyjrzenia sie pojeciom zbieznosci
punktowej i jednostajnej ciagdéw funkcyjnych. Warunek rownowazny zbieznosci
jednostajnej mozna sformutowaé¢ bez odwolywania si¢ do normy:
Lemat f, = f wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi nastepujocy warunek:

Ve>03novn>nov$€D |fn($) - f((E)| <€
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Faktycznie, ostatni warunek oznacza, ze dla dostaecznie duzych n liczba e
jest jednostajnym ofraniczeniem na zbiorze D dla | f,, — f|, wiec mamy wéwczas
Il fr.— fllp < €, co (dzieki dowolnosci € > 0) implikuje zbieznoéé || f,, — f|lp — 0.

Warunek zbieznoéci punktowej oznacza, ze

ve>OVm€D3n:nzvn>nz ‘fn(x) - f(l')‘ <e

Jak widaé, ten warunek rézni si¢ od warunku na zbieznos¢ jednostajna wytacz-
nie kolejnoscia kwantyfikatoréw. Ze zbieznosci jednostajnej do funkcji f wynika
zbieznos¢ punktowa do tej samej funkcji, lecz implikacja przeciwna nie zachodzi
(przyklady ponizej).

Przyklady: Ciag fn(z) := * sin(nz) jest jednostajnie zbiezny do 0 (do funkcji
stalej réwnej zero) na osi liczbowej R, bo | fullr = 1 — 0. Natomiast ciag
pochodnych: f/(z) = cos(nx), choé¢ ograniczony, nie zmierza jednostajnie do
zera.

Korzystajac z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej mozna wykazaé, ze gdy
ciag pochodnych g,,(z) jest jednostajnie ograniczony, to ze zbieznoéci ciagu g, (¢) dla
punktéw ¢ tworzacych jaki§ podzbiér gesty w zbiorze D (np. punktéw wymiernych)
wynika juz zbieznos¢ jednostajna.

Zauwazmy, ze gdy fn(t) = t" dla 0 <t < 1, to Viep,1) lim fr(t) = 0, lecz
zbieznosé tego ciggu nie jest jednostajna. Faktycznie, podstawiajac f(t) = 0,
mamy w tym przypadku || f,, — fl[jo,1) =sup{t": 0 <t <1} =1.

Badanie zbieznosci jednostajnej danego ciagu nalezy rozpoczaé¢ od wyzna-
czenia granicy punktowej f tego ciagu f,. Nastepnie nalezy wyznaczyé¢ (na
przyklad, badajac ekstrema lokalne) kresy gorne ciagu |f, — f|. Dopdki nie
znamy funkcji f, nie wiemy, co odjac of f,.

Na szczescie, podobnie jak dla ciagéw liczbowych, istnieje warunek row-
nowazny zbieznosci jednostajnej, ktory nie odwoluje sie do wartoséci granicy
takiego ciggu. Co wiecej, taki warunek mozna sformutowaé¢ w ogdlniejszym
kontekscie przesztrzeni unormowanej (X, || ||).

Definicja Moéwimy, ze cigg wektorow x, w przestrzeni unormowanej jest cig-
giem Cauchy’ego (czyli spelnia warunek Cauchy’ego), jesli

Ve>OE|ngvk,m,2no ||CEk - xm” < €. (24)

(W warunku tym, bez zmniejszania ogdlnosci, wystarczy bra¢ k > m). Podob-
nie, jak dla ciagdéw liczbowych, kazdy ciag zbiezny spelnia ten warunek. W
niektorych przestrzeniach wektorowych istniejg ciggi Cauchy’ego, ktére nie sg
zbiezne. Na przyklad, mozna wykazaé, ze w przestrzeni ciagéw liczbowych réow-
nych zero od pewnego miejsca (podobnie, jak w przestrzeni wielomianéw) dla
dowolnej normy istnieja ciagi Cauchy’ego niemajace granicy w tej przestrzeni.
Definicja Przestrzeniq Banacha nazywamy takq przestrzern unormowang, w
ktorej kazdy cigg Cauchy’ego jest zbieiny.

(Jak wkroétce zobaczymy, przestrzenie Banacha, sa to dokladnie te prze-
strzenie unormowane, w ktérych wszystkie szeregi bezwzglednie zbiezne (czyli
takie, ze Y ||z,|| < +00) sq zbiezne.)

Twierdzenie 6 Przestrzen Cy(Q2) funkcji cigglych i ograniczonych z nor-
maq || ||p jest przestrzeniq Banacha.

Idea dowodu polega na zauwazeniu, ze ciag funkcji f, spelniajacy jednostajny
warunek Cauchy’ego (czyli warunek wzgledem normy || ||o) spelnia réwniez w
kazdym (dowolnie ustalonym) punkcie w €  warunek w C, gdzie norma jest
modut. Faktycznie, |fr(w) — fm(w)| < ||fk — fmlla < € dla k,m > no. Dla ciggdéw
liczbowych warunek implikuje zbiezno$¢ (jest to twierdzenie Cauchy’ego), wiec
istnieje f(w) := lim f, (w). Na razie mamy tylko zbieznos¢ punktowa, ale przechodzac
z m do granicy przy m — oo w nieréwnosciach |fx(w) — fm(w)| < € otrzymamy
|fe(w) — fw)] < e (VkE = no,w € Q), czyli € jest jednostajnym oszacowaniem dla
|fx— fl, dajac || fr — fllo < e(Vk = no) -czyli zbieznoéé jednostajna fn do f. Pozostaje
sprawdzié, ze f € Cp(Q2). Fakt ten wyniknie z nastepujacego twierdzenia:
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Twierdzenie 7 Granica jednostajnie zbieznego ciggu funkcji cigglych jest
cigglta

Zamiast dowodu (zastosowanie nieréwnosci tréjkata) przedstawie pare waz-
nych przykladéw i zastosowan tego twierdzenia.

Zauwazmy, ze gdyby ciag f, funkcji f,,(t) = t™ byl zbiezny jednostajnie na
zbiorze [0, 1], to jego granica powinna by¢ ciagla i réwna granicy punktowej.
Ale dla 0 < t < 1 jest f,,(t) — 0, podczas gdy f,(1) — 1. Granica punktowa
nie jest ciagla i badany ciag nie jest zbiezny jednostajnie. W podobny sposéb
mozemy czasami wykazaé, ze zbieznos$¢ nie jest jednostajna, nie liczac normy
supremowej (co wymaga znajdywania wartosci maksymalnej).

Granica ciggu f,(r) = m jest funkcja nieciggla, réwna zero we
wszystkich punktach osi R z wyjatkiem punktu 0, gdzie warto$¢ wynosi 1.

Nie oznacza to, ze zbiezno$¢ zawsze musi by¢ jednostajna w przypadku, gdy
granica punktowa danego ciagu funkcji ciaglych jest ciagla (tak jest tylko w
szczegllnych przypadkach -np. dla ciagdéw monotonicznych, o ile  jest zbiorem
domknietym i ograniczonym w R™.)

Na przyklad, ciag fn(z) := na™(1 — z) zmierza do funkcji stalej réwnej
0 na odcinku [0,1]. Ale || fullo,1) = (;35)"T" — €', wigc zbieznoéé nie jest
jednostajna. Faktycznie, f'(z) = n?z" ' —n(n+1)z™ = nz" ' (n—(n+1)z) =0
dla z =0 lub z = 5 (punkt maksimum), wiec || fulljo,1) = fu(357)-

Funkcja ciagla moze by¢ granica ciggu funkjcji nieciggtych w zadnym punk-
cie (np. gdy fn = = dlan € Qoraz f, =0dlan € R\ Q, to f, =0).

Jednym z najwazniejszych wnioskéw ze zbieznosci jednostajnej na przedzia-
le [a,b] ciagu funkcji f,, € R[a,b] (czyli calkowalnych w sensie Riemanna) jest
zbieznosé catek. Dzigki sformulowanemu ponizej twierdzeniu bedziemy mogli
zamienia¢ kolejno$é: obliczania granicy ciggu funkcji i obliczania catki, podob-
nie bedzie mozna catkowaé szeregi metoda ”wyraz po wyrazie” na przedzialach,
w ktérych zbieznosé szeregu jest jednostajna.

Twierdzenie 8 Jesli f,, = fo na przedziale [a,b], to f: f(t)dt — f: fo(t)dt.
Wynika to z liniowosci calki oraz z nieréwnoéci:

b
[ f@at < - )l
(Wystarczy ja zastosowaé do f = fo — fn.)

10.1 Zbiezno$¢ wraz z pochodnymi

Kazda funkcja ciagla na odcinku jest jednostajna granica pewnego ciaggu wie-
lomianéw (jest to stynne twierdenie aproksymacyjne Weierstrasa).

Wynika stad, ze w odroznieniu od ciaglosci, rézniczkowalno$é nie zacho-
wuje sie po przejsciu do granicy w ciagu jednostajnie zbieznym. Zdefiniujemy
wiec nieco bardziej restrykcyjne pojecie zbieznosci jednosajnej wraz z pochod-
nymi. Na przyklad, w przestrzeni C'[a,b] funkcji klasy C' na odcinku [a,b]
(gdzie pochodne na konicach przedziatu rozumiemy jako pochodne jednostron-
ne), okreslmy normﬂ

I fllcttas) = |f (@) 4[| f[|{a,p- Moina wykazac, ze C'*|a, b] z taka norma jest
przestrzenia Banacha za$ zbiezno$¢ w tej normie zachodzi dla ciagu f,, wtedy

1Jedli wartoéé tej normy dla f wynosi C, to wszystkie ilorazy réznicowe dla f sg ograni-
czone przez C (z tw. Lagrange’a o wartosci $redniej), wiec w dowolnym punkcie ¢ € [a, b] jest
£ < 1F@] +C—a), cayli | fllas < (1+ (b— @)l fllotfa y- Wynikaja stad dwa wazne
wnioski: po pierwsze- spelniony jest postulat tozsamosci z def. normy, po drugie, gdyby w
definicji zamiast sktadnika |f(a)| uzy¢ |f(to)| dla dowolnie ustalonego punktu tg € [a, ], lub
nawet zastapi¢ ten sktadnik przez ||f||[4,5], dostaniemy norme réwnowazna, czyli opisujaca
taka sama zbiezno$¢. W dowodzie zupelnosci mozemy wykorzysta¢ wykazang poprzednio zu-
petnoé¢ Cla, b] wzgledem normy || f||[q,5)- Warunek Cauchy’ego da istnienie funkcji ciagtych

fo, go takich, ze fp, = fo oraz f], = go. Jedyne, co pozostaje sprawdzié, to rézniczkowalnosé
fo oraz réwnosé f] = go. Ale dzigki twierdzeniu Newtona-Leibniza, fn(z) = f: fh(t)dt i

przejscie graniczne w tych réwnosciach daje fo(z) = f: g(t) dt, dzieki twierdzeniu
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i tylko wtedy, gdy zaréwno ciag f, jest zbiezny jednostajnie do f, jak i ciag
pochodnych: f! zmierza jednostajnie do f’ . Na przestrzeni C*(Q) funkcji klasy
C* na odcinku domknietym € = [a,b] norme ,odpowiedzialng za zbieznoéé
jednostajng wraz z pochodnymi rzedu < k7 jest np. norma

1 letan = 1F @]+ F @)+ + 1fED @] + 1P -

Ponownie mamy do czynienia z przestrzenia Banacha. Zamiast punktu a (wia-
ze sie to z pojeciem ,warunku poczatkowego” w réwnaniach rézniczkowych),
mozna zdefiniowaé¢ norme réwnowazna (dajaca taka sama zbiezno$é) przy uzy-
ciu wartoéci |fU)(to)| dla dowolnie wybranego punktu to € [a,b], gdzie j =
0,1,...,k — 1. Uzasadnienie w przypadku & = 1 naszkicowalem w notce na
dole poprzedniej strony.

Najwazniejszym narzedziem badania zbieznosci jednostajnej szeregdéw funk-
cyjnych jest nastepujace twierdzenie, znane jako ”test majorant” lub ”M-test”.

Twierdzenie 9 M-TEST WEIERSTRASSA Jezeli dla pewnego ciggu M, >
0 mamy || fullp < My, za8 Y ,° o M,, < oo, to szereg funkcyjny > fn(x) jest
zbiezny jednostagnie na zbiorze D.

Analogiczna teza zachodzi w przestrzeni C*([a, b]) dla zbieznoéci jednostaj-
nej wraz z pochodnymi rzedu < k. Wystarczy, by dla pewnego ciggu sumowal-
nego My, bylo ||fu|lckas < My. Podobna teza zachodzi tez dla analogicznej
przestrzeni funkcji wielu zmiennych i w dowolnej przestrzeni Banacha.

DowOD: Dla uproszczenia, zapisze dowdd oznaczajac norme przez || ||. Nasza prze-
strzen funkcyjna jest przestrzenia Banacha, wiec wystarczy sprawdzié, czy cigg sum
czedciowych spelnia warunek Cauchy’ego (s. [38). Dla k& > m mamy Sp — Sm =
Z’:ﬂ 41 Tn, Wige dzigki nieréwnosci trojkata, mamy

k k k
1Sk = Sl = 1> wnll < flanll < M.

m-+1 m+1 m+1

Ostatnia suma jest roznicg k-tej i m-tej sumy czesciowej dla szeregu liczbowego zbiez-
nego: » M, z warunku Cauchy’ego dla tego szeregu, jej wartosé bedzie wiec dowolnie
mata (< €) dla dostatecznie duzych k,m (dla k > m > no). Te nieréwnosci daja wiec
warunek Cauchy’ego, a wigc i zbieznosé (w sensie normy) dla ciagu Sk .

Dodajmy, ze latwiej jest oszacowa¢ norme wektora, niz ja explicite policzy¢,
czasami nawet oszacowanie ,zgrubsza” wystarczy, nalezy jednak pamietac, ze
im bardziej zwiekszymy stale (majoranty) M, tym latwiej wykazaé, ze ||z, || <
M,,, ale z drugiej strony — tym trudniej zapewnié¢ warunek > M,, < +oo.

Na przyktad, pierwszym z narzucajacych sie oszacowan dla wyrazen zawie-

rajacych funkcje sinus w liczniku jest oszacowanie modulu: |sinz| < 1. Dla
sin £

szeregu n% przy x € [0,1] majoranta M, = % nie jest jednak sumowalna.
Trzeba dodatkowo wiedzieé, ze |sint| < |¢|, co daje jednostajne oszacowanie
|¥\ < # -ktére juz wystarcza. Nasz szereg jest wigc jednostajnie zbiezny
(do jakiej$ funkeji ciaglej S na odcinku [0, 1]). Prosze sprawdzié, czy ta S jest
rézniczkowalna ( a moze dla jakiché k € N jest klasy CF?). Szereg Zgoo %n
jest zbiezny jdnostajnie wraz ze wszystkimi pochodnymi w dowolnym ograni-
czonym podzbiorze plaszczyzny zespolonej C. Jego sume oznaczamy symbolem
exp(z). Dla z € R jest to znana skadinnad funkcja wykladnicza. Rézniczkujac
ten szereg wyraz po wyrazie otrzymamy rownosé d% exp(z) = exp(z).

Pytanie o sama zbieznosé szeregu jest zagadnieniem ., jako$ciowym”, nie-
konstruktywnosé polega tu na przywotaniu warunku Cauchy’ego. Jesli X jest
przestrzenia Banacha wzgledem normy || ||, to wiemy jedynie, ze istnieje S € X
-wektor bedacy suma szeregu > x,, czyli taki, ze lim ||S,, — S|| = 0. Na ogét
chcemy jednak wiedzie¢ co$ wiecej o tej sumie szeregu. Jest na to sposdb- nale-
zy przesledzi¢ dowdd zupelnosci przestrzeni. Na przyklad, w przestrzeni Cy(D)
funkcja S, jako granica (jednostajna) ciagu funkcji S, jest réwniez granica
punktowa, a warto$¢ w punkcie w € D jest juz okraslona -jako suma szeregu
liczbowego > x,, (w). Nie zawsze mozemy, niestety, te ostatnia znalezé. Czasami

taka mozliwo$é pojawi sie dopiero dzieki glebszej analizie wlasnosci szeregéw
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funkcyjnych, jak zobaczymy na przykladach typu: 7% (=1)"*t1n~1 = In2,

n=1
2

czyzn n- :?.

11 Szeregi potegowe. Obszar zbieznosci

Szereg funkcyjny Z _o Jn(2) zmiennej (rzeczywistej, lub zespolonej) z, gdzie
fn(2) = an(z — 20)™ dla pewnych a,, € C, nazywamy szeregiem potegowym o
wspolczynnikach ay, i o $rodku zy. Nalezy podkresli¢, ze fy jest tu funkcja stala,
réwng ag. Na przyklad, dla zg = 0, gdy a, = a, a # 0 jest ciagiem stalym,
mamy szereg geometryczny » . az™ o ilorazie z, zbiezny dla |z| < 1 (o sumie
1% ) i rozbiezny dla |z| > 1. Zbiér punktéw zbieznodci (czyli takich punktéw z,
dla ktérych > f,.(2) jest zbiezny) jest wiec w tym przypadku kolem otwartym
o promieniu 1 na plaszczyznie zespolonej (o $rodku w zg).

Jak si¢ okaze, (z dokladno$cig do pewnych punktéw na brzegu), zbiér punk-
tow, w ktorych zbiezny jest szereg potegowy (taki zbiér nazwiemy obszarem
zbieznosci danego szeregu potegowego) -bedzie kolem o pewnym promieniu R i
o Srodku w zg. Innymi stowy, obszar zbieznosci tego szeregu rézni sie od kota
o promieniu R co najwyzej o pewien podzbidr zbioru {z € C : |z — 29| = R}
Przyjmujemy tu konwencje, w mys$l ktérej takie koto dla R = 0 jest réwne {2}
(wtedy obszar zbieznosci redukuje sie do tego punktu), zas dla R = 400, kolem
o nieskonczenie duzym promieniu jest cata plaszczyzna zespolona C.

Twierdzenie 10 Dla danego szeregu potegowego Z;Z% an(z—20)™ istnieje
taka liczba R € [0, +00] (zwana promieniem zbiezno$ci tego szeregu), ze

e dla z € C takich, ze |z — zo| < R szereg jest zbieiny;

e dla |z — z9| > R szereg nasz jest rozbieiny.

Ponadto gdy R > 0, to w kazdym kole {z € C: |z — 2zp| <1}, gdzie 0 <r < R
zbieznosé szerequ jest jednostajna wraz z pochodnymi dowolnego rzedu.

Jesli istnieje ktoras z granic: g = lim % lub v = lim /]a,|, to R = %
(odpowiednio R = 7) Tu przyjmujemy 0 = 400, = +OO =0.

Uwaga: Nasladujacc dowdd kryterium d’Alamberta zbieznosci szeregu mozna
wykazaé, ze jesli tylko istnieje powyzsza gracnica g, to réwniez istnieje druga
z granic: v i wéwczas v = g. Wynika stad np., ze lim {/n! = +o00. Promieniem
zbieznosdci Y nlz™ jest wigc 0, za$ promieniem zbieznoscei % jest +oo0, czyli
ten ostatni szereg jest zbiezny dla wszystkich z € C.

Dla wigkszosci ciagdéw zadna z granic: v, g nie istnieje. Mozna wykazaé, ze
w takiej sytuacji wystarczy zastapi¢ v przez najwieksza z granic podciagdéw
zbieznych ciagu /|an]|), tak zwana granice gérng tego ciagu, oznaczang sym-
bolem limsup {/|a,|. Jest to najwiekszasza sposréd liczb v o tej wlasnodci, ze

71 <7 = ({/]an| > 71 dla nieskoniczenie wielu n). Granica gérna jest tez réwna
granicy ciggu monotonicznego by, gdzie b, := sup{{/|a;| : j > n} > bypy1.

W kazdym przypadku, jesli o > -, to jedynie dla skonczenie wielu n moze
by¢ /lan| > 7o, czyli wéwcezas |a,| < 5 dla n dostatecznie duzych . Jedli
|z — z0] <7, to ry < 1, wigc dla pewnego vo > v jest ¢ := 1y < 1. Wowczas
dla dostatecznie duzych n mamy oszacowanie (jednostajne w kole {z € C :
|z—2z0| < r}) postaci |a,(z—20)"| < ¢™. Jest to oszacowanie normy supremowej
po tym kole dla funkcji f,(2z) := an(z — 20)". Pochodna z tej funkcji jest
f1(2) = na,(z — 20)" 1, ktéra mozemy oszacowaé przez nr—'q" (korzystamy
tu z faktu, ze funkcja |f}| osiaga maksimum w kole {z : |z — 29| < 7} na jego
brzegu, gdzie |z—zp| = r). Analogiczne oszacowania supremowe dla pochodnych
wyzszych rzedéw -zawsze daja majoranty sumowalne. Zbiezno$¢ (jednostajna
wraz z pochodnymi) wynika wiec z M-testu Weierstrassa. Podobnie wykazuje
sie rozbiezno$é gdy |z —zg| > R -wéwczas dla pewnego y; < v jest y1|z— 20| > 1
i z oszacowania {/|a,| > 1 dla nieskonczenie wielu n otrzymamy zaprzeczenie
warunku koniecznego zbieznosci: |an(z — 29)"| > 1 dla nieskoficzenie wielu n.
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Jedli ograniczamy si¢ do z, zg rzeczywistych, méwimy o przedziale zbieznosci
szeregu potegowego > a,(r—0)", dla R = (limsup /|a,|)~! mamy zbieznoéé
tego szeregu dla x € (xo — R, o + R), rozbieznosé dla |z — x| > R. Czy jest to
szereg zbiezny, czy nie w koncach tego przedziatu -zalezy od samego ciagu a,.
Dla uproszczenia, niech zg = 0, R = 1. Gdy > ay, jest bezwzglednie zbiezny, zas
dla |z] > 1 mamy rozbieznosé¢ > a,z™, to przedzialem zbieznosci jest [—1, 1].
Dla a,, = %7 ag = 0 przedzialem zbieznosci %z" jest [=1,1), bo dla z = 1 suma
jest > % = +0. Dla z = —1 mamy naprzemienny szereg zbiezny. Podobnie, dla
an = (—1)"1 -przedzialem zbieinosci jest (—1,1]. Mozna wykazaé, ze mozna
tak dobraé a,, by dla zadnej liczby zespolonej z o module 1 szereg > a, 2™ nie
byl zbiezny, a obszarem zbieznosci -byto koto otwarte jednostkowe.

Mozna wykazaé nastepujace Twierdzenie Abela: Jezeli szereg potegowy o srod-
ku zo 1 promieniu zbieznosci R € (0,+00) jest zbiezny w ktéryms z punktéw zo + R
(na kraficu przedzialu zbieznosci), to jego suma jest funkcja ciagla w tym punkcie,

szereg jest zbiezny jednostajnie na odcinku tgczacym ten punkt z punktem xo.
)n+1

Jako zastosowanie, mozemy wykazaé, ze Z = In2. Promien
zbieznodci szeregu potegowego geometrycznego ——— Zo (—2)™ wyno-
si 1, wigc w przedzialach [—r.r] dla r < 1 jego zblcznosc jest jednostajna i
mozemy tam calkowaé szereg wyraz po Wyrazie otrzymuj@c dla0 <z <1

rozwinigcie In(1 + z) = [ T dt = >0 ING = ﬁ(‘@nﬂ =
E:ozl % . Z twierdzenia Abela wymknle, ze
> —1)nt1
lim In(1+2)= lim Lx”,
r—1— z—1— n

co daje nasza r6wnosé.
oo 2\n : 1 . 4 :
Szereg potegowy > o (—2°)" o sumie 7. mozemy catkowaé stronami

na przedzialach [0,z] dla |z| < 1, otrzymujac rozwinigcie 27(2;2: p2ntl =

arc tgr. Dzigki twierdzeniu Abela ten wzér mozemy tez stosowa¢ w punkcie
x = 1, otrzymujac ciekawe przedstawienie liczby 7:

™ = (-n"
1 =arctgl = ZO: .

2n+1

11.1 Szereg Taylora i Maclaurina

Jak wida¢, niektore funkcje mozna przedstawié¢ jako sume szeregu potegowe-
go stosujac catkowanie lub rézniczkowanie szeregu potegowego geometrycznego
> a™ (z ewentualnymi podstawieniami w miejsce zmiennej z jakiego$ prostego
wielomianu). Ale w ogélnym przypadku nielatwo jest znalezé ta metoda wspol-
czynniki rozwiniecia. Na szczedcie, jest inny sposéb: Przypusémy, ze promien
zbieznodci dla szeregu s(x) := > a,(x — o)™ jest dodatni. Podstawianie war-
tosci ¢ = ¢ do tego rozwinigcia funkcji s(x) a nastepnie do jej pochodnych
rzedu k daje réwnosci: s(zo) = ag, s'(x0) = a1,...,5%) (z9) = klay, gdyz w
takim rozwinieciu wszystkie -z wyjatkiem jednego (dla n = k) skladniki zeruja
sie w punkcie zg. Jesli wiec tylko f(x) jest suma typu s(z) -czyli suma jakiegos
szeregu potegowego zbieznego w pewnym otoczeniu punktu zg do f, to musi
juz byé aj, = %f(k) (z0). Szereg potegowy o takich wspétezynnikach nazwiemy
szeregiem Taylora w punkcie xg dla funkcji f. W przypadku x¢ = 0 szereg taki
nazywamy szeregiem Maclaurina. Jedli tylko 0 nalezy do wnetrza dziedziny f,
to najprostsza i najczesciej uzywana jest wladnie taka postaé¢. Rzecz jasna, wy-
maga to znajomosci poszczegdlnych pochodnych w punkcie 0. Dla niektérych
funkcji sa na to proste wzory: np. dla f(z) = e® wszystkie pochodne sa réwne
e”, a w zerze przyjmuja warto$¢ 1. Dla funkcji sinus pochodne rzedu k& w ze-
rze zeruja sie dla k parzystych i sa réwne (—1)™ dla k& = 2m + 1. Podobnie,
cos®(0) = (—=1)7 gdy k = 2§, j € NU {0}, zerujac si¢ dla k nieparzystych.
Tu promieniem zbieznodci jest +oo. Dla funkeji In(1 + x) promien zbieznodci
szeregu Maclaurina wynosi 1. Mozna wykazaé, ze wszystkie te szeregi maja su-
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my réwne rozwijanym funkcjom, choé nielatwy dowdd pominiemy. Mozna wigc
zapisac:

e’ = Z% dla wszystkich z € R,

I R i p2m+1
sinx::v—g—i—ﬁ—...—k(—l)mm—l—... dla wszystkich z €R,
cosx:1—x—2+$—4—...+(—1)mﬂ+... dla wszystkich z €R,

21 4l (2m)!
ln(l—l—x):x—g+g—...+(—1)+1%+... dla |z| < 1.

Teraz wyjasnig, dlaczego wprowadzitem na poczatku symbol s(z) dla sumy

szeregu potegowego. Moze sie¢ zdarzy¢, ze promien zbieznosci szeregu Taylora
wynosi +00, lecz mimo to f(z) # s(z) dla = # xg.
Przyklad Tak jest w przypadku funkcji ¢(z) := exp(—-;) dla z # 0, oraz
@(0) := 0. Wszystkie jej pochodne w punkcie 0 istnieja (na wykladzie wykaza-
tem to dla k = 1, lecz sa réwne zero, wiec szereg Maclaurina dla ¢ ma same
zerowe wspélezynniki, s(x) = 0V, egr. Natomiast ¢(x) > 0 dla x # 0.

Nasuwa sie pytanie: ,kiedy jest zle, a kiedy dobrze” w sensie réwnoéci po-

miedzy funkcja klasy C*° i jej suma szeregu Taylora? OdpowiedZ wymaga osob-
nej teorii, podamy jedynie definicje:
Definicja Méwimy, ze funkcja f : D — R jest analityczna (dokladniej, R-
analityczna) na zbiorze otwartym D C R, jezeli dowolny punkt zg € D ma
otoczenie, w ktérym f jest réwna sumie jakiego$ szeregu potegowego. (Jak juz
wiemy, ten szereg musi by¢ wéwczas jej szeregiem Taylora.)

Poniewaz szereg potegowy (majac wéwczas dodatni promien zbieznosci R)
jest zbiezny takze poza osia rzeczywista, dla z € C lezacych w kole |z —x¢| < R,
funkcje analityczne mozna przedtuzy¢ na pewne otoczenie €2 zbioru D na plasz-
czyZnie zespolonej C. Gdy R = oo, (np. dla exp, sin, cos, sumujac szereg Taylora
otrzymamy przedtuzenie tych funkcji dla wszystkich z € C. Poréwnujac szeregi
Maclaurina dla funkcji exp(iz),z € R z rozwinigciami funkcji trygonometrycz-
nych, Euler doszedl do swego stynnego wzoru:

€' = cos ¢ + isin ¢, ¢ € R.

Funkcje analityczne na otwartych podzbiorach € plaszczyzny zespolonej
definiujemy analogicznie -jako réwne sumie szeregéw potegowych w pewnych
otoczeniach (w C) kazdego punktu ze zbioru Q. Aby odrézniaé¢ te funkcje,
zmienna w przypadku rzeczywistym oznaczamy symbolem z,t lub ¢, zas w
przypadku zespolonym -jednym z symboli: z,w, A, (. Mozna wykazaé, ze poza
przypadkiem funkcji stalych, funkcja analityczna f(z) nie moze przyjmowaé
wylacznie wartosci rzeczywistych w otoczeniu (zespolonym) zadnego punktu.
Ponadto przedtuzenia analityczne funkcji R-analitycznych na dany obszar €2, o
ile istnieja, sa wyznaczone jednoznacznie.

Mozemy utozsamiaé C z R2. Zapisujac u = Ref,w = Imf, r = Rez,y = Imz,
mozemy traktowaé f jako funkcje 2 zmiennych rzeczywistych (x,y) € Q o
wartoéciach (u(z,y),v(z,y)) w R%. Wéwcezas para funkceji u,v : Q — R klasy
C' stanowi czedci: rzeczywistg i urojona pewnej funkcji analitycznej wtedy i
tylko wtedy, gdy spelniaja one w kazdym punkcie zbioru Q tzw. Réwnania
Cauchy’ego - Riemanna:

ou Ov ou v
— =— oraz — =-——.
dr Oy Qy Ox
Innym warunkiem réwnowaznym jest istnienie w kazdym punkcie zg € 2
f(z) — f(20)

granicy przy |z — zg| — 0 z ilorazéw réznicowych: P , hazywanej
— 20

pochodna zespolona w tym punkcie i oznaczanej symbolem f7(z).
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Analityczne sa np. wielomiany postaci p(z) = Zlg axz®, funkcje wyktad-
nicze, trygonometryczne powstale przez rozszerzenie odpowiednich funkcji R-
analitycznych na pewne obszary w C.

Suma, iloczyn, iloraz (poza miejscami zerowymi mianownika) dwu funk-
¢ji analitycznych w € jest rowniez analityczna. Réwniez funkcje odwrotne do
injekcji analitycznych -sa analityczne. Przy tym obraz zbioru otwartego w C
przez funkcje analityczna rézng od stalej -jest zawsze otwarty.

Mozna wykazadé, ze gdy jakies kolo {z € C : |z— 29| < R} zawiera sie w dzie-
dzinie funkcji analitycznej, to promien zbieznosci jej szeregu Taylora w punkcie
zp wynosi nie mniej, niz R. Jest wiec inaczej, niz w R. Na przyktad, dziedzing
funkcji R-analitycznej ﬁ jest R, lecz promien jej szeregu Maclaurina wynosi
1, gdyz w takiej odleglosci od punktu 0 znajduja sie liczby +i¢ -miejsca zero-
we mianownika. (Jednoznacznym przedtuzeniem analitycznym jest tu funkcja
ﬁ, z € C\ {—4,1}, jej dziedzina nie moze objaé tych miejsc zerowych mia-
nownika, bo np. przy |z —i| — 0 mamy |f(z)| — +o0.)

12 Szeregi Fouriera

Oprécz rozwiniecia w szereg potegowy, mozemy rozwazaé rozwiniecie w tzw.
szereg Fouriera. O ile szereg potegowy przedstawi¢ moze jedynie bardzo regu-
larne funkkcje (funkcje analityczne), to szeregi Fouriera reprezentowaé¢ moga
znacznie szersza klase (funkcje niekoniecznie ciagle na przedziale). Szeregi Fo-
uriera stanowia podstawowe narzedzie w analizie sygnalow, ich znaczenia dla
rozwoju techniki (a takze matematyki) nie sposéb przeceni¢. Jedna z rdéznic
bedzie sposéb, w jaki bedzie badana zbiezno$¢ szeregu. Do opisu zbieznosci
postuzymy sie pojeciem normy $redniokwadratowej, ktora okaze sie wlasciwym
narzedziem do badania zbieznoéci szeregéw Fouriera. Najpierw jednak okresl-
my, jakie funkcje bedziemy rozwijali w szeregi Fouriera.

12.1 Funkcje okresowe

Rozwazaé bedziemy funkcje zmiennej rzeczywistej, okreslone na odcinku [a, b].
Najczesciej bedzie to przedzial [0, 1], [0,27] lub [—m,7]. Przy tak ustalonym
przedziale [a, b] o dlugosci d := b—a bedziemy méwili, ze funkcja f : R — C (lub
f i [a,b] — C jest okresowa, gdy f(x+d) = f(x), co w przypadku f okreslonej
na [a,b] oznacza jedynie réwnosé f(a) = f(b). Kazda funkcje okreslona na
przedziale [a,b) (jak réwniez kazda funkcje okresowa f : [a,b] — C mozna
jednoznacznie przedtuzyé do funkcji okresowej na calej osi rzeczywistej. Jesli
x € R, to istnieje k € Z taka, ze x — kd € [a,b) i wystarczy jako f(z) przyjaé
warto$é f(x — kd).

W przypadku odcinka [0, 27r] najwazniejsze przyklady funkeji okresowych,
to fn(t) = sin(nt), gn(t) = cos(nt), ex(t) = e¥*, gdzie n € NU{0}, k € Z. Funk-
cje ex tworza tzw. zespolony uklad trygonometryczny, zas fn, g, -rzeczywisty
uklad trygonometryczny. (Zauwazmy, ze Re(e,) = gn,Im(e,) = fn, go jest
funkcja stala réwna 1, funkcji fo réwnej stale zero nie zaliczamy do uktadu.)
Fourier zaproponowal, by kazda funkcje okresowa f : [0,27] — C przedstawié
przy uzyciu rzeczywistego szeregu (szereg trygonometryczny) postaci

1 .
§A0 + Z A,, cos(nt) + By, sin(nt),

n=1%
lub w postaci zespolonego szeregu Fouriera
Cneznt .
Jedli traktujemy te szeregi jako szeregi formalne, to (réwniez formalne) dziala-
nia algebraiczne, czy operacje rézniczkowania, lub caltkowania beda dostarczaé
prostych wzoréw, réwnania rézniczkowe przeksztalcimy w réwnania agebra-
niczne dla poszczegblnych wspotezynnikéw. Cala trudnosé polega na zagadnie-
niu zbieznosci takich szeregéow. Jednostajna zbiezno$¢ otrzymamy jedynie dla
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funkcji okresowych klasy C', jednak najwazniejsze sg szeregi funkcji mniej re-
gularnych, tam nawet zbieznos¢ punktowa moze nie mie¢ miejsca. Zdefiniujemy
norme najbardziej odpowiednia dla naszych celéw.

12.2 Norma L? (Sredniokwadratowa)

Jedli f : [a,b] — R jest calkowalna w sensie Riemanna, niech

b
1]z = </ O

Taki sam wzér mozemy zastosowaé dla funkeji zespolonej f : [a,b] — C, o ile
jej kwadrat modutu jest calkowalny (wystarczy, by czesci: rzeczywista i urojo-
na z f byly calkowalne). Taka norme nazywamy L2-norma, lub norma éred-
niokwadratowa. Nazwe mozna uzasadni¢ zwlaszcza w przypadku, gdy dlugosé
przedziatu : b — a wynosi 1. Wéwcezas calka jest faktycznie srednig wartoscia z
funkcji podcatkowej po przedziale [a, ], liczac te norme bierzemy wtedy $red-
nia catkowa z kwadratu modutu funkcji f. (Zbieznosé wzgledem analogicznej
normy: ||f|l1 = f: |f(®)|dt , czyli warunek ||f, — f|li1 — 0 nazywa sie cza-
sami ,,przecietng zbieznoscia” lub zbieznoscia w $redniej. To usrednianie jest
typowe dla naszego postrzegania. Na przyklad, patrzac na obraz nie widzimy
poszczegdlnych punktéow, bo te maja ,rozmiar zerowy”, lecz $rednie nasycenie
i jasno$é konkretnych barw w danych (mozliwe, ze bardzo malych) obszarach
danego obrazu. Podobnie analizjemy dzwieki w danych przedzialach czasowych.
W punkcie czasowym” nie moglibySmy np. odczué wysokosci tonu (czestotli-
wosci dzwieku). Odpowiedz na to, dlaczego uzywamy wykladnika 2, a nie 1 lub
4 przyjdzie nieco pdzniej -ma ona pewien zwigzek z twierdzeniem Pitagorasa iz
regula rownolegloboku, w naszych rozwazaniach bedziemy stosowaé¢ geometrie
euklidesows.

Czy jednak || ||2 jest rzeczywiscie norma? Za chwile zobaczymy, ze zacho-
dzi nieréwnos¢ trojkata: [|f + gll2 < [f[l2 + [|g[l2. Warunek jednorodnosci:
llafllz = lalllfllz jest oczywisty, gdyz stala |a| mozna wylaczyé przed znak
calki. W przypadku funkcji ciaglych to faktycznie jest norma, bo postulat toz-
samosci: || f]l2 = 0 = f = 0 mozna w przypadku f ciaglej dos¢ tatwo wykazaéd
(metoda nie wprost). Ale rozwazamy tez funkcje nieciagle i wtedy niestety, sa
dwa powazne mankamenty:

e postulat tozsamosci a ogoét nie zachodzi;
e przestrzen Rla,b] z || |2 norma nie jest zupelna.

Sa jednak ,standardowe procedury” pozwalajace ominaé te niedogodnosci:
Utozsamiamy kazde dwie funkcje f1, f2, dla ktérych ||f1 — fall]a = 0. Jest to
proces tworzenia przestrzeni ilorazowej wzgledem tak okreslonej relacji. Jest
to relacja rownowaznosci: przechodnioé¢ wyniknie z nieréwnosci tréjkata, zas
symetria -z jednorodnosci normy. Na szczescie, ta relacja jest zgodna ze struk-
turg wektorowa: (np. zgodno$é z dodawaniem oznacza, ze gdy ||f1 — fa|l2 =0
oraz |lg1 — g2|l2 = 0, to sumy: hy := f1 + g1 oraz hs = fs + g2 sa réwno-
wazne, czyli ||hy — hal|2 = 0). Ponadto wéwczas iloczyny przez dany skalar o
funkcji f1, fo sa réwnowazne i normy || f1]|2 oraz || f2|l2 sa réwne, co pozwala
przypisaé taka warto$¢ calej klasie réwnowaznosci (lub, jak kto woli, klasie abs-
trakeji), czyli zbiorowi [f] wszystkich funkcji réwnowaznych z dana f € R]a, b].
Tak wiec ||[f]ll2 := ||f]l2. W ten spos6b odzyskamy postulat jednoznacznosci
-w przestrzeni wektorowej zlozonej z takich klas, gdzie definiujemy dzialania
[f]+ [9] :==[f + 9], alf] := [af]. Latwo wykazaé, ze tak zdefiniowane dzialania
spelniajg aksjomaty przestrzeni wektorowej. Wektorem zerowym jest tu klasa
réwnowaznosci funkcji statej 0, czyli zbiér [0] = {f € R[a,b] : ||f|l2 = 0}. Na
przyktad, funkcja réwna 1 w punkcie a i w punkcie b, zaé rowna zero wewnatrz
naszego odcinka jest okresowa, catkowalna, nalezy do [0] (prosze sprawdzié). W
praktyce klase réwnowaznosci funkcji f zapisuje si¢ takim samym symbolem f,
co jest wygodne, lecz nalezy uwazaé, gdyz nie mozna w takim przypadku podaé
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wartosci f w danym punkcie. Jedyne, co mozna wtedy okresli¢, to ,wartosci
przecigtne na zbiorze (miary dodatniej)”. Jesli w klasie [f] jest funkcja ciagla
fo, to jest ona wyznaczona jednoznacznie i wtedy jej wartosci beda ,najbardziej
reprezentatywne” dla klasy [f] (o ile taka fy jest okresowa).

Drugi problem jest znacznie powazniejszy: okazuje sie, ze mozna albo doko-
na¢ abstrakcyjnej konstrukeji rozszerzenia do przestrzeni zupelnej (tzw. uzupet-
nienie przestrzeni), albo rozszerzy¢ pojecie catkowalnosci -wprowadzajac tzw.
catkowalnosé w sensie Lebesgue’a.

Uzupelnienie mozna uzyskac biorac zbior klas réwnowaznoéci ciaggéw Cau-
chy’ego wzgledem naszej normy. Ciagi (f5), (9») uznaje sie tu za réwnowazne,
jezeli lim || f,, — gnll2 = 0. Ciagi takie dodajemy ,wyraz po wyrazie”, otrzy-
mujac dodawanie wektorowe dla odpowiaajacych im klas. Norme klasy [(f,)]
definiujemy jako lim || f,,]2. Mozna wykazaé, ze te klasy réwnowaznosci two-
rzg przestrzen Banacha. Szczegély pomijam. Otrzymana przestrzen Banacha,
oznaczana symbolem L?[a, b], jest przestrzenia zawierajaca klasy réwnowazno-
$ci funkeji calkowalnych w sensie Riemanna (wzgledem relacji réwnowaznosci
Ilf1 — f2ll2 = 0) i do takich funkeji bedziemy si¢ w dalszym ciagu ograniczali.

(Caly dotychczasowy fragment materiatu z tego podrozdzialu, z wyjatkiem
definicji || f||2 jest nadobowiazkowy, ma ulatwié korzystanie z bardziej zaawan-
sowanej literatury.)

Kluczowe znaczenie odgrywa iloczyn skalarny. Dla f, g : [a,b] — C calko-
walnych w sensie Riemanna definiujemy go wzorem

b
(f.g) = / F(t)g(D) dt. (25)

Przestrzen wektorowa z iloczynem skalarnym nazywamy przestrzenig Hil-
berta, jesli jest ona zupelna wzgledem normy || f|| :== +/(f, f). Przestrzen R[a, ]
nie jest zupetna, ale jej rozszerzenie: L?[a, b] juz jest przestrzenig Hilberta. Be-
dziemy jednak starali sie ogranicza¢ do funkcji catkowalnych w sensie Rieman-
na.

Oznaczen f - g, f o g nie mozemy stosowaé dla iloczynu skalarnego funkcji f, g,
bo pierwsze oznacza funkcje ([a,b] 3 t — f(t)g(t)), drugie jest symbolem zlozenia
funkcji. W wielu podrecznikach zamiast nawiasu graniastego, uzywa sie zwykltych na-
wiaséw, co moim zdaniem moze mylié si¢ z para uporzadkowana (f, g). W przypadku
rzeczywistym kreska oznaczajaca sprzezenie zespolone nie musi wystepowad, operacja
sprzezenia nie zmienia liczby rzeczywistej.

Wtasnosci iloczynu skalarnego:
e liniowos¢ wzgledem pierwszej zmiennej:

(g + By, g) = (¢, g) + B, g);

e skosna symetria”: (g, f) = (f,g) (w przypadku rzeczywistym jest to
zwykla symetria);

e dodatnio$é: (f, f) > 0, przy czym réwnosé mamy wtedy i tylko wtedy, gdy
f jest réwnowazna ze stala funkcja zero (tak jest wtedy i tylko wtedy, gdy
zerowa jest miara Lebesgue’a zbioru tych ¢ € [a, b], dla ktérych f(t) = 0.)

Norme sredniokwadratows wyliczamy ze wzoru

1flle = (F, £)7, czyli |IfI2 = (f, ).

Nier6éwnosé Cauchy’ego-Buniakowskiego-Schwarza ma postaé

(Sl < fll2llgll2

i jej dowéd w przypadku rzeczywistym przedstawilem wezesniej (w oparciu o
wlasnosci iloczynu skalarnego). Wynika z niej nieréwnoéé tréjkata dla normy
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| l2 (tez wykazana poprzednio na stronie[17)). Jak tatwo przeliczy¢, || f +g[|3 =
I £113 + 2Re(f, g) + |lgl|3. Stad otrzymujemy twierdzenie Pitagorasa:

(f.9)=0=If +glz =13+ llgll3-

Moéwimy, ze wektory f, g sq ortogonalne, czyli prostopadte wzgledem danego
iloczynu skalarnego (, ), gdy (f,g) = 0. Fakt ten oznaczamy zapisujac f L g.

Zauwazmy, ze gdy f L g, to réwniez g L f, natomiast relacja f L f moze
zachodzi¢ jedynie dla f = 0.
Definicja Uklad wektoréw (f;);es nazwiemy uktadem ortogonalnym, gdy j #
k= f; L fi. Uklad ortogonalny wektoréw o normie 1 nazwiemy uktadem orto-
normalnym. Uklad (e;);cs w przestrzeni H z iloczynem skalarnym nazwiemy
bazq ortonormalng, gdy jest to taki uktad ortonormalny, ze jedynym wektorem
prostopadlym do wszystkich e; jest wektor zerowy:

(VjeJ fLej) = fZO (26)

Warunek ten, znany jako warunek zupelnosci uktadu jest rownowazny temu, by
kazdy element f € H z dowolna dokladnodcia dal si¢ przyblizy¢ kombinacjami
liniowymi wektoréw e;.

Twierdzenie 11 W kaZdej przestrzeni Hilberta istniejg bazy ortonormal-
ne. W przestrzeniach L?(a,b) istniejg bazy przeliczalne (e;);ez.

Co wiecej, kazdy wektor f € H ma w takiej bazie dokladnie jedno rozwiniecie
w tzw. abstrakcyjny szereg Fouriera postaci

=Y ci(ej, gdzie ¢;(f) = (f,¢;). (27)
JEL

;r:ioo g;j oznacza tu dla

g; € H, ze skonczone sumy czesciowe S := 22?27 x 95 zmierzaja do wektora S
wzgledem normy, czyli

Réwnosé S = ZjeZ gj, zapisywana tez jako S ="

Ves0Im ez ken [|S — Skll2 < e

Zwréémy uwage, ze sumy sa nieskonczone, nie jest to wiec zwykla baza
algebraiczna, z jaka mieliémy np. do czynienia w R™ (tam baza kanoniczna
zero-jedynkowa jest, faktycznie ortonormalna i np. dla n = 3, f = (z,y, z) ma-
my c¢1(f) = x,ca(f) = y,e3(f) = z,e1 = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1).
Pojecie bazy algebraicznej, gdzie kazdy wektor z przestrzeni jest skonczona
kombinacja liniows wektoréw bazowych, w przypadku przestrzeni funkcyjnych,
jest nieodpowiednie (w przestrzeniach zupelnych takie bazy powinny byé nie-
przeliczalne!)

Zauwazmy tylko pare istotnych dla dowodu faktéw: iloczyn skalarny jest ciagly
wzgledem pierwszej wspélrzednej w normie ||||2, bo z nieréwnosci Schwarza, ma-
my [(fi,e) = (fa,e)] = [{f = fa,e)] < [Ifr — fell2llell2. Jesli wigc istnieje S :=
lim Sk, to (S,en) = limg—oo(Sk, en). Ale dla sum czesciowych naszego szeregu Fo-
uriera , dzieki liniowosci iloczynu skalarnego wzgl. pierwszej zmiennej, mamy
(Sk,en) = 25:* ci(f){ej en) = cn(f) dla k > |n|,n € Z. Jest to wigc ciag sta-
ly od pewnego miejsca i faktycznie, mamy woéwczas (S,en) = (f,en). Odejmujac
stronami, otrzymamy (S — f,en) = 0, czyli relacje prostopadlosci S — f L e, dla
wszystkich n € Z. Warunek zupelnosci uktadu (e,) da wéwczas réwnosé S = f.
Wystarczy wiec tylko jeszcze sprawdzié, ze faktycznie ciagg Sk sum czesSciowych sze-
regu jest zbiezny, do czego wystarczy, by zachodzil warunek Cauchy’ego (tu jest
jedyne miejsce, w ktérym korzystamy z zupelnosci H). Poniewaz jak latwo zauwa-
zy¢, réwniez S — f L en, a w konsekwencji, f — Sk L Sk, z twierdzenia Pitagorasa
otrzymujemy [[£12 = £ = Sk2+1Sell? > [Sel2 = S5, les ()| Dowodzi to zbiei-
noéci szeregu kwadratéw norm wspélczynnikéow f wzgledem naszej bazy. Poniewaz
¢i(f) = (f,e;), wynika stad tez wazne oszacowanie, ktére wykazal Bessel:

S UL e)? <|IfIP dla wszystkich  f € H. (28)
jeJ
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Zachodzi ono nie tylko dla baz, ale i dla dowolnych uktadéw ortonormalnych. Z niego
wynika tez warunek Cauchy’ego dla ciagu Si: dla m > k mamy ||S,, — Sk||® =
I Zk<\j|gm ci(fesl* = Zk<|j‘<m lej (£))? < e dla k dostatecznie duzych, m > k.
(Ostatnia z réwnosci wynika z twierdzenia Pitagorasa dla wzajemnie prostopadtych
wektoréw c¢;(flej,j =k +1,k+2,...,m iz réwnosci ||c;(f)e;l| = |¢;(f)]-

Poniewaz || f|| = lim ||Sk|| (bo norma jest ciagta), otrzymujemy z tego rozu-
mowania rowniez relacje zwana tozsamoscig Parsevala:

Z () = ||f> dla wszystkich f € H. (29)
jeJ

. Uwaga: Gdyby uklad (e;) nie byl zupelny, to rozwiniecie f w szereg Fo-
uriera byloby nadal mozliwe -ale jedynie dla tych wektoréw f, dla ktérych
zachodzi tozsamosé , a to sa dokladnie takie wektory, ktore naleza do do-
mknietej podprzestrzeni generowanej przez zbiér E = {e; : j € Z} elementéw
danego ukladu ortonormalnego.

Przyktadem na uklad niezupelny jest tzw. cigg funkcji Rademachera. Jest to
uktad funkcji przyjmujacych jedynie dwie wartosci -1,1 na odcinku [0,1]: eg(t) =
1(Vt),e1(t) =1dlat €0,3],e1(t) = —1dlat € (3,1). Jedli ey przedtuzymy do
funkcji okresowej na calej osi R, to niech ea(t) = €1(2t),...e;(t) = e1(29711),t €
[0, 1].

13 Klasyczne szeregi Fouriera

Dla dowolnej liczby calkowitej k calki z funkcji sg(z) := sin(kz), cpx(z) =
cos(kx) po przedziale [0, 27| (jak réwniez po przedziale [—m, 7]) sa réwne zero
z jednym wyjatkiem: dla k = 0 funkcja ¢y jest stala, rowna 1. Oczywiscie,
so=0,8_ = —Sg, c_k = ¢, wiec ze znanych wzordéw trygonometrycznych:

28mCn = Sm—n + Sm+n> 28mSn = Cm—n — Cm+n, 2CmCn = Cp—n, + Cm+n
wynika, ze dla m # n,m,n € Z iloczyny skalarne:
<Cm’ Sn>7 <cm7 cn>7 <8m7 sn>
sa réwne zero (ortogonalno$é uktadu). Dla n € N mamy za$
(CmyCm) =7 oraz (Sp,Sn) =T.

Ponadto dla funkcji stalej ¢y jest (co,co) = 27.

Jak mozna wykazaé, uklad utworzony przez funkcje ¢,,n € NU {0} oraz
sn,n € N jest uktadem zupelnym. Nazywamy go uktadem trygonometrycznym.
Jest on ortogonalny, lecz normy $redniokwadratowe jego elementéw (z wyjat-
kiem cg) wynosza /7. Jego pierwsza czeg$é, utworzona przez funkcje cos(nz)
rozpina podprzestrzen funkcji okresowych parzystych w L?[—, 7], druga -moze
shuzyé do rozwiniecia dowolnej funkcji nieparzystej. Poniewaz uklad jest nie-
unormowany, aby skorzystaé¢ z ogdlnej teorii szeregéw Fouriera, nalezy go unor-
mowac. Niech

1 1 1
Co := ——=Co, Sp:= —=8p,Cp = —=Cn, N EN.
0 \/% 0 n \/77_ nytn ﬁ n
Woéwezas wspo6lezynniki Fouriera funkeji okresowej f : [—m, 7] dla n € N sa
réwne:
1 (7 ~ 1 [T

an, : (z) cosnzx dx, by, :

:ﬁ 77rf :ﬁ *Wf

s~ 1 T . . cs s ce .1
zad g 1= = ffﬂ f(x)dx. Poniewaz chcemy dojs¢ do rozwinigcia postaci 5ag +

(z) sinnx dz,

ZTO anCpn + bnsy, za$ z twierdzenia dla bazy ortonormalnej ¢,, s, mamy
f=a0Co+ Y1 @ntn + by Sy, otrzymujemy

us 1 ™
ap = — f(x) cosnzdx, by, = — f(z)sinnz dx. (30)
T ™

—T —T

48



Sa to tak zwane WZzory Fouriera-FEulera dla wspoélczynnikéw rozwiniecia
funkcji f € L?[—m,n] w szereg Fouriera:

1 (o)
§a0 + Z a, cosnx + b, sinnx.

n=1

Tozsamoéé¢ Parsevala daje relacie || £I|3 = |aol? + 325 |an|? + [bal?, co daje jej
yklasyczna postac”:

[ @ = Flao? +7 > (ool + a2 (31)

- n=1

Dla n = 0, wyliczajac ag, chcemy (i mozemy) uzyé tego samego wzoru, bo
co(x) = cos(0x) = 1Vax. W tym przypadku latwo sie pomylié¢, bo w abstrak-
cyjnym szeregu Fouriera wystepowal sktadnik agcy, za§ w naszym rozwinieciu
uzywamy 4 co, czyli @. Dlan = 0 wspétczynnik a,, we wzorze (30)) nie jest, jak
w przypadku pozostalych n -iloczynem skalarnym f przez funkcje ¢, (odp.s,)
podzielonym przez kwadrat L2- normy ¢, (odp. s,) réwwny m, gdyz taki kwa-
drat normy dla cy jest réwny 27. Jesli chcemy ujednolici¢ powstaé¢ wzordéw
Eulera-Fouriera, to w samym rozwinieciu Fouriera musimy za ag przyja¢ nie
sktadnik staly, lecz jego podwojona wartoécé:

apg = — i f(z)dx.

™

Uwaga: W rozwinieciu f € L?(—m,m) w szereg Fouriera zbieznoéé (sum
cze$ciowych tego szeregu do f) jest $redniokwadratowa. W ogélnym przypadku
ciagi zbiezne $éredniokwadratowo nie musza byé¢ zbiezne punktowo nawet w
sensie zbieznoéci ,prawie wszedzie”, jedynie pewne ich podciagi musza by¢
zbiezne prawie wszedzie. Dopiero w latach 60. XX wieku matematyk szwedzki,
Lennart Carleson (laureat Nagrody Abela) wykazal, ze szereg Fouriera funkcji
calkowalnej z kwadratem jest zbiezny do tej funkcji prawie wszedzie. Mozna
wykazaé, ze dla f okresowej, klasy C' zbieznoéé szeregu do f jest jednostajna.

Jedli, na przykltad, rozwiniemy funkcje f : [0,27] — R dang wzorem f(x) =

T — 2 (nie jest ona okresowa, bo f(2m) = —37 # f(0)), otrzymamy wspél-

czynniki ag = —5,a, = 0 dlan € N, b, = % Norma $redniokwadratowa
. e o . 2 w2 P 2

podniesiona do kwadratu wyniesie || f[|3 = [; (55 — 5 + 4 )dx = 7°(5 —

% + %) = 7r3(§ + %)7 co latwo wyliczy¢, wiec z tozsamosci Parsevala (31)),
773(% + %) = %(%)2 +7y # 7 tej rownosci, skracajac, otrzymamy wykazana
przez Eulera tozsamosé:

2

=1
>E

Jednym z typowych zadan sprawiajacym z poczatku pewien klopot inter-
pretacyjny, jest polecenie rozwiniecia danej funkcji f : [0,7] w szereg cosi-
nuséw (odp. w szereg sinuséw). Chodzi tu o szeregi % + >°7° a, cosnt (odp.
>0 by sinnt). Jak te sama funkcje mozna rozwingé w 2 rézne szeregi, czy nie
kioci sie to z zasada jednoznacznoéci rozwinie¢? Otdz, nie. Zagadnienie po-
lega na tym, ze funkcja nie jest okreslona na przedziele dlugosci 27, a taka
sugeruje dlugosé okresu funkcji z ukladu trygonometrycznego. Aby méwié o
parzystosci/nieparzystosci -powinni$émy mieé¢ dziedzine symetryczna wzgl. ze-
ra, czyli przedzial [—m, 7]. Funkcje majace szereg Fouriera czysto cosinusowy
(b, = 0Vn) musza byé parzyste, wowczas calki we wzorach na wspolezynniki
wystarczy liczy¢ po przedziale [0, 7], wynik mnozac przez 2. Dokladniej, bedzie
ap = % foﬂ f(t) cosnt dt. Podobnie, rozwiniecie w szereg sinuséw implikuje nie-
parzystosé. lloczyn dwu funkeji nieparzystych (u nas: f(t) sin(nt) jest parzysty,
wiec w rozwinigciu f w postaci Y77 by sinnt mamy b, = 2 [ f(t) sinnt dt.

Rozwijajac np. funkcje f(x) = § — 5 rozwazana przed chwilg - tym razem w
szereg sinuséw w przedziale [0, 7], otrzymamy inne, niz poprzednio, rozwiniecie:
ST 2 sin(2nt) dla 0 <z < 7.
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Funkcja f(t) = t jest nieparzysta w calym [—m, 7], tam (poza koncami
przedzialu, jest suma szeregu > 17 (—1)" 1 % sin nt. Natomiast w przedziale[0, |
jest ona czeScia funkcji parzystej |t| okreSlonej dla t € [—m, 7]. Rozwiniecie
kosinusowe, to t = — 23°7°  (2k — 1)7% cos(2kt — t).
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