Szeregi Fouriera- ,wersja minimalistyczna”

Wstep

Wiemy dobrze, co oznacza prostopadloé¢ wektoréw i, 7 na plaszczyznie R2. Ich iloczyn skalarny,
U - U ma wynosi¢ zero i wowczas piszemy u L v, zas dtugosci takich wektoréw, oznaczane szmbolami:
|||, ||7]| spelniaja na mocy twierdzenia Pitagorasa relacje

I1]1* + [191* = || + o] (T'P)
Jej algebraiczny dow6d wynika z dwuliniowosci iloczynu skalarnego oraz z relacji ||w]|? = & - 0.
Analogiczne zwigzki zachodza dla wektoréow d-wymiarowej przestrzeni wektorowej R?. Gdy mamy
uklad wektoréw kanonicznej bazy 0-1-kowej €; = (0,...,0,1,0...,0), gdzie jedyna niezerowa jest
jest j-ta wspohrzedna, to dowolny wektor @ = (wy, ... wy) € R? ma jednoznaczny rozktad w postaci
sumy

d
W= wi€ + - +we€y, gdzie w;=u-¢, HtU||2:ZwJ2 (R)
j=1

Pewnym uogoélnieniem moze by¢ przestrzen ¢? zlozona z ciggéw nieskoriczonych sumowalnych z kwa-
dratem, tzn. spetniajacych warunek >, w} < +00. Mozna uzyska¢ analogiczne do (R) rozwinicie
ortogonalne dowolnego wektora z tej przestrzeni wzgledem kanonicznych wektoréw bazowych €; (cia-
goéw majacych same zera z wyjatkiem j-tego wyrazu réwnego 1). Nota bene, taki ciag nie bedzie juz
baza wektorowa w sensie znanym z algebry liniowej, czyli tzw. baza Hamela, tam mogly wystepowac
jedynie sumy skonczone. To rozwiniecie jest postaci ,sumy nieskonczonej”, czyli sumy szeregu

o0 e}
@E:Zwﬁj, gdzie w; =1 - ¢, H@B[|2:Zw]2 (RF)
j=1 j=1

W pewnych zbiorach funkcji mozemy réwniez okresli¢ strukture przestrzeni wektorowej z iloczy-
nem skalarnym i znalez¢ odpowiedniki ukladu kanonicznych wektoréw bazowych. Podstawowym
warunkiem bedzie wzajemna prostopadtosé elementow takiego uktadu. (Bedzie jeszcze drugi istotny
warunek -tzw. zupetnosé uktadu, ale nawet bez niego pewne czesciowe rezultaty, jak zbiezno$é¢ od-
powiedniego szeregu -beda osiagalne.)

Niestety, gdy naszymi wektorami stana sie funkcje, nie bedziemy mogli dalej uzywa¢ symbolu
kropki dla oznaczenia iloczynu skalarnego, bo dla funkcji u, v zmiennej ¢t symbol u - v powinien by¢
rozumiany jako iloczyn tych funkcji, czyli funkcja, ktorej wartoscia w punkcie ¢ jest u(t)v(t). Na
ogot t przebiega przedzial [—m, 7|. Dla oznaczenia iloczynu skalarnego funkcji u oraz v bede wiec
uzywal nawiasu graniastego: (u,v). W niektorych ksiazka¢ uzywa sie nawiasow okragtych, (co zwy-
kle oznacza jednak pary uporzadkowane), lub symbolu (u|v). Zrezygnujemy tez z umieszczania
strzalek oznaczajacych wektory nad u,v -tym bardziej, ze czasami beda rozwazane funkcje o war-
tosciachh zespolonych, wowczas v(t) oznaczaé¢ bedzie liczbe sprzezona do v(t). Bedziemy rozwazali
jedynie funkcje calkowalne w sensie Riemanna (ewentualnie, catkowalne w sensie zbieznosci catek
niewtasciwych). Teoria ogolna (wymagajaca uzycia catki Lebesgue’a) nie bedzie tu omawiana, ale
przedstawione tu wyniki bedzie latwo rozszerzy¢ w tym ogélnym kontekscie -korzystajac jedynie
z dwu twierdzen: o zmajoryzowanej zbiezoscii i o przyblizaniu funkcji catkowalnych przez funkcje
ciagte.

0.1 Wstepne definicje

R(a,b) oznacza zbior wszystkich funkeji f : [a,b] — R calkowalnych w sensie Riemanna na prze-
dziale [a,b]. (Wedlug jednego z twierdzen -sa to takie funkcje ograniczone, ktorych zbior punktow



nieciagto$ci jest miary zero.) Przez R?*(a,b) oznacze ogot tych funkgeji, dla ktorych istnieje zaréwno
calka niewlasciwa f; |fI?, jak i calki niewtasciwe z f (chodzi o wykluczenie sytuacji, gdyby znak f,
czyli funkcja t — sgnf(t) byla nieciagla na zbiorze miary dodatniej). Iloczyn takich funkcji bedzie
mial rowniez zbiezng catke niewlasciwa. Tloczyn skalarny w R?(a,b) defiujemy jako calke:

(u,v) := /b u(t)o(t)dt dla wu,v € R*(a,b).

W przypadku funkcji o wartosciach zespolonych (zbior funkeji, dla ktorych zarowno czesé rzeczywista,
jak i zespolona nalezg do R*(a,b) oznaczmy RZ(a,b)) iloczynem skalarnym jest

(u,v) := /b u(t)v(t)dt dla wu,v € Ri(a,b).

Teraz funkcje bedziemy traktowali jako elementy przestrzeni wektorowej (R?(a,b), lub R(a,b)), de-
finiujac ich ,dtugo$¢” - tzw. norme sredniokwadratowa wzorem

Hu||2:=(/ @ dt)t (= v/Taw).

Dokladniej, jest to norma na Cfa, b]- przestrzeni funkcji ciaglych w naszym przedziale, natomiast
dla u € R?(a,b) rownos¢ || f|l2 = 0 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdzy zbior {t € [a,b] : u(t) # 0}
jest miary zero. Na przyktad -kazdy zbior przeliczalny jest miary zero, f réwna zero wszedzie poza
skoriczong iloscia punktow jest w R(a, b) i nie jest wektorem zerowym tej przestrzeni, ale || f||2 = 0. W
przypadku funkeji niecigglych tezy o jednoznaczno$ci rozwiniecia w szereg Fouriera musimy rozumieé
z dokladnoscia do relacji rownosci ,,prawie wszedzie”.

Jedyne wlasnodci || - |2 oraz iloczynu skalarnego, jakie wykorzystamy, to :

(i) symetria (w przypadku zespolonym -tzw. , skosna symetria”):

(u,w) = (w, u) (1)

(ii) liniowosé iloczynu skalarnego wzgledem pierwszej zmienne;:
(au + fu,w) = alu, w) + f{v, w), u,v,w € R*(a,b),a, 3 € R(odpowiednio € C), (2)

W szczegblnodei,
lu+ ol = [lull3 + 2tRe(u, v) + *|v]; .t €R (3)

(iii) nierdwno$é Schwarza (Cauchy’ego-Buniakowskiego-Schwarza):

[ {u, w)| < lull2]lw]2 (4)

(iv) nieréwnosé trojkgta:
lu+wlla < Jlullz + flwll2 (5)

(v) druga nierdwnos$é trdjkgta (wynikajaca z pierwszej gdy podstawi¢ u = g, w = f — g):

11l = llgllz| < [1f — gll2 (6)

(vi) pordwnanie norm:

b
Lf 1l = / [f (@) dt <Vb—al fllz < (b= a)lfllay (7)



Whasnosci te udowodnilismy dla catek (wlasciwych) Riemanna, a przypadek ogdlny otrzymamy
po przejsciach do granic wystepujacych w definicji caltki niewltasciwej po obu stronach dowodzo-
nej rownosci (odp. nieréwnosci). Przypomnijmy, ze zbiezno$¢ srednio-kwadratowa, czyli wzgledem
normy || - ||z ciagu funkcyjnego (f,,) do funkcji fo oznacza, ze lim || f; — fol|2 = 0. Dzieki (vi), wynika
ona ze zbieznosci jednostajnej, czyli wzgledem normy

1/ e := sup{[f(t) - ¢ € [a,b]}.

Zauwazmy tez, ze z catkowej nierownosci trojkata:

b b
| / F(tydi] < / )] de

stosowanej do f = f,, — fo wynika na podstawie (v), (vi), ze catki fab fn(t) dt zmierzaja do fab fo(t) dt,
o ile zbieznosé¢ f,, do fy zachodzi w ktorejkolwiek z trzech norm poréwnywanych w (v). Ponadto
tatwo zauwazué, ze gdy [|v||jap) < 400, to otrzymamy wtedy rowniez zbiezno$é iloczynow skalarnych

T (f,0) = (fo.v) ®)

0.2 Uklady ortogonalne

Uklad nieskoniczony (¢,)nez (czyli obustronnie nieskoriczony ciag) funkcji ¢, € R|a,b] nazwiemy
uktadem ortogonalnym, (dla odcinka [a, b]) gdy dla wszystkich n,m € Z,n # m mamy (¢, ) =

0. Normalizacja takiego uktadu nazwiemy uktad ztozony z funkcji e, (¢) := |I¢71z||2 ¢n(t). Tak otrzymany

uktad (e,)nez nazwiemy ukladem ortonormalnym. Oznacza to, ze

<€nv €m> = 5n7m> (9)

gdzie d,,,, = 1 dlan = m oraz 6, ,, = 0 gdy tylko n # m. Dla dowolnego uktadu ortonormalnego i dla
dowolnych uktadow skalarow (ay,), gdzie n = —M, —-M +1,--- ,—1,0,1,... M — 1, M ( co skrétowo
zapiszemy: |n| < M) -zachodzi nastepujace uogoblnienie relacji (R), (RF) ze str.1:

LEMAT O WSPOLCZYNNIKACH: Gdy

M
g = Z Qp€l, (10)
k=—M

to dla n € Z mamy

(g,en) =0, gdy |n| <M oraz (g,e,) =0 dla |n|> M, (11)
M
gl = loul. (12)
k=—M

Faktycznie, gdy zapiszemy g jako sume, zauwazamy, ze e, jest wektorem prostopadlym do prawie wszystkich sktadnikéw tej sumy -jedynym niezerowym

iloczynem skalarnym jest wiec (apen, en) = anp, dzieki (9). Podobnie sprawdzamy druga teze rozpisujac HgH% jako iloczyn skalarny (g, g).

LEMAT O SUMACH CZESCIOWYCH: Dla f € R?(a,b) idla M € NU {0}, k € Z niech

al(f):=(fren),  Snlfl= D alfex (13)
k=—M

Wowezas dla wszystkich k € Z jesli |[k| < M, to (f — Su[f], ex) = 0 oraz

FI1Z = 1Sa A3 + 11f = Sw[f113- (14)



Prostopadlo$¢ f — Sps[f] do ey, wnioskujemy z poprzedniego lematu, stosujac (2). Ostatnia réwnosé wynika wiec z (3).

Wynikaja stad dwa bardzo wazne lematy:
LEMAT O NAJLEPSZYM PRZYBLIZENIU: Dla ustalonej liczby M € N odlegtoéé || f — g]|- od
f € R*(a,b) do dowolnego elementu g postaci (10) jest nie mniejsza, niz odlegtosé¢ od Sys[f], czyli

M

1F = SulfM2 < IF = D el

k=—M

Faktycznie, prostopadtosé f — Sps[f] do e dla |k| < M i liniowosé (2) iloczynu skalarnego implikujg prostopadtosé f — Sp[f] do g oraz do Sps[f] — g.
Teraz = (TP) (lub (3)) wynika, ze ||f — g3 = | — Sam[f1I3 + 1Sam(f] — 913, co daje nasag tesq.
NIEROWNOSC BESSELA: Ciag wspotezynnikow ci(f) funkeji f € R2(a,b) jest sumowalny z
kwadratem, przy czym

Z lee (I < 13- (15)

k=—00
Zauwazmy najpierw, ze wszystkie rozwazane tu szeregi sg bezwzglednie zbiezne (lub maja wyrazy nieujemne), wiec kolejnos¢ sumowania, czyli sposob
ustawienia w ciag -nie ma wplywu na wartos¢ sumy. Lewa strone dowodzonej nieréwnosci traktowaé¢ mozemy wigc jako granice limps oo EJkM:—M |k (f)\2 .

Kazda z tych ostatnich sum jest, dzieki (12), (14) nie wigksza, niz Hng

1 Uklad trygonometryczny

Dla uproszczenia, przyjmijmy w dalszym ciagu a = —7,b = 7 i rozwazmy ukltad zlozony z funkcji
sin mt, cosmt. Wykorzystujac parzystosé¢ tych ostatnich funkcji, mozemy przyjaé, ze ¢, (t) = cosnt
dlan € Z,n < 0 oraz ¢,(t) = sinnt dla n € N. Nietrudne przeliczenie wskazuje, ze jest to ukltad
ortogonalny I dn(t)pr(t)dt = 0 dla n # k. Ponadto ||¢, |2 sa rowne /7 gdy n € Z \ {0} oraz
[doll2 = v2m.

Odpowiadajadcym mu uktadem ortonormalnym (czyli normalizacja (¢,)) jest uktad funkcji

1 1
—¢, dla neZ\{0}, [t| <7, e(t)=—.

VLS V2
int

Jeszcze wygodniejszy w uzyciu jest zespolony uklad trygonometryczny, ¢, (t) := €, rowniez
okreslony na przedziale [—m, 7| , normy sa tu jednakowe: V,cz||¢n|l2 = V27, gdyz

en(t) =

(Un, i) = /7r wn(t)zbk—(t)dt =20k, N,k € Z.

Tradycyjnie, unikajac uzycia pierwiastkowania 7 uzywa sie wspolczynnikow sinusowych (b, =
bo(f),n € N) i cosinusowych (a, = a,(f), n =0,1,2,...) funkcji okresowej f : R — R o okresie 27
lub funkeji f : [—m, 7] = R okreslonych wzorami:

[ sweos i b= 1 [ gy

Nie sa to wiec doktadnie wspolezynniki ¢, (f) wzgledem uktadu unormowanego (e,,), gdyz np.

cn(f) = (f,en) = f( )én(t) dt = V/ma,(f) dla n € N\ {0}.

\/_ —
Gdy n =0, v/mao(f) = 2¢o(f). Ale dla n # 0 mamy

cn(fen(t) = cn(f)—=¢n(t) = {a,cosnt gdy —n € N oraz =b,sinnt dla n € N}. (16)

1
/T



Natomiast co(f)eo(t) = 3ao(f). Stad sumy czesciowe dane dla ukladu znormalizowanego wzorem
(13), wyrazaja sie nastepujaco:

Sulfl@) = Y alfexlx) = +> (an(f) cosnz + by(f)sinna) (17)

Podstawiajac wzory catkowe na wspolezynniki, otrzymujemy (wykorzystujac liniowosé calki)

™ M ™
SM[f](x):%/ f(t)dt—i—%Z/ f(t)(cos kt cos kx + sin ktsinkz) dt =
o k=1v"T

= %/_: f(t) [% + ;cosk(x — t)} dt = % _: F(t)Dar(x —t) dt,

gdzie przez D) oznaczamy funkcje, ktorej warto$¢ w punkcie s := (z — t) dana jest w nawiasie
kwadratowym. Funkcje te nazywamy jadrem caki Dirichleta. Dotychczas wykorzystaliSmy jedynie
wzor na cos(a — ). Teraz wykorzystujac inny wzor: 2sinacos f = sin(a + ) + sin(a + ), gdzie
a = 3,0 = ks, otrzymamy po zastosowaniu nieparzystosci sinusa i skresleniu powtarzajacych si¢ (z
przeciwnym znakiem) sktadnikow, wzor:

sin(M + 3)s

in S
Sll’l2

Dy(s) = (18)

Bedziemy korzystaé¢ z nastepujacych, tatwych w dowodzie, wlasnosci tych funkcji:
WLASNOSCI Djy: Parzystosé (V; Dy(—t) = Dp(t)),

/ﬂ Dy(t)dt == (19)

V0650V Vs, 0 < |s| <7 = |Dy(s)] <e. (20)

Faktycznie, calki kazdego ze skladnikow cos kz, z wyjatkiem odpowiadajacego k = 0 skladnika é, sq rowne zero. Druga teza wynika z (niezaleznego od

M) oszacowania licznika we wzorze (18) przez 2, a mianownika -od dolu przez sin S .

Co ciekawe, rowniez obliczajac M-ta sume czesciowa dla f wzgledem zespolonego uktadu ortonor-
malnego \/%72/1” otrzymamy doktadnie taki sam wzor! (Tu korzystamy z faktu, ze dla danego = € R
kolejne wartoéci e*® tworza ciag geometryczny o ilorazie €™, za$ liczba sprzezona do e jest =)

Specyfika obydwu rozwazanych uktadow jest okresowo$¢ oraz ograniczono$é¢ kazdej z funkcji
uktadu (przez te sama stala).

Dla funkcji okresowych f : R — R o okresie 7' > 0 mamy nastepujacy

LEMAT 0 PRZESUNIECIU GRANIC CALKOWANIA:  Gdy a € R, to faa+Tf(x) dr = fOTf(x) dzx.
Zauwazmy, ze funkcje okreslona na [—m, 7] mozna przedtuzyé¢ do funkeji na R o okresie 27, je-
§li zmienimy, w razie potrzeby, jej wartos¢ w jednym punkcie -np. w punkcie m. Wspoélczynniki
an(f),bn(f) nie ulegna przy tym zmianie, bo sa wyrazone przez calke, a ta jest ,niewrazliwa” na
zmiany wartosci w skoriczonej ilosci punktow. Jedynie mozemy popsué ciagloéé, czy tez rézniczko-
walnosé, ma wiec sens pojecie ,funkcja ciagta okresowa na [—m, w]”. Gdy obliczamy wspoétczynniki i
sumy czesciowe Sy/[f] szeregu Fouriera, mozemy zaklada¢ okresowosé¢ f. Wowcezas mozemy po pod-
stawienu s = t 4+ x przesuna¢ granice catkowania, nastepnie wykorzystaé parzysto$¢ Dy, otrzymujac:

Sulfl(z) = L / ) Doy (1) dt = % /_ " Fats) Dar(s) ds = % /O F =)+ f(t42) Y Do) d.

@ —n+x



Oznaczmy funkcje w nawiasie przez g(t;x). Wowczas %g(t; x) zmierza przy t — 07 do $redniej
arytmetycznej granic: lewo- i prawo-stronnych dla f w punkcie  (czyli do 3(f(xz —0) + f(z +0)) ).
Dirichlet wykazal nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE DIRICHLETA Gdy f € R?*(—m,7) jest w pewnym otoczeniu punktu z réznica
dwu funkcji monotonicznych (czyli funkeja o wahaniu ograniczonym), to wartosci Sys[f](z) ciagu
sum czeSciowych szeregu Fouriera funkeji f zmierzaja do 1(f(z —0) + f(z + 0)).

Poza czescig rachunkowa, wykorzystujaca m. inn. réwno$é¢ zachodzaca Va > 0 :

fm [ SRMEg T (21)
M—o00 0 t 2

istotnym elementem dowodu jest inne wazne twierdzenie, znane jako LLemat Riemanna - Lebesgue’a:

TWIERDZENIE (LEMAT R-L) Gdy f ma zbieing catke z modutu, czyli [7|f(t)|dt < oo, to

a

calki f: f(t)sinnt dt zmierzaja do zera przy n — oo.

Gdy f € R(—m,n), za§ a = —m, b = m, teza ,R-L"wynika z nier6wnosci Bessela (15), bo skoro cigg wspolczynnikow Fouriera f wzgledem ukladu
unormowanego ma sumowalne kwadraty moduléw, to musi on zmierzaé do zera (a wsp6lczynniki, przez ktére mnozymy normalizujac wyrazy ¢ dla k # 0 sa
state). Gdy przedzial jest krotszy (np. a = —m,b < 7), to mozemy przedluzy¢ f zachowujac pozostale zalozenia, je§li przyjmiemy f(t) = 0 dla t € (b, 7],

przez co sprowadzimy zagadnienie do poprzedniego przypadku. Gdy przedzial jest dluzszy, dzielimy [a, b] na skoriczong sume odcinkéw [ay, by] o dlugosci < 27
-kazdy, calka j: f(t) sinnt dt wyraza si¢ przez skoriczong sume calek w granicach od ap do by -ktore zmierzaja do zera przy n — oco. Pozostaje wytlumaczy¢,
dlaczego zalozenie f € R(a,b) mozna ostabi¢ do zalozenia o zbieznosci f;’ | f(t| dt, co prze§ledzimy w przypadku, gdy jest to calka niewla$ciwa z punktem
niewtasciwym b. Dla a < 8 < b niech fg(t) = f(t) dla t € [a, 8] oraz fg(t) =0 dla B8 <t < b. Jedli (a tak zaktadamy) b jest jedynym punktem niewlasciwym,
to fg € R(a,b) C R2(a,b), za$ ||f — fsllh = fé’ |f(t)| dt zmierza do zera przy 8 — b~ . Wynika to niemal bezpos$rednio z definicji catki niewlasciwej, jako

P [P ... Majac wiec zadane ¢ > 0 dobieramy najpierw 8 < b tak, by [P |f(t)ldt < [P |f(t)|dt + §, cayli ||f — fgll1 < §. Dla fg- funkeji z
R(a,b) stosujemy poprzednig cze$¢ dowodu wyznaczajac ng tak, by dla n > ng byto |fab fp(t)sinnt| < §. Wystarczy jeszcze skorzystaé z nier6wnosci tréjkata
i z oszacowania | [0 f(t)sinntdt — [ fg(t)sinntdt] < [0 [(F(t) — fg(t))sinnt|dt < ||f — fgll1 < .

granicy lim

2 Sumowanie metoda Srednich

Juz w IT potowie XIX w. (1873) zauwazono, ze dla funkcji ciagtych okresowych szereg Fouriera
moze nie by¢ zbiezny jednostajnie, a nawet punktowo, do rozwijanej funkcji f. Z punktu widzenia
praktyki wiadomo, ze zaklocenia w teorii sygnalow zwiazane sg z "pewna nadreprezentacjg wysokich
czestotliwosei”, czyli sktadnikéw a,(f) cosnz, b,(f)sinnz dla duzych wartosci n. Podana ponizej
prosta procedura prowadzi do ttumienia wptywu tych sktadnikéw i eliminuje ich niekorzystny wptyw
na rekonstrukcje sygnatu wyjsciowego f. Gdy ciag S,[f] dazy do f, ciag srednich arytmetycznych
bedzie tez zbiezny do tej samej granicy. Ale $rednie moga by¢ (i beda, jak wykazemy dla f cia-
gtej, okresowej) zbiezne do f rowniez w sytuacji, gdy sam ciag S,[f] jest rozbiezny. Dokladniej,
deﬁr}iujemy:
Srednig Cesaro rzedu M dla f nazwiemy funkcje dana wzorem

(@) = 577 (Solf1@) + SilF1(w) + -+ Swlfl(e)

Jesli zastosowa¢ dodawanie (dla N =0,1,... M) stronami do wzoru catkowego

Sulfle) =+ [ s+ 0Dy,

otrzymamy nastepujacy wzor:

Do(t)+...+DM(t)}dt:l n

oulfiw) =1 [ o fle+ DRt d, (22

—T

o(t)+-+Dar(t)

w ktorym K (t) oznacza $rednia arytmetyczna D i , zwang jadrem calki Fejéra

TWIERDZENIE FEJERA. Srednie Cesaro funkcji ciaglej, okresowej o okresie 27 zmierzaja jedno-
stajnie do f na przedziale [—7, 7.

(dokoricze wkrotce)



