Analiza matemat. 1 na kier. ”Elektrotechnika” - wyktad nr 10. (16.XII 2020)

21 Metody caltkowania

Przypomnijmy, ze mamy metode catkowania przez czesci:

0 [ #@gta)da = f@1g(@) - [ fla)g(x)da

oraz catkowania przez podstawienie:

/ﬂme@M=FwwH%lgMeF@+C:/ﬂw@

Zacznijmy od przykladéw zastosowania reguly (1). Dla stalej a # 0 mamy
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Gdy P(z) = >_p_,axz® jest wielomianem, to stosujac (1) n-krotnie do calki
typu [ P(z)e” dz obnizymy stopient wielomianu az dojdziemy do [ cpe™. Do-
kladniej, korzystajac z liniowosci catki mamy [ P(z)e®dx = Y p_, ax [ 2¥e® dx
i kazdy ze sktadnikéw liczymy z osobna. Na przyktad,
[ate® do = zFe” — [ka*"le® du = aFe” — (kable” — [k(k — 1)zh2e") =

c=e(aF — ka4 k(k - )22 — o+ (< 1)RE!) + C.

Metody calkowania przez czesci uzywa sie przy catkowaniu funkcji odwrot-
nych do elementarnych: typu logz, arcsinz,arctgx, oraz do ”sprowadzania
pierwiastkéw +/1+ 22 do mianownika”’: Wprowadzamy ”sztuczng jedynke”-
czyli f'(x) = 1 (co odpowiada wyborowi f(z) = x) we wzorze (1). Na przyklad,
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/arcsmxdx = /(33)' arcsin x dr = x arcsinx — /x c———da| v=L®
v1-— x? du=—2zdx

= zarcsinz— [u~ 3 (—1 du) = zarcsina+v/1 — 22+C, bo [ ﬁ du = \/ﬂ—i—C

Analogicznie postepujemy catkujac arctg , mianownik jego pochodnej, czyli
1+22 podstawiamy jako nowa zmienna (np. u). Wéwczas du = 2z dz. Calkujac
logarytm, lub np. funkcje z” 1n|;v| nie potrzebujemy nawet podstawien. Dla
n € {0}UN mamy bowiem dla flz)= [a"dx = %x"“ catke przeksztalcang
jak nastepuje: [2"In|z| = ln|x| [f@)tde = f(z)In|e] — =5 [2"dx
=f(z)(In|z| - ;47) + C.

Ciekawe jest zastosownie metody (1) dla catki A := [ € sin bz dx:

Przyjmujemy we worze(1) f'(z) = e, czyli f(z) = %e‘”. Wtedy A =
%e‘” sin bxr — % | €** cos bz dx. Teraz podobng metoda liczymy pojawiajaca sie
po prawej stronie catke [ e cosbx dr = %e‘” cosbx + g [ €** sin bz dx. Wsta-
wiajac to do poprzedniej rownosci otrzymamy

1 ar _: b axr b2
A= =e"sinbz — — e cosbr — —2./4.
a a a
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Przenoszac na lewa strone ostatni sktadnik, co daje A, po prostych alge-

braicznych przeksztalceniach otrzymamy
eax
/e‘“C sinbx dr = poa (a sinbx — b cos bx) + C.
Ogoélnie, gdy szukana calka pojawi sie tez po przeksztalceniach z zastosowa-

niem (1) réwniez po prawej stronie, ale ze wspdlczynnikiem réznym od +1, to
przenoszac ja na druga strone rownosci mozemy wyliczy¢ szukany wynik.

1Zazwyczaj opisujemy podstawienie uzywajac zamias kwadratowej ramki -dwu falistych
linii pionowych po bokach. Nad znakiem réwnosci -wzér podstawienia, a ponizej = -wzér na
rézniczke podstawienia.



Przykladem moze by¢ liczenie calki J = [Va? — 22 dx, gdzie a > 0.
Przypomnijmy, ze [ ﬁ dx = arcsin z + C, zastepujac 1 przez a® wylaczymy
a przed pierwiastek, za$ podstawiajac £ = u wyliczamy stosujac regule (2), ze

1 1 .
fﬁdx:fﬁdm:arcsm% +C

Powracajac do calki J i przyjmujac w (1) jako f(z) funkcje x, mamy

Jz/f'(x)\/aQ—xzzx\/aQ—xQ—/;/'%dxz.
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Licznik ostatniej calki (po uproszczeniu 2 i znaku przed catka i w liczni-
ku) jest réwny a? — 22 — a®. Pierwsze dwa sktadniki licznika podzielone przez
mianownik, to dokladnie va? — z2, wiec
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Stad 27 = zva? — 22 + a? arcsin £ + C.
Postepujac podobnie z calky 2 [ V22 + a? otrzymamy jej wartos¢ w postaci
V22 + a? + a? f L__ dz. Calka w drugim skladniku po prawej stronie wy-

z24a?
nosi ln’x + V2 + a2|. Ten ostatni fakt mozna uzyskaé (w przypadku a = 1)
podstawiajac x = sinh t. Faktycznie, sinus hiperboliczny, czyli e—e’

2
z kosinusem hiperbolicznym (czyli z funkcja cosht := etge_t) tak zwang ”je-

dynke hiperboliczng”: cosh? t —sinh? t = 1, za$ funkcjg odwrontg do z = sinht
jest funkcja polowa ”area sinus hiperboliczny”: ¢t =arsinh x = In (x—i— V1+ x2).
Ponadto dx = sinh’(t) dt = cosh t dt. Catkowanie przez podstawienie daje wigc

1 1
dx:/ dx:/ldt:t:arsinhx—i—C’:ln z+vV1+22)+C.
/\/:132—|-1 Vcosh? ( )

Innym waznym zastosowaniem metody catkowania przez czesci sa tzw. wzo-
ry redukcyjne wyrazajace calki typu S, = [(sinz)"dz, J,, = [ m dx po-
przez calki o nizszej wartosci n , gdzie n € N,n > 1. Oczywiscie znamy wartosci
dlan=1:5 = —cosxz+ C, J; = arctgz + C. Na przyklad, (1) stosujemy dla
S, w postaci S, = [(— cos’ z) sin” !z dr, w otrzymanej po prawej stronie (1)
calce [(—cosx)(n—1)sin™ ?(x) - cos v dz podstawiamy cos?z = 1 —sin® z, co
sprowadza te caltke do postaci (n—1)S,, —(n—1)S,—2. Uzyskujemy po prostych

daje wraz

przeksztalceniach wzér redukeyjny postaci S,, = —% sin" ! zcosx + ”T_lSn,g.
Jeszcze wazniejszy jest wzér dla
1 1 T 2n —3
®) " /(1+x2)n SR T R R T R S

Mozna go uzyskaé zastepujac w liczniku pod catka 1 przez 142 —2? | calkujac
najpierw przez podstawienie u = 1+ z? w calce [ ey = f(2). Nastepnie

traktujac [ ﬁ jako [z - f/(z)dx stosujemy wzor (1).

21.1 Catkowanie funkcji wymiernych

Funkcje postaci R(z) = % nazywamy funkcja wymierna, jesli licznik i mia-

nownik sa wielomianami, a stopiefi mianownika [oznaczenie: deg(Q)] jest > 0
(lub Q(x) jest niezerowa stala). Proces dzielenia z reszta przez wielomian
Q(x) umozliwia sprowadzenie R(x) do postaci sumy wielomianu oraz ”ulamka
wlasciwego”- gdzie stopien wielomianu z licznika jest mniejszy od deg(Q). Cal-
kowanie wielomianéw jest banalnie proste, wiec bez straty ogélnosci bedziemy
dalej zakladali, ze R(z) jest ulamkiem wladciwym. Mamy wéwczas twierdzenie
o rozktadzie R(z) na ulamki proste, czyli na sume funkcji postaci

Al A$+B
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gdzie A1, A, B sa pewnymi stalymi, a jest pierwiastkiem wielomianu @, czyli
Q(a) =0, zas k € Nk < m, gdzie m jest krotnoscia tego pierwiastka. Jest to
taka liczba naturalna m, ze Q(z) dzieli sie przez (x—a)™, ale juz nie dzieli sie juz
przez (x—a)™ L. Jak latwo sprawdzié, m jest taka liczba naturalna, ze Q(a) = 0
i pochodne Q'(a),...,Q" Y (a) sa réwne zero w punkcie a, zas Q™ (a) # 0.
Natomiast tréjmian 22 + px 4+ ¢ ma by¢ nieprzywiedlny, czyli bez pierwiastkéw
rzeczywistych - w naszym przypadku -ma by¢ on stale dodatni w R. Liczba m
ma by¢ jego "krotnoécia” -najwicksza z poteg takich, ze (z2 + px + ¢)™ jest
dzielnikiem Q(z) w zbiorze wszystkich wielomianéw (= krotnosé pierwiastka
zespolonego wielomianu Q).

Twierdzenie. Kazda funkcja wymierna jest suma wielomianu oraz pewnej
(skonczonej) ilosci "utamkéw prostych” opisanej powyzej postaci. Jest wiec
calkowalna w klasie funkcji elementarnych.

Dowdd opiera si¢ na Zasadniczym Twierdzeniu Algebry, ktore méwi, ze kazdy wie-
lomian ma przynajmiej jeden pierwiastek w ciele C liczb zespolonych. Twierdzenie
Bezouta méwi z kolei, ze z0 = a + i3 jest pierwiastkiem (rzeczywistym, badz ze-
spolonym) wielomianu Q(x) wtedy i tylko wtedy, gdy Q(z) jest podzielny w zbiorze
wielomianéw przez jednomian x — zo. Szczegdly pominiemy. Wazniejsza jest dla nas
metoda znajdywania wspélczynnikéw typu Aq, A, B ze wzordéw (4), zwana me-
toda czynnikéw nieoznaczonych. Zakladamy, ze znamy juz wszystkie pierwiast-
ki zespolone wielomianu Q(x) wraz z ich krotno$ciami. Gdy zg = « + i3 jest
pierwiastkiem zespolonym wielomianu @Q(x) o wspélezynnikach rzeczywistych
(a tak zawsze jest w tej czesci kursu), to réwniez liczba sprzezona: zg := o — i3
jest pierwiastkiem Q. Zalézmy, ze 5 # 0. Wielomian @ jest wtedy podzielny
przez iloczyn

(5) (z = 20)(x = Z0) = (x — @) + 4%

Kazdy wielomian nieprzywiedlny typu x2 + px + ¢ (czyli taki, ktérego wyrdz-
nik A = p? — 4q jest ujemny) mozna zapisaé w postaci (x — a)? + 52, co po
podstawieniach prostego typu pozwala przeksztalcaé calki z utamkoéw prostych
drugiego typu do calek f a2 +1)’€ Pierwszy ze skladnikéw licznika daje mozli-
wosé latwego calkowania z podstawieniem u = 22 + 1, gdzie du = 2xdz, a drugi
podpada pod schemat wzoréw redukecyjnych (3). Metoda czynnikéw nieozna-
czonych polega na potraktowaniu statych wystepujacych w licznikach utamkéw
prostych (4) jako niewiadomych. Sume utamkéw prostych dajaca R(x) sprowa-
dzamy do wspélnego mianownika, ktérym jest wielomian Q(z). Poréwnujemy
teraz otrzymany w wyniku sumowania ulamkéw prostych liczniek z liczikiem
P(z). Wspdlezynniki przy analogicznych potegach z dla réwnych wielomia-
néw musza by¢ jednakowe, wiec otrzymamy uklad réwnan liniowych. Bedzie
tyle rownan, ile niewiadomych i nie bedzie to uklad sprzeczny. Pozwala to
na znalezienie ezplicite wspélezynnikéw rozkladu R(x) na utamki proste (o ile
znamy juz pierwiastki mianownika: Q(x) i jego czynniki nieprzywiedlne. Czasa-
mi rozkladajac funkcje wymierng (np. Hﬁ) na utamki proste -nie znamy tych
czynnikéw nieprzywiedlnych, jednak mozemy znalez¢ pierwiastki zespolone -ich
iloczyn, jak w (5) da nam wzér na (rzeczywiste) czynniki nieprzywiedlne.

Rozl6zmy np. funkcje R(z) = (z?—fm na ulamki proste. W tym 1la-
twym przypadku mamy pierwiastki mianownika réwne 1, 1 2 - o krotnoéci
1 kazdy. Stad dla pewnych A, B,C € R bedzie R(x) = :c+1 g 2,
co po sprowadzeniu do wspélnego mianownika daje poréwname licznikéw: x =
A(z+1)(z—2)+B(z—1)(z—2)+C(xz—1)(x+1). Poréwnujac wielomian po lewej
stronie tej réwnoéci, ktéry mozna zapisaé jako 0-2241-240-2° z wielomianem
po prawej (stopnia 2) otrzymamy uktad réwnan z poréwnania czynnikéw przy
analogicznych potegach z, np. 0= A+ B+C, 1= 72A +A+(-3B)4+0-C =
1,-2A+2B - C = 0, sk@d wyliczamy, ze A = —1 B = C = % Stad
[R(z)dz =—FIn|z —1| - 1n|x+1|+21n|x—2|+cE|

%, ktora nie jest utamkiem

1
6

Catkujac funkcje wymierna Ry (z) = 2(2241)2

2Tym razem, aby uniknaé kolizji z oznaczeniem C, staly catkowania oznaczam wyjatkowo
mala literg c.
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wlasciwym, musimy zaczaé od dzielenia z reszta: Ry(x) = z+ z(’;ziﬁ)z i dopiero

1 2x x
—zt @ = Teraz

ostatni utamek rozktadamy jako sume x(ﬁiﬁ)z =—=

(nawet bez uzycia wzoru redukcyjnego na Jy -a jedynie stosujac podstawienie
u = 22 + 1 otrzymamy

1
m+§ln(x2+l)+0.

— —In|z| -

/x6+2x4:2x2—1_az2 1
x(x? 4+ 1)2 2

21.2 Calki ”sprowadzalne do postaci wymiernej”

Wiele typow catek mozna, dzigki odpowiednim przeksztalceniom, sprowadzié
do calek z funkcji wymiernych. Wprowadzmy najpierw pojecie wielomianu dwu
zmiennych [np. dla zmiennych z,y wezmy P(z,y) = 27 +y° +4a3y? +2y° +y —
x+3]. Jesli Q(z, y) jest innym wielomianem tego typu, réznym od stale réwnego

0, to ich iloraz R(z,y) = ggzg nazywamy funkcjg wymierng zmiennych x,y.
Analogicznie mozna zdefiniowaé funkcje wymiernie zalezne od wigkszej ilosci
zmiennych.

Twierdzenie. Jesli podstawimy za x funkcje sin ¢, a w miejsce y -funkcje cost,
to podstawienie u = tg% sprowadzi calke [ R(sint,cost)dt do calki z pewnej
funkcji wymiernej zmiennej u. Przy tym podstawieniu

1 —u? 2du

‘tzi = —
o8 14127 1+ u?

1 2u
sint = ——
14 u?’

Warto wspomnieé, ze w sytuacji, gdy R jest nieparzysta wzgledem jednej
ze zmiennych, jedno z podstawien: u = sint-gdy R(z,—y) = —R(z,y) [odp.
u = cost] da spore uproszczenie obliczen. Podstawienie "uniwersalne” u =
tg% dziala w kazdym przypadku, lecz prowadzi czasami do dtugich obliczen.
Twierdzenie nie obejmuje funkcji postaci R(t,sint) -w szczegélnosci mozna
wykazaé,ze calki typu [ s‘tﬂ dt nie da sie wyrazi¢ przez funkcje elementarne.
Mozna ja wyliczy¢ jedynie jako granice sum czesciowych szeregéw potegowych.

Z kolei, catki z funkcji postaci 2sinat - cos Gt przeksztalcamy do postaci
calki z funkgji sin(a + )t + sin(a — 8)t. Podobnie, mozemy korzystaé ze wzoru
2cosat - cos Bt = cos(a + B)t + cos(a — B)t. Przyda sie to w teorii szeregdw
Fouriera.

Do postaci wymiernej mozna tez sprowadzi¢ calki z funkcji zlozonych po-
staci

Rz, t(x)™ t(x)"™2, ... t(x)"™),

gdzie rq,...7 sa liczbami wymiernymi, ¢(x) jest funkcja wymierna postaci
t(x) = gii} ad — bc # 0, za$ R(x,y1,Y2, ... Yk) jest funkcja wymierna k + 1
zmiennych. Jedli m jest wspélnym mianownikiem dla rq, ... 7%, to podstawiamy
u = t(z)m. Wowezas = = ZZTZJ,,? =: ¢(u), wiec dz = ¢'(u) du, zas poniewaz V,
mamy t(x)™ = w4, gdzie wszystkie liczby mr; sa catkowite, otrzymujemy po
tym podstawieniu faktycznie caltke z funkcji wymiernej zmiennej u. Oto czesto
cytowany przykltad (w ktérym m = 6),

de __ _of widu _ 6(“—3—“—2+u4n|u+1|)+0 = 2Vz—3Y2+6 Yz—61n| Vz+1|+C
v+ ¥ ) u+l 3 2 - '

Dla calek typu [ R(z,Vaxz? + bx + ¢) dz stosujemy do$é nietrywialne Pod-
stawienia Eulera. W najwazniejszym przypadku: a > 0 podstawiamy zmienng
t spelniajaca réwnanie

Var?+br+c=xva+t

Podnoszac stronami do kwadratu -upraszczamy ax? po obu stronach réwnoéci,
wyliczajac z = z(t) = 1:227;\0/67 co w sposOb wymierny zalezy od t, podobnie, jak
pochodna: z'(t), dajac wymierng postaé¢ dx = z’(t) dt. Mozemy w ten sposéb
ponownie wyliczy¢ [ ﬁ dx.
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