Podsumowanie drugiego wyktadu z analizy na kierunku "Elektrotechnika"

8 Kresy -c.d.

Gdy A = {a1,as,...,a,} jest zbiorem skoniczonym, to M jest majoranta A do-
ktadnie wtedy, gdy zachodzi koniunkcja nieréwnoéci: a; < M,as < M, ... a, <
M, czyli gdy najwigkszy element tego zbioru A, oznaczany max A jest nie wiek-
szy, niz. M. Najmniejsza z majorant, czyli sup A spelnia wigc rownosé:

sup{ai,ag,...,a,} = max{ai,as,...,an}.

Ogdlniej: gdy E C R jest dowolnym zbiorem, to moze sie zdarzy¢, ze jedna z
jego majorant nalezy do E - wtedy méwimy, ze jest to element najwiekszy
zbioru F i oznaczamy go max E. Ale zbidér nieskonczony nie musi posiadaé ele-
mentu najwigkszego nawet, gdy jest ograniczony. Na przyktad, ciag o wyrazach
gn =1— % jest silnie rosnacy, wiec zaden z jego wyrazéw nie jest najwiekszy
(w zbiorze G := {g, : n € N} wyrazéw tego ciaggu). Natomiast istnieje tu kres
gorny, réwny sup G = lim g,, = 1. To nie jest wyjatek:

Twierdzenie 1. Gdy ciag (a,) jest niemalejacy i ograniczony, to jest on
zbiezny do granicy rownej kresowi gérnemu:

lim a,, = sup{a, : n € N}.

Jesli pominiemy dowdd faktu, ze kazdy niepusty zbiér ograniczony zawar-
ty w R ma kres g()rnyE to reszta dowodu jest prosta konsekwencja definicji:
Oznaczmy przez « ten kres: a := sup{a, : n € N}. Aby wykazaé, ze a,, — «
wystarczy wskazaé dla dowolnie wybranego € > 0 takie ”miejsce ng w ciagu N7,
ze dla wszystkich n > ng (czyli poczawszy od tego miejsca) mamy |a, — | < €.
Ta nieréwnosé¢ z modutem jest rownowazna koniunkcji 2 nieréwnosci:

(3.1) oa—e<ap, <o+e

Druga z tych nieréwnoéci zachodzi dla wszystkich n € N. Faktycznie, skoro «
jest majoranta, to a, < «, a poniewaz a < a+¢€, postulowana ostra nieréwnoscé
wynika z przechodnioéci relacji <. Kluczowa bedzie wiec pierwsza z nieréwnosci

- ona juz nie musi zachodzi¢ ”V,,” . Ale poniewaz o — € < «, za$ supremum jest
najmniejsza z majorant, to o — € nie jest majoranta, czyli

Tneen @ — € < apy,.

Ale ciag nie maleje, wiec gdy n > ng, to an, < an. Dlan > ng z przechodniosci
relacji < otrzymujemy wiec réwniez pierwsza z nieréwnosci (3.1).0
Kres dolny, nazywany tez infimum zbioru A C R, to najwigksze ogranicze-

nie dolne (minoranta) tego zbioru, czyli taka liczba 8 € R, ze

(i) Vaea B < z (tzn. 8 jest min minoranta);
(ii) <Va€ AQ > y) = y < 0 (maksymalno$é wéréd minorant).

Nie bedziemy sie nad tym pojeciem zatrzymywaé, bo inf A = sup{—a : a € A},
dla ciagéw za$ lim(—a,,) = — lim a,,. W szczegdlnosci, kazdy ciag malejacy (lub
nierosnacy) i ograniczony (x,) ma granice réwna inf{z,, : n € N}.

Dla zbioréw niepustych, ograniczonych A, B C R niech A+ B:={a+b €
R:a € A,b € B}. Podobnie, niech A- B := {ab€ R:a € A,b € B}. Mozna
wykazaé, ze zawsze sup(A + B) = sup A + sup B, za$

(3.2) A/ BCR, = sup(A-B)=supA-supB.

1Dowéd ten zostal naszkicowany w podrozdziale 1.7 (str.9) pliku ”1i2w.pdf” dostepnego
pod linkiem: "materialy do 2 pierwszych wykladéw ...” na mojej stronie www.



Natomiast gdy A C Ry, B C R_ = (—00,0], to sup(A - B) = inf A - sup B.
Podobnie, gdy A C (0, 00) jest ograniczony, to inf{% rx €A} = SU;A. Gdy A
jest nieograniczony z géry (odp. z dotu), to piszemy sup A = +o0 (odpowiednio,
inf A = —00), przy czym i% =0.

W ramach treningu sprawdzmy réwnos¢ (3.2), bo za chwile ja wykorzysta-
my: Dla A, B C [0,400] niech @ = sup 4, 8 = sup B. Mnozenie nieréwnosci
liczb nieujemnych stronami implikuje dla dowolnych a € A,b € B , ze ab < af3,
wiec sup(A - B) < af. Aby wykazaé, ze ta majoranta jest najmniejsza, wystar-
czy znalezé ciag anb, € A - B zbiezny do af (ostatnie zdanie z poprzedniego
wyktadu w formie PDF. Z tej samej obserwacji wynika, ze istnieja ciagi: a,, € A,
b, € B zbiezne odpowiednio do «, (. Z twierdzenia o granicy iloczynu ciagbéw
wynika, ze faktycznie a,b, — af. O

9 Funkcje wyktadnicze, logarytmy

Dla liczby a > 0,n € N,k € Z zdefiniowaliSmy "krok po kroku” wartosci:
k s . . . s .
a, a* an. Oczywiscie, 1" = 1,a° = 1. Mozna na tym etapie wykazaé, ze Vr.scQ

(3.3) a"* =a"a® oraz a"® = (a")".
Ponadto dla h € Q mamy implikacje:
(3.4) (a>1,h>0) = a" > 1.

Dowdd jest tu czysto algebraiczy: prosty, ale zmudny -najpierw dla r =n € N
metoda indukcji, potem dla r € Z i w koncu dla r € Q. Szczegbly pominiemy.
Mozna stad wywnioskowaé, ze gdy funkcja: Q > t — a’ € R jest silnie rosnaca.
Faktycznie, a'T™" — a! = a'(a" — 1) > 0. Z podobnych wzgledéw gdy 0 < a < 1,
taka funkcja maleje. Z punktu widzenia analizy istotny jest nastepny krok:
Definicja. Gdy a > 1, to dla z € R przyjmujemy a” := sup{a” : r € Q, r <
xz}. Dla a = 1 przyjmujemy a* = 1. Gdy natomiast a € (0,1), to a® :=
(%)_"‘c Otrzymang w ten sposob funkcje R 5 x — a® € R nazywamy funkcja
wykladnicza o podstawie a.

Jak stad wynika, gdy =z > 0,z € R, to dla a > 1 jest a” > 1. Faktycznie,
istniejg h € Q takie, ze 0 < h < x, wiec z definicji supremum, a” < a® i wystar-
czy odwolaé sie do (3.4). Korzystajac z (3.3) oraz z (3.2) uogdlniamy réwnosé
(3.3) na dowolne wartosci r, s € R. Jest to podstawowa wlasnosé funkcji wy-
kladniczej. Wyniknie z niej np. monotonicznoéé tej funkeji (silnie rosnie gdy
a > 1, maleje dla a € (0,1)), jak réwniez ciaglosé.

Twierdzenie 2. Dla a > 0 zachodza nastepujace tezy:

(i) lim /a =1
(ii) Gdy h, € R oraz limh,, = 0, to lima"» =1

(iii) Funkcja wykladnicza jest ciagla, a dla a € (0,1) U (1, 4+00) jest bijekcja z
R na (0, +00).

Dowdd (i)-jesli zapiszemy {/a = 1 + §,, to zauwazmy, ze d, > 0 i podno-
szac stronami do potegi n otrzymamy a = 1" + nd, + --- + 6} > nd,, stad
0 <6, <2 — 0, codowodzi (i). (Tu mogli$my tez skorzystac¢ z nieréwnosci
Bernoulli’ego). Dowdd (ii) przeprowadzimy jedynie dla h, > 0,h, — 01 dla
a>1(boa" — 1= ah — 1). Ustalmy ¢ > 0. Ciag a» = {/a zmierza do
1, wiec dla pewnego k jest 1 < a* < 1+ €. Z whasnosci ciagu (hy) wynika, ze
dla n dostatecznie duzych (powiedzmy, dla n > ng) mamy 0 < h, < %, za$
z monotonicznoéci funkcji wykladniczej, 1 = a® < a/» < at < 1+ ¢ -tez dla
n > ng, co dowodzi (ii). Ciaglto$¢ wynika teraz z réwnosci (3.3) stosowanej dla
r=x,8 = hyp, gdy * € R, h, — 0. Faktycznie, a**"» — a* = a*(a" — 1),
a wyrazenie w ostatnim nawiasie zmierza do zera przy n — oo, dzigki (ii).
Aby wykazaé ostatnia teze wystarczy sprawdzié, czy dla kazdego y > 0 istnieje



x € R takie, ze a® = y. Ustalmy wiec y > 0. Ograniczmy sie do przypadku
a > 1. Zapiszmy a = 1 + d, gdzie d > 0. Poniewaz a” = (1+d)” > 1+ nd,
ta warto$é jest > y dla n dostatecznie duzych (powiedzmy, dla n = M). Z
kolei, a=* < y dla pewnych k (gdy a* > % 7 twierdzenia Bolzano-Cauchy’ego
wynika istnienie x € [—M, k] dla ktérego a® = y. O

Mamy wigc dla @ > 0,a # 1 mozliwos¢ utworzenia funkcji odwrotnej do
wykladniczej. Nazywamy ja logarytmem przy podstawie a i oznaczamy
log, w zapisie bezargumentowym. Dziedzina jest (0, +o00) Tak wiec

log,y =z < a” =y.
Nie bedziemy uzywali logarytmoéw dziesietnych, zapis
log, jak réwniez zapis In

bedzie oznaczal logarytm naturalny, czyli logarytm przy podstawie e, gdzie
e := lim(1 + %)" ~ 2,718281828459. Rola tej stalej e jest szczegdlna: jest to
jedyna stala a, dla ktérej pochodna z funkcji (definicja bedzie wkrétce) jest
réwna tej samej funkcji. Zamiast e® piszemy tez exp(z), co pozwala w zapi-
sie bezargumentowym méwié¢ o funkcji wykltadniczej exp. Funkcja odwrotna do
rosnacej jest rosnaca -dotyczy to zaréwno a”, jak i log, y w przypadku a > 1.
Gdy t, > 0 oraz limt, =0, a > 1, to log,(t,) — —o0. Gdy zas 0 < b < 1, to
logy (tn) — 400 Z réwnodci (3.3) wynika ponizszy wzor (3.6). Jest to podstawo-
wa wlasnos¢ logarytméw, ktéra zastosowano m. inn. przy konstrukeji suwakéw
logarytmicznych. Przed erg kalulatoréw elektronicznych byly one podstawo-
wym narzedziem wspomagajacym inzynieréw przy obliczeniach.

Twierdzenie 3. Dla a,b € (0,1) U (1, 4+00), s,t > 0 funkcja log, ma nastepu-
jace wlasnodci:

(3.5) log,a =1, log,1=0,

1
(36) 1Oga(8t) = loga(s) + 1Oga (t)a loga(g) = loga(t)7
(3.7) log, b-log, ¢ =log, ¢

Uzasadnienie tych wzoréw, to przeliczenia, ktére zrobimy na wykladzie, lub
na ¢wiczeniach.

Jednym z zastosowan logarytméw, przydatnym zwlaszcza przy liczeniu po-
chodnych, lub przy arytmetyce granic. jest przeksztalcanie ztozenia, w kté-
rym zaré6wno podstawa, jak i wykladnik sa funkcjami- do postaci, w korej
podstawa jest stala: Zakladamy, ze f(t) > 0 dla t € [a,b]. Wtedy f(t)9®) =

exp(g(t) - In(f(2)))-

10 Granice ciggéw -cd

Powracajac do granic ciagdéw, wykazemy pare ich podstawowych wtasnoéci -w
wigkszosci znanych Panstwu ze szkoty $redniej, zebranych w dwie wicksze ko-
lekcje tez. Pierwsza kolekcja zaktada istnienie granicy jednego ciggu. Potrzebna
nam bedzie tez tzw.druga nieréwno$é tréjkgta: ||u] — |w|| < |u — w|.

Twierdzenie 4. Zalézmy, ze ciag (a,) jest zbiezny: a,, — a.
1. Jesli ponadto a,, — g, to a = g (jednoznacznosé granic).
2. Jesli a < z, to réwniez a,, < x dla dostatecznie duzych n.
3. ap — a=|[(—a,) — —a oraz |a,| — |a

4. Ciag zbiezny jest zawsze ograniczony: sup{|a,|: n € N} < oco.



5. Jesli «a, = a,, dla dostatecznie duzych n, to réwniez a,, — a.

Szkic dowodu: W tezie 1, ktéra wykazemy po tezach 2.,3. celowo nie uzywam
zapisu g = lim a,,, a = lim a,,, bo dzieki przechodnioéci relacji = zapis ten sugeruje juz
prawdziwosé dopiero dowodzonej tezy. Teze 2. wykazaliSmy na poprzednim wyktadzie
(tuz przed wypowiedzig Twierdzenia 1.) Mnozac stronami (zachodzace od pewnego
miejsca, np. dla n > M = M. przy ustalonym € > 0) nieréwnosci

(3.8) Vasm a6 —€e<an <a+te

przez -1 otrzymujemy pierwzsa czes¢ tezy 3. Druga cze$é¢ wynika tatwo z drugiej nie-
réwnosci trojkgta. Stosujac teze 3 do 2. -otrzymamy odpowiednik 2. dla przeciwnych

nieréwnosci. Dowodzac 1. metoda nie wprost mozemy, bez straty ogélnosci, przy-

at
2

a < x < g. Teraz stosujac 2. do pierwszej nieréwnoéci znajdziemy liczbe K taka, ze

jaé, ze a < g. Gdyby taka nieréwnosé¢ zachodzita, to np. dla =z =

4 mieliby$my

dla n > K jest ap < z. Podobnie, dla drugiej nieréwnosci -stnieje L takie, ze dla
n > L jest x < an. Dla n > max K, L obydwie nieréwnosci: a, < x oraz r < an
zachodza, co daje sprzecznosé: a, < an, konczaca dowdd tezy 1. metoda nie wprost.
Teza 4. wynika z nieréwnosci a — € < an, < a + € zachodzacych dla n > M.. Stad
Vn lan| < max{|a|+e¢, |ai|, |az]|,...,|anm.|}. Ostatnia teza wynika stad, ze gdy an = an
dlan > K, za$§ M jest dobrane do ¢ w warunku (3.8), to dla n > max{K, M } mozemy
zamienié a, na a, w nieréwnosciach (3.8), co da zbieznos$é a, — a.

Dalsze tezy zachodza dla pary dwu ciagéw zbieznych i nazywane sa “aryt-
metykq granic”.

Twierdzenie 5. Zalézmy, ze ciagi (a,,) oraz (b, sa zbiezne oraz a = lima,,
zas b = lim b,,. Wowczas

1. a, +b, — a+b.

2. apb, — ab

3. Jesli ponadto b # 0,b,, # 0, to % — %,
4

. Jedli ponadto a, > 0,a > 0 (tym razem tylko zakladamy, ze granica
b b

b = lim b,, jest skoniczona), to lima.™ = a’.
Szkic dowodu: Dla dowolnie ustalonego € > 0 dobieramy M, K na tyle duze, by dla
n > M bylo |an —a| < 5, zas$ dlan > K bylo |b, —b| < 5. Wtedy dla n > max{M, K}
obydwie nieréwnosci zachodza réwnoczesnie i z nieréwnosci tréjkata otrzymamy
€
3
To konczy dowdd 1. Dla iloczynu korzystamy z ograniczonoéci ciagdw zbieznych -np.
istnieje liczba A > 0 taka, ze Vp|an| < A. Dodajac i odejmujac ”sztucznie” te sama
liczbe anb mozemy dokonaé przeksztalcenia:

\an+bn7(a+b)|g|anfa|+|bn7b\<%+

|anbn —ab| = |anbn —anb+anb—ab| = |an(bp—b)+b(an—a)| < |an||bn —b|+|b||ar —al

Ostatnia nieréwno$¢ wynika z nieréwnosci trojkata i z faktu, ze modut iloczynu jest
réwny iloczynowi modutéw. Wykorzystujac oszacowanie |an| przez A mozemy prawa
strone ostatniej nieréwnosci oszacowaé z gory przez Al|b, — b| + |b|lan — a|. Teraz
wystarczy (przechodzac do maksimum, jak w dowodzie 1.) wykorzysta¢ nieréwnosci:
|bn, — b|55 oraz |an, —a| < 5557 Prawdziwe dla n dostatecznie duzych. Dla takich n
bedzie |anbn — ab| < Asg + bl 557 < €, co dowodzi tezy 2.

b 3

dowdd 3. do pr;ypadku, gdy an, = 1. Wtedy z nieréwnodci |b| > 0 - a wlasciwie, z
[b]

Zapisujgc 22 jako iloczyn a, - % i wykorzystujac teze 2. mozemy ograniczy¢

ostrej nieréwnosci |b] > ¢ > 0, gdzie np. § = 5 oraz z drugiej z tez 3. poprzedniego
twierdzenia, mamy |b,| > ¢ dla dostatecznie duzych n. Teraz |i -3 = “"I;Lbl')"“ <

ﬁ|b — bn| < €, oile |b — by| bedzie dostatecznie male -a to wynika (dla dostatcznie
duzych n -ze zbieznosci ciagu (by) do b. Dowdd ostatniej tezy wynika ze wspomnianego
strone wczesniej przeksztalcenia, z ciagtosci funkcji: logarytm oraz exp i z tezy 2.

Zauwazmy, ze tezy 4. nie mozna stosowaé, gdy a, = 1+ %, b, = n, bo b, — oco.
— Definicja. Ciag (b,) jest rozbiezny do +oo, czyli limb,, = o0, gdy

VedmVasa bn > C.

Zamiana w ostatnim warunku nieréwnosci 7 >” na ”<”: czyli warunek b, < C da
2

definicje, kiedy: ”lim b, = —o0”.
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