Analiza matemat. 1 na kier. ”Elektrotechnika” - wyktad nr 9. (9.XII 2020)

18 Badanie przebiegu funkcji

18.1 funkcje wypuktle

Na koniec poznajmy zastosowanie drugiej pochodnej do badania wypuklosci
funkcji. Bedziemy tu rozwazaé jedynie funkcje okreslone na przedziatach. Za-
uwazmy, ze zbiér D C R jest przedzialem , gdy dla dowolnej pary punktéw
a,b € D réwniez caly odcinek o konicach a, b, czyli zbiér {a+t(b—a) : t € [0,1]}
zawiera sie w zbiorze D.

Definicja Gdy cieciwy taczace punkty na wykresie funkcji f : D — R leza nad
wykresem, to méwimy, ze f jest wypukla. Odpowiada to nieréwnosciom:

F@) +4(f(b) — f(a)) > fla+t(b—a))  VabeD,te(0,1). (1)

Jesli nieréwnosci sg ostre, méwimy o funkcji Scisle wypuklej. Gdy —f jest
wypukta, to mowimy, ze f jest wklesta. Kierunki moga si¢ myli¢, wiec zapa-
mietajmy: funkcja exp jest wypukla. Mamy bowiem nastepujace kryterium.

Twierdzenie 1 Funkcja rézniczkowalna jest wypukta wtedy i tylko wtedy,
gdy jej pochodna jest mniemalejgca. Gdy 3f", to wypukiodé f jest réwnowazna
nieujemnosci " . Gdy f"(x) > 0 dla wszystkich x € D, to f jest $cisle wypukia.

Jedyne funkcje, ktére sa rownocze$nie wypukle i wkleste, to wielomiany
stopnia < 1, czyli funkcje postaci f(x) = Az + B. Wtedy bowiem wykres
pokrywa si¢ (na przedziatach typu [a,b]) z kazda jego sieczna.

Warunek Mozna zapisaé¢ réwnowaznie jako pewna nieréwnos¢ dla ilo-
razéw réznicowych. Niech zp = a < b = z1,2; = z¢ + t(z1 — x0) oraz
yr = f(ze) dla 0 < ¢t < 1. Wtedy jest nieréwnoscia: yo + t(y1 — vo) > yt,
czyli tyy, + (1 — t)yo = (t + 1 — t)y:. Réwnowaznie,

(v — yo) (1 —t) < t(yr — ye)- *
Zauwazmy, ze t = ﬁ oraz 1 —t = ii:i;, wiec mnozac stronami (*) przez

(z1 — o), a nastepnie dzielac przez (z; — xo)(z1 — 2¢) otrzymamy nieréwnosé
dla ilorazéw réznicowych:

yt_yogyl_yt. (2)
Tt — o Tl — Tt

Gdy f” > 0, to f’ jest niemalejaca, za$ z twierdzenia Lagrange’a istnieja s,r
takie, ze 0 < s <t <1 < 1 oraz = f'(zs), 222 = f'(r). Z zalozenia
f"” > 0 wynikaja zatem nieréwnosci oraz (T)), czyli wypukloé¢. Implikacje
w drugg strone mozna wykaza¢ pamietajac, ze pochodna jest granica ilorazéw
réznicowych, a stabe nieréwnoéci zachowuja sie przy przejéciu do granicy. Tu
poréwnywaé b(gEizi)em(y i)lorazy roznicowe na na ogdl roztacznych przedziatach,
fb1)—f(ax

b1—a1

czyli I, b, ==
wynika, ze,

oraz Iy, b, , gdzie a1 < by < az < by. Ale z nierownosci

Ia1,b1 < Ibl,a2 < Ia2,b2'

Przechodzgc teraz do granic przy b; — a;r wnioskujemy, ze f’ jest niemalejgca.

Ze wspomnianej monotonicznosci ilorazéw réznicowych mozna tatwo wy-
wnioskowaé, ze wartodci tych ilorazow sa wspdlnie ograniczone na przedzia-
tach o koncach a,b zawartych w dziedzinie («, ) funkcji wypuklej f, o ile
a+e<a<b<f—¢ aponewaz |f(b) — f(a)] = |b— aHWL wynika
stad ciggloéé¢ funkeji wypuklych w punktach wewnetrznych dziedziny.

Przy szukaniu ekstreméw warto pamietaé, ze funkcje wypukle osiagaja war-
tosci najwieksze na brzegu dziedziny (gdy jest ona odcinkiem domknietym-
to na jeddnym z jego koncéw). W przypadku funkcji wypuklej wielu zmien-
nych -czyli spelniajacych warunek — wartosci najwiekszej wystarczy szukaé
w tzw. punktach ekstremalnych dziedziny, ktére dla wieloScianu sa po prostu
jego wierzcholtkami.



19 Badanie przebiegu funkcji

Jedli mamy wzér zadajacy jakas funkcje, chcemy wywnioskowaé pewne jej wia-
snosci, okresli¢ jej ,punkty charakterystyczne” i (przynajmniej w pewnym przy-
blizeniu) naszkicowaé wykres. Przechodzac przez kolejne punkty ponizszej pro-
cedury bedziemy w stanie zgromadzi¢ (np. w formie tabelki) potrzebne w tym
celu dane. Kolejnoéé¢ postepowania jest nastepujaca:

e Okreslamy dziedzine D(f) badanej funkeji f;

e Jesli dziedzina jest symetryczna wzgledem zera, sprawdzamy, czy przy-
padkiem funkcja nie jest parzysta, badz nieparzysta;

e W przypadku, gdy do dziedziny naleza punkty z otoczenia jednostronne-
go danego punktu xg ¢ D(F'), badamy granice (lewo- / prawostronne) w
tym punkcie. Dotyczy to réwniez punktéow xg = +oo. Tym samym ba-
damy istnienie asymptot pionowych (={(z,y) € R?> : 2 = 29,y € R}) w
punktach xy € R oraz asymptot poziomych gdy zo = Foc;

o Jedli istnieje limy 400 @ = A € R, badamy, czy istnieje asymptota

ukos$na (o réwnaniu y = Az + B). Wtedy B = lim, 1 f(z) — Az. Po-
dobnie -w —oo. Nasz wykres bedzie nieograniczenie bliski linii asymptoty
w ,,poblizu xy”;

e Na ogdél funkcja jest ciagla na swej dziedzinie -w przeciwnym przypadku
okreslamy jej punkty nieciaglosci i ich charakter (skokowe/usuwalne/II
typu);

¢ Wyznaczamy miejsca zerowe (i znak funkcji w odpowiednich przedzia-
tach);

e Znajdujemy pochodna (podajac jej dziedzine i wzdr);

e Okreslamy miejsca zerowe pochodnej i jej znak, co na ogdt daje informacje
o ekstremach lokalnych funkcji i o jej przedzialach monotonicznoéci;

e Obliczamy druga pochodna (podajac jej dziedzine i wzdr);

e OkreSlamy, na jakich przedziatach funkcja jest wypukla (odp. wklesta),
znajdujac ewentualne punkty przegiecia tzn. takie, w ktorych zmienia sie
typ wypuklosci;

e Sporzadzamy tabelke, umieszczajac na jej ”poziomej osi” -czyli w pierw-
szym wierszu -punkty charakterystyczne. Sa to (zaczynajac od —oo, w
porzadku rosnacym) krance dziedziny, czy ogdélniej, punkty spoza dzie-
dziny, bedace kranicami przedziatéw tworzacych dziedzine, miejsca zerowe
funkcji i jej pochodnych: f/, f”. W kolejnych wierszach zamieszczamy
symbole +,—,0 odpowiadajace znakowi f, f’, f”/ W przypadku znaku
+ dla f’ mozemy zaznaczyé¢ uko$ng strzalke w prawo w gére -na da-
nym przedziale f rosnie; W analogicznej sytuacji dla drugiej pochodnej
-zaznaczamy, czy wypuklodé jest zwrdcona ku gorze (f” < 0, wklestosé
f), czy ku dolowi -rysujac (z uwzglednieniem monotonicznosci) kawatki
hukéw. One dadza juz przyblizony przebieg wykresu f; Uwzgledniajac na
osi wspomniane punkty charakterystyczne (i wartosci f w tych punktach),
rysujemy przyblizony wykres funkcji.

Przyklady podam na wykladzie. (Niestety, procedura ta bywa dosé pracochlon-
na, czasami warto skorzystaé¢ z programéw komputerowych tworzacych wykre-
sy. Najbardziej precyzyjny i rozbudowany program ”Mathematica” na stro-
nie internetowej http://functions.wolfram.com/ podaje wykresy setek funkcji,
ale jako funkeji zmiennej zespolonej, sa to wigc wykresy tréjwymiarowe (np.
rozdzielane na osobne wykresy czesci rzeczywistj i zespolonej), jednak mozna
jednak uzyskaé¢ tam réownez ich zawezenia do osi rzeczywiste;j.



19.1 Przyklady

Zbadamy przebieg funkcji danej dla z € R wzorem o(z) = 2|z|e1#+1.

Dziedzina jest R, funkcja jest ciagla -jako iloczyn funkeji ciaglych (ciaglosé
drugiego czynnika wynika z ciaglosci zlozenia funkcji ciaglych). Z wyjatkiem
jedynego miejsca zerowego dla x = 0 funkcja ma wartosci dodatnie. ¢ nie jest
ani nieparzysta ani parzysta -wystarczy uwzgledni¢ x = £1. Przy |z| — oo
mamy ¢(z) — 0 (np. dla x — +o0 jest p(x) = -2 — 0), co wyniknie np. z
Reguty de I’'Hospitala.

Obliczajac pochodna musimy osobno rozpatrywaé 3 przypadki w zaleznoéci
od znaku x i znaku x + 1. W kazdym z tych przypadkéw mamy pochodna
iloczynu i nalezy zastosowaé¢ wzor Leibniza. Poniewaz wykladnik jest réwny
—|e+ 1], czylix +1 dlaxz < —1 oraz —(x + 1) dla x > —1, za$ |z| = —x
dla z < 0, w przedzialach (—oco, —1), (—1,0) oraz (0, +00) mamy ¢'(x) réwne
odpowiednio

(=22 —2)e* ! x < —1;
)= (2z-2)e 7t —1<a<0;
(2—-2z)e =L x>0.

Punkty ”sklejenia” : czyli w naszym przypadku punkty z = —1, z = 0 nie naleza
do dziedziny ¢’. Faktycznie, aby np. ¢’'(—1) istniala, lewostronna granica ilo-
razéw réznicowych, czyli ”lewostronna pochodna” ¢’ (—1) powinna by¢ réwna
granicy prawostronnej, ', (—1). Liczac granice lewostronng uwzgledniamy war-
tosci dane pierwszym z 3 wzoréw, ktory okresla funkcje rézniczkowalng w oto-
czeniu —1 (a nawet w R), wiec ta pochodna lewostronna jest pochodna w punk-
cie -1 z funkeji —2xe®1, czyli wartoscia funkeji (—2x—2)e**! dlax = —1. Stad
¢’ (—1) = 0. Analogicznie, ¢/, (—1) = L (—2ze 1), = —4 # ¢_(-1).
Podobnie sprawdzamy, ze ¢’ (0) = —2e~! # ¢/ (0) = 2e~1.

Badamy znak ¢'(z). Czynnik e~ 17+ jest stale dodatni, wiec znak okresla
pierwszy czynnik i mamy ¢’ > 0 w zbiorze E = (—o0,—1) U (0,1), tam ¢
ro$nie na kazdym z tych 2 przedzialéw, za$ maleje w (—1,0) oraz w (1, +00).
(UWAGA: jedli jaki$ zbior E jest suma rozlacznych przedzialéw, to ze znaku
pochodnej nie wywnioskujemy monotonicznosci na calym zbiorze E - n.p mamy
¢'(=2) > ¢(3).)

Poniewaz w domknieciach tych przedziatéw ¢ jest ciagla, z Tw. Lagrange’a
wynika, ze w odpowiednich przedziatach domknietych jest tez silnie monoto-
niczna. Skoro ¢ rosnie na lewo od punktu —1, za$ maleje na prawo od niego (w
pewnym otoczeniu), to jest tam maksimum lokalne, p(—1) = 2. Drugi z punk-
tow " podejrzanych o ekstremum”, to punkt x = 0, w ktérym pochodna tez nie
istnieje. Poniewaz ¢(0) = 0 < ¢(t) Vix0, jest to warto$¢ najmniejsza badanej
funkcji. Poniewaz w punkcie z = 1 pochodna zmienia znak z dodatniego na
ujemny - jest tam maksimum lokalne, p(1) = 2 < ¢(—1) = 2, stad (i z faktu,
ze nie ma innych ekstreméw, za$ p(x) — 0 gdy |z| — oo)wynika, ze @ jest
warto$cia najwieksza ¢ w calej jej dziedzinie.

Druga pochodng liczymy w kazdym z 3 przedzialéw otwartych z osobna,
otrzymujac

(—2z —4)e*t 1z < -1
') =1¢ —(2z—4)e 1, —1<x<0;
(2x —4)e "1, x2>0.

Wynika stad, ze ¢ (x) = 0 dla z = £2 oraz ¢”(z) > 0 w przedzialach:
(=00, —2),(—1,0) oraz (2,00) (sa to przedzialy wypuklosci). Natomiast ¢ jest
wklesta w kazdym z 2 przedzialéw (—2,—1) oraz (0,2), gdzie ¢"(x) < 0. Ma-
my wiec b punkow charakterystycznych: —2,—1,0,1,2 ktére uwzglednimy w
pierwszym wierszu tabelki (dolaczymy tez +00). Tabelke i wykres (przyblizo-
ny) badanej funkeji naszkicowalem na osobnej kartce, ktéra dotaczam na koncu
pliku z tym wykladem.



20 Funkcje pierwotne, catka nieoznaczona

Rachunek catkowy jest jednym z podstawowych narzedzi dla zastosowan matematyki.
Jego geneza (w pracach Barrowa, Newtona i Leibniza)
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Barrow/ ,
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk /Biographies/Newton.html EL
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk /Biographies/Leibniz.html )

zwigzana byla z tworzeniem opisu ilosciowego zjawisk fizycznych. Na przyktad, z
rozwiazywaniem réwnan opisujacych ruch. Badania zwigzane z rozwojem rachunku
catkowego dostarczaly przelomowych odkryé w matematyce i ich zastosowan przez
niemal 400 lat. Zanim przejdziemy do ciekawych z praktycznego punktu widzenia za-
gadnien (caltka oznaczona, miara), poznamy podstawowe pojecia umozliwiajace znaj-
dywanie takich catek -a mianowicie pojecie funkcji pierwotnej i catki nieoznaczone;j.

Definicja. Funkcje F' : D — R nazwiemy funkcja pierwotna dla funkcji f w
zbiorze D C D(f), jesli F' ma w kazdym punkcie zbioru D pochodng oraz

F'(z) = f(x) VxeD. (3)

Calka nieoznaczong z funkcji f nazywamy zbior wszystkich funkcji pierwotnych
(okreslonych na naturalnej dziedzinie funkeji f), oznaczany symbolem

[ sy

Jedli f ma w przedziale D funkcje pierwotna, to (jako pochodna tej funk-
¢ji) musi ona spelnia¢ pewne warunki -na przyklad osiagaé¢ wszystkie wartosci
posrednie (Tw. Darboux), wiec nie kazda funkcja moze mieé funkcje pierwot-
na. Jako ¢wiczenie proponuje bezposrednio sprawdzi¢, ze funkcja, réwna -1 dla
x < 0 oraz +1 dla « > 0 nie ma funkcji pierwotnej w zadnym otoczeniu zera.
Tym niemniej, wkrétce zobaczymy, ze kazda funkcja ciggla na przedziale ma
w tym przedziale pierwotna.

Twierdzenie 2 (i) Gdy F jest funkcjq pierwotng dla f, za$ C- dowolng
stalg, to F' 4 C' tez jest funkcjq pierwotng dla f.
(i) Na odwrdt, gdy F oraz G sq funkcjami pierwotnymi dla tej samej funkcji
w zbiorze D, to ich réznica jest stala na kazdym przedziale zawartym w tym
zbiorze D. (Mowimy wowczas, ze F'— G jest lokalnie stata w zbiorze D.)

Zazwycza]j teze (i) wypowiadamy: ,funkcje pierwotne dla danej funkcji réz-
nig sie o stalg”. Dla funkcji ® = F — G stosujemy wzor na pochodng réznicy,
stad (F— @)’ = 0. Ale nalezy pamigtaé, ze z zerowania sie¢ pochodnej funkcji ®
wynika jej stalo$é jedynie na przedziatach (tw. Lagrange’a). Na przyklad, dla
funkeji signum pierwotnymi w zbiorze R \ {0} sa zaréwno funkcje F'(z) = |z|,
jak 1 G(z) = |z|+sgn(z) -rézniace sie wlasnie o sgn(x). Gdy F spelnia warunek
(13), uzywamy zapisu

/f(a:)dx:F(m)—i—C’,

gdzie C' nazywana ,stala calkowania” oznacza zbiér wszystkich mozliwych sta-
lych (a $cidlej, funkcji lokalnie stalych) na dziedzinie f. W dalszym ciagu sto-
wo ,lokalnie” opuszczamy, pamietajac, jak nalezy rozumie¢ state w przypadku
dziedziny bedacej np. sumg pewnej ilosci przedzialéw otwartych parami roz-
tacznych.

IEpidemia jednej z najgrozniejszych choréb miata, co moze zaskakiwaé, istotny, pozytywny
wplyw na prace nankowa Newtona. Przytocze tu jeden cytat z tej strony www: ” Despite
some evidence that his progress had not been particularly good, Newton was elected a scholar
on 28 April 1664 and received his bachelor’s degree in April 1665. It would appear that his
scientific genius had still not emerged, but it did so suddenly when the plague closed the
University in the summer of 1665 and he had to return to Lincolnshire. There, in a period
of less than two years, while Newton was still under 25 years old, he began revolutionary
advances in mathematics, optics, physics, and astronomy.”



Zauwazmy na wstepie bardzo wazng wlasnosé, ktéra mozemy okredli¢ jako
Liniowo$¢ calki nieoznaczonej:

Jt@+g@nis= [ f@ydt [g@dn, [aj@=a [ 1@

Sa to bezposrednie wnioski z liniowosci catki. Tu « oznacza stata i odpowied-
nia réwno$¢ moéwi, ze ,stalg mozna wylgczyé przed znak catki”. Nalezy tylko
podkresli¢, ze suma calek rozumiana jest jako suma algebraiczna 2 zbioréw,

A+B:={a+b:ac Abe B}

-tym razem sa to zbiory funkcji, za$§ dla A = {F 4+ C; : C, —stala}, B =
{G + Cs : Cy —stala}, mozemy (traktujac Cy + Cs jako nowa stala) zapisaé
w tym przypadku A+ B = {F + G + C : C —stala}. Aby nadaé¢ dzialaniom
dodawania i mnozenia przez stala precyzyjny sens, mozna odwotaé sie do po-
jecia przestrzeni ilorazowej (zbioru klas abstrakeji wzgledem relacji réwnosci
funkcji z doktadnoscia do skladnika stalego). Jesli wyjdziemy od przestrzeni
(wektorowej) funkeji rézniczkowalnych w przedziale D, otrzymamy strukture
przestrzeni wektorowej na zbiorze wspomnianych klas abstrakcji. Na szczescie,
nie bedziemy musieli korzystaé¢ z tak zaawansowanych pojeé, ograniczymy sie
do formalnych dzialan na statych.

Naszym punktem wyjscia bedzie znajomo$¢ podstawowych 9 pochodnych z
funkcji elementarnych, ktére (po ewentualnym wykorzystaniu liniowosci) pro-
wadza do listy podstawowych catek :

1
/tﬁdt: gt Gy GER\ (1) /t*ldt — |t +C,

/a””das: 1aa+C, gdy a € (0,1) U (1, +00),

n

/sinxdmz—cosx—&—C, /cosxdmzsinx—l—C’,

1
x = arcsinz + C, / 1522 dx = arctgx + C,
x

=t

1 1
/ s—dr =tgz +C, / —— dz = —ctgz + C.
cos? sin® z

Do dyspozycji mamy ponadto dwa wzory wynikajace bezposrednio z zasad
rézniczkowania iloczynu (pozypomnijmy, (FG) = F'G + FG') oraz funkcji
zlozonej: % (p(x)) = F'(o(x))¢'(x). Sa to nastepujace zasady:

Twierdzenie 3 ZASADA CALKOWANIA PRZEZ CZESCI:

/ F'(2)G(z) dz = F(z)G(z) — / F(z)G' (z) dz

Twierdzenie 4 ZASADA CALKOWANIA PRZEZ PODSTAWIENIE:

/ F(6(@)' (x) de = F(o(x) + C, gdzie F(y)+C = / f() d.

Z pierwszej zasady korzystamy, gdy pod calka mamy iloczyn dwu funkcji,
powiedzmy wu(z)g(z) takich, ze po pierwsze potrafimy znalezé catke F(x) =
Ju(x)dz, a po drugie, bedziemy w stanie znalezé (lub dalej przeksztalcié)
catke z iloczynu F(x)g'(x).

Na przyklad, w calce [ ze® dz mozemy z latwoscia znalezé calki z czynni-
kéw: [e® = e+ C, [zdx = 32?4+ C. Ktéra z tych calek powinniSmy przyjaé
jako F'? Sprébujmy na 2 sposoby: F'(z) = €*,G(z) = z, to calkujac przez
czeScl, mamy [ze®dr = ze® — [ F(2)G'(x)dx = ze® — e*, gdyz G'(z) = 1.
Drugi sposéb bedzie mniej skuteczny -przyjmujac F'(z) = z,G(z) = €* ma-
my [ze®dx = FG — [FG'dz = jxe” — [ 12%e¢” -zupelna porazka, gdyz
wykladnik potegi x zwigksza si¢ o 1.
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