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1.1 Podstawowe oznaczenia

Zbiory liczb: N (naturalnych, bez zera), Z (calkowitych), Z (calkowitych
nieujemnych), Q (wymiernych), R (rzeczywistych), C (zespolonych)

Symbole logiki matematycznej: Zdania logiczne oznaczane literami (ty-
pu p, q, 1, &, b) -to wyrazenia, ktérym przypisa¢ mozna jedna z wartosci lo-
gicznych: prawda ( =warto$¢ 1, oznaczana tu przez litere v -np. v(p) = 1) lub
falsz (wartosé 0). Zdania laczymy spdjnikami logicznymi, tworzac nowe zdania
o nastepujacej wartosci:

e negacja: —p, lub ~ p [warto$é przeciwna: v(—p) = 1 — v(p)]

e alternatywa: p V ¢, gdzie v(p V q) = max(v(p), v(q))

e koniunkcja: p A ¢, gdzie v(p A ¢) = min(v(p),v(q)) = v(p) - v(q)

e implikacja: p = ¢, gdzie v(p = ¢) = max(1l — v(p),v(q))

e réwnowaznosé p < q, [ v(p < ¢q) = 1 dokladnie wtedy, gdy v(p) = v(q)].

Tautologia, to zdanie ztozone prawdziwe przy dowolnych wartoéciach logicz-
nych wystepujacych w nim ”symboli zdan” -np. v(pV (~ p)) = 1 zaréwno przy
v(p) =0, jak i wtedy, gdy v(p) = 1.Wiec p V (~ p) jest tautologia (zwana pra-
wem wylgczonego Srodka). Gdy wysepuja 2 symbole: p,q, sprawdzi¢ musimy 4
mozliwe uktady wartosci logicznych: pary (v(p), v(q)) moga by¢ réwne jednej z
par: (1,1), (1,0), (0,1), (0,0). Dla 3 symboli bedzie 23 = 8 mozliwych ewaluacji
tréjek p, ¢, do sprawdzenia (uzywamy tabelek). Wazne przyklady tautologii



znadziecie Panstwo w wigkszosci zbioréw zadan. Przykladowo, zachodzi naste-
pujaca “rozdzielnosé alternatywy wzgledem koniunkcji”:

[(p1VD2) Nl = [(P1 A q) V(P2 A q)].

Mamy tez “rozdzielno$é¢ koniunkcji wzgl. alternatywy”:

[(pr Ap2) Vgl < [(p1Va) A (p2Vq)

Wyrazenia zawierajace zmienne (litery typu n,m,z,y,...), ktére po wsta-
wieniu za nie konkretnych obiektéw danej torii (np. liczb, punktéw, zbioréw)
staja sie zdaniami -nazwiemy funkcjami zdaniowymsi, badz formami zdanio-
wymi. Formy zdaniowe moga by¢ poprzedzone kwantyfikatorami odnoszacymi
sie do danej zmiennej z formy -opisanej jako symbol pod kwantyfikatorem.
Zmienna z formy zdaniowej zostaje "zwiazana” przez dany kwantyfikator i je-
§li jest to jedyna zmienna- otrzymujemy zdanie. Sa 2 kwantyfikatory: ogdlny
(dla kazdego”) -oznaczany V oraz szczegélowy (“istnieje”), ozn. 3. Tak wiec
zdanie V¥, 22 + 1 > 0, jedli dotyczy liczb rzeczywistych, jest prawdziwe. Ale
kto poznal liczby zespolone wie, ze dla nich juz istnieja takie x, dla ktérych
22 = —4 -zdanie przestaje byé prawdziwe. Kwantyfikator V traktowany jest ja-
ko “domy$lny” i w zapisie czesto jest opuszczany. Podobnie, zamaiast symbolu
koniunkcji, zazwyczaj w zapisie wstawia sie przecinek, alternatywe opisuje sie
stowem “lub”. Kwantyfikator 3, zastepujemy slowami typu: “dla pewnego x”.

Wygodnie jest zdefiniowaé¢ ”kwantyfikatory z ograniczonym zakresem”

np. Veen © > %, lub 3,0 4% = % Definiowaé je mozna przez réwnowazno-
Sci:

Va@) B(z) < Vi [A(z) = B(z)],

Ja@) B(z) & 3[A(z) A B(z)].

Zadanie 1. Sprawdzié, ze tautologiami sa nastepujace zdania:
~ (~p) & p (“zasada podwdjnej negacji”)
(p=q) = (~pVyg)
[~ (pVq)] < (~pA~q) (“prawo de Morgana”)
(p=q) < (~qg=~p) (“zasada kontrapozycji”)
[(p1 Vp2) = gl < [(p1 = ¢) A (p2 = q)]
[(p172) = g & [(p1 = @) V (p2 = q)]
= (@Vae)]ep=aqa)V=q¢)

Wyrazenie z kwantyfikatorem V,(,y B(x) jest prawdziwe, gdy dowolny x
spelniajacy warunek A(x) spelnia tez warunek B(z) -np. Vy~1 t? > t (dla kazdej
liczby rzeczywistej t takiej, ze t > 1 mamy t? > t. Wyrazenie z kwantyfikatorem
3. bedzie prawdziwe, gdy znajdzie si¢ przynajmniej jeden z spelniajacy waru-
nek poprzedzony tym kwantyfikatorem. Mamy nastepujace prawa de Morgana
dla kwantyfikatorow:

~ Ve P(z)] & 3o [~ P(2)],  ~[F3. Q)] & Va[~ Qa)].

Dla konstrukcji kreséw gérnych istotna bedzie nastepujaca regula:
[(B2P(z)) = Q] & Vo (P(2) = Q)). (1)
Zadanie 2. Przy uzyciu poznanych wczesniej regut sprawdzi¢, czemu
jest réwnowazna negacja kwantyfikatora 34,y B(z).

Dla form zdaniowych, w ktérych zmienna jest liczba naturalna n obowiazuje
zasada indukcji matematyczney:

(P(1) A[P(n) = P(n+1)]) = Vyen P(n).



Zadanie 3. Stosujac te zasade wykazac nastepujace tezy:
12192 42 = nEDCREL

B4+28 4. . 4+nd3= (@ 2,

Vos—1 (1+2)" > 14 nx (“nieréwnosé Bernoulli’ego”),

[a; >0(Vj=1,. . n)ANaraz-...-ap=1=a1+as+... +a, > n,
VnenVeer |sin(nz)| < n|sinz|,

Dla dowolnej liczby naturalnej n liczba 13™ — 1 jest podzielna przez 6,
Liczba wszystkich podzbioréw zbioru n-elementowego wynosi 2™.

1.2 Zbiory

W teorii mnogosci przyjmuje sie, ze pojecia: zbioru, nalezenia elementu do
zbioru (typu a € A) -sa to pojecia pierwotne. Negacje warunku a € A zapi-
sujemy symbolem a ¢ A. Wyrézniamy zbiér pusty, oznaczany symbolem §,
do ktérego zaden element nie nalezy, zbiér jednoelementowy, ktorego jedynym
elementem jest a oznaczamy symbolem {a}. Zbidr, do ktérego naleza jedynie
elementy aq,...,a, zapisujemy jako {ai,...,a,}. Jeden z aksjomatéw méwi,
ze dwa dane zbiory (powiedzmy A i B) sg réwne wtedy i tylko wtedy, gdy
maja takie same elementy, czyli gdy zachodzi réwnowazno$é¢ x € A < = € B.
W szezegdlnodcei, dla zbioréw dwuelementowych jest {a,b} = {b,a}. Ponadto
{0} # 0. Mowimy, ze zbidr B jest podzbiorem zbioru A, co zapisujemy symbo-
lem B C A, lub czasem A D B, jedli zachodzi implikacja z € B = = € A, czyli
gdy Vyep x € A.

Jesli E jest zbiorem, za$ P(x) jest forma zdaniowa okreslona dla dowolnych
elementéw x ze zbioru E, to zbiorem jest tez ogoét tych x bedacych elementami
zbioru E, dla ktérych zdanie P(x) jest prawdziwe. Taki zbidr “wyrdzniony
przez forme P(-) zapisujemy w postaci {x € E : P(x)}. Na przyklad, przedzial
domkniety [1, 5] na osi liczbowej R, to zbiér {x e R:x < 5Ax > 1}.

Nie istnieje zbiér 2 wszystkich zbioréw, wéwczas zbiorem powinien byé
M ={FE € Q: FE ¢ E} dla ktérego, whrew zasadzie wylaczonego érodka, kazda
z (jedynych) dwu mozliwosci: M € M oraz M ¢ M prowadzi do sprzecznosci!
(Paradoks ten odkryty zostal przez B. Russela na poczatku XX wieku.)

Ta trudnoé¢ powoduje potrzebe zakladania w formie aksjomatéw istnie-
nia pewnych zbioréw wyniklych z operacji (np. sumy mnogos$ciowej) na pew-
nych zbiorach (lub na rodzinach zbioréw, tzn. na zbiorach, ktérych elementami
sa pewne inne zbiory). Przykladem jest operacja tworzenia zbioru potegowe-
go (ozn. 2F, lub P(E)), ktérego (jedynymi) elementami sa wszystkie mozliwe
podzbiory zbioru F.

Mozemy zdefiniowaé przecigcie (cze$é¢ wspdlna) zbioréw A i B jako zbidr
ANB={zx € A: x € B}. Gdy A, sa zbiorami dla n € N, to uogélnionym
iloczynem tych zbioréw nazywamy zbiér ),y An, ozn. tez ()~ A, zdefinio-
wany jako {x € Ay : Vpenx € An}. W tej definicji wyrdzniliémy go jako pewien
podzbidér w zbiorze Aq, ale mogliémy réwnie dobrze uzy¢ innego ze zbioréw A,,.
Gorzej jest z definicja sumy mnogosciowej -nie mamy na ogoét zbioru, w kté-
rym to si¢ zawiera i trzeba zagwarantowaé aksjomatem istnienie zbioru (np.
E =, ey An takiego, ze € E < (Jrenz € Ey)). Gdy wszystkie zbiory E,
zawarte sa w pewnym zbiorze (np, w zbiorze R), nie musimy uzywaé aksjomatu
-bo wéwczas nasz E jest zbiorem {z € R: 3,y € Ay}

Przyklad Wyznaczmy sume ciagu przedzialéow domknigtych
D, = [1,2— 1] Niech B = J;~; Dy, Jeli z € B, to dla pewnego ”wskaznika”
méNjestxeDm,czyli% <x<2—%.8t@d0<x<21wtakim
razie B C (0,2). Wykazemy, ze faktycznie zbiér B jest réwny przedziatowi
otwartemu (0,2). Wystarczy sprawdzi¢ zawieranie sie tego przedzialu w B,
czyli wykazaé, ze dla kazdej (dowolnie ustalonej) liczby y € (0, 2) istnieje takie
k € N, ze y € Dy. Poniewaz w szczegdlnoéci mamy y > 0, liczba odwrotna:
% jest skoniczona i istnieja liczby naturalne k; spelniajace warunek % < k.

Wynika stad, ze % < y. Podobnie, istnieja liczby ko wigksze od odwrotnosci
liczby (dodatniej) 2 — y i dla nich k% < 2-—y, zas 2 — é >2—-(2—y) =uy.



Jedli rownoczes$nie mamy k > ki oraz k > ko -a takie k € N istnieja, np.
k = max{ki, ka}, to w szczegdlnosci y € [%,2 — %} = Dy. Skoro znalezli§my
takie k € N, ze y € Dy, to w my$l definicji sumy, mamy y € |J,, Di, co bylo do
okazania.

Najbardziej ogdlna definicja sumy mnogos$ciowej dotyczy sumy dla rodzi-
ny zbioréw, czyli takiego zbioru A, ktérego wszystkie elementy sa zbiorami.
Moéwimy mianowicie, ze zbiér (nazwijmy go litera B) jest sumg rodziny A, co
oznaczamy symbolem B = | J A, jezeli spelniony jest warunek:

Na przyktad, dowolny zbiér A jest suma wszystkich jego podzbioréw jedno-
elementowych: A = (J{{z} : x € A}. Zauwazmy, ze z reguly (1]} dla kwantyfika-
torow wynika nastepujace kryterium zawierania sumy mnogosciowej dowolnej
rodziny zbioréw A przez zadany zbiér E:

(JACE)® (YxeaX CE, (2)

czyli | J A jest najmniejszym spoéréd zbioréw E zawierajacych wszystkie ele-
menty tej rodziny zbioréw. Definiujemy tez réznice mnogosciowq: B\ A = {z €
B : x ¢ A} dla pary zbioréw. Definiujemy pare uparzedkowang (a;b) -gdzie
element a nazywamy poprzednikiem, za$ b -nastepnikiem tej pary, wzorem

(a;0) = {{a}, {a, b}}.

W wigkszosci podrecznikéw oznacza sie taka pare symbolem (a,b), ja zamiast
przecinka wstawiam Srednik, by odrézni¢ ten obiekt od przedziatu otwartego
o konicach a oraz b. W odréznieniu od par nieuporzadkowanych, czyli zbioréw
{a,b} -tu porzadek odgrywa role i (a;b) = (¢;d) < [a = ¢ Ab = d]. Iloczyn
kartezjanski zbioréw A oraz B, oznaczany A X B, to zbiér wszystkich mozliwych
par (a;b), gdzie a € A,b € B.

1.3 relacje, odwzorowania, funkcje

Relacjg (binarna, czyli dwuargumentowa) miedzy elementami zbioréw A, B na-
zywamy dowolny podzbiér R iloczynu kartezjanskiego A x B. Méwimy, ze re-
lacja R jest zwrotna, gdy A = B oraz V.ca(a;a) € R}. R jest przechodnia,
gdy

[(a;0) € RA (b;c) € Rl = (a;¢) € R.
Zamiast (a;b) € R piszemy na og6! aRb. Relacje nazwiemy symetryczng, gdy
aRb = bRa. Reklacja jest antysymetryczna, gdy [aRb A bRa] = a = b.

Relacje réznowaznosci, to relacje, ktére réwnoczesnie sa zwrotne, syme-
tryczne i przechodnie. Natomiast relacje zwrotne, przechodnie i antysymetrycz-
ne nazywamy relacjami (czeSciowego) porzqdku.

Odwzorowaniem (a w przypadku Y C R funkcjg) o dziedzinie D, gdzie
D C X i o wartos$ciach w zbiorze Y nazywamy taka relacje f C X x Y, dla
ktorej (z;y1) € RA (z592) € R = y1 = y2 (relacja jednoznaczna), przy czym
D={z e X :3Jy €Y : (x;y) € f}. Zamiast (z;y) € [ piszemy wowczas
y = f(x) oraz f : D — Y. Definiujemy obraz zbioru E C X przez te funkcje
jako zbiér f[E] ={y €Y :3x € E: y = f(x)}. Zbidér ten mozna tez zapisaé
(nieco mniej formalnie) jako {f(x) : © € E}. Przeciwobraz zbioru B C Y
oznaczany jako f~![B] definiujemy jako {x € D : f(x) € B}.

Odwzorowanie f : X — Y nazwiemy odwzorowaniem réznowarto$ciowym
lub injekejq, gdy zachodzi implikacja: [a € X Ab€ X A f(b) = f(a)] = b=a.
Odwzorowaniem na zbidr Y lub surjekcjg nazwiemy f, jeSli f[X] =Y, czyli
gdy VyeyIeex f(z) =y. Bijekcja. to injekcja, ktdra jest zarazem surjekeja.

Zlozeniem odwzorowan f : X — Y oraz g : Y — Z nazwiemy odwzoro-
wanie h : X — Z oznaczane symbolem g o f, ktérego wartosci okresla wzor:
h(z) = g(f(z)). Jak tatwo sie domys$leé, g nazywamy funkcja zewnetrzna (od-
wzorowaniem zewnetrznym) tego zlozenia, za$ f - odwzorowaniem wewnetrz-
nym. Gdy f nie jest okreSlona na calym zbiorze X, tylko na dziedzinie D(f),



za$ g -na dziedzinie D(G), to powyzszy wzér na zlozenie okresla odwzorowa-
nie o dziedzinie réwnej D(f) N f~1[D(g)]. (Ostatni zbiér jest réwny zbiorowi
f1D(9)].)

Zadanie 4. Sprawdzi¢, ze dla obrazéw mamy relacje:
fIAUB] = flAJUf[B],  fl[AnB]C flA]n f[B],

przy czym ostatnia inkluzja jest rownoscia dla dowolnych zbioréw A, B C X
jedynie w przypadku injekcji. Dla przeciwobrazéw mamy juz réwnosci f~1[AN
B] = f~[A]n f~![B] i analogiczng -gdy zamieni¢ po obu stronach znak N na
symbol sumy: U. Ponadto f[f![A]] C A oraz B C f~![f[B]]. Ktéra z ostatnich
inkluzji staje si¢ réwnoscia w przypadku injekcji, a ktéra dla surjekeji?

Sposobem na ominigcie probleméw zwiazanych z nieinjektywnoscia jest przej-
Scie od odwzorowania f : X — Y do jego zawezenia (restrykcji) f|p do danego
podzbioru E zbioru X (czyli takiego zbioru, ze E C X). Jest to odwzorowanie
okreslone takim samym wzorem, lecz z dziedzing ” okrojona do E”. Innymi sto-
wy, definiujemy f|g : E — Y wzorem f|g(z) = f(z) dla € E. Na przyklad,
restrykcja funkcji sinus do przedzialu E = [~ 7, 7] jest injekcja i zaden wigkszy
przedzial nie ma juz takiej wtasnosci.

Gdy f: X — Y jest odwzorowaniem réznowartosciowym, na zbiorze f[X]
mozemy okreslié odwzorowanie odwrotne f~!. Jest to jedyne odwzorowanie g
o dziedzinie réwnej f[X] i takie, ze

Veex 9(f(x)) =2 oraz V,crix) f(9(y)) = v

Na przyklad, dla funkcji f = sin |[_§7%] jej funkcje odwrotna oznaczamy
symbolem arcsin. Jest to funkcja okre$lona na przedziale [—1, 1] o wartosciach
w przedziale [-%, Z]. Dla funkcji A : R — R okreslonej wzorem h(t) = t*,
gdzie k € N injektywnos¢ mamy jedynie w przypadku k nieparzystych, zas
dla k parzystych maksymalnym podzbiorem dziedziny, na ktérym restrykcja
hlg jest injektywna bedzie E = [0,+00) = R, za$ funkcja odwrotna do tej
restrykcji jest funkcja ”pierwiastek stopnia k”, czyli (hlj 400)) " (y) = ¢y dla
y € [0,+00). Przykladem funkcji, ktéra jest réwna funkcji do niej odwrotnej
jest funkcja okreslona wzorem ¢(t) = + dla t € R\ {0}.

Zadanie 5. Wyznaczy¢ funkcje odwrotne dla funkcji: L okreslonej wzo-

rem L(t) = at + b oraz dla funkeji u(t) = gttjr'db, jesli a, c # 0 oraz ad — bc # 0.

Odwzorowanie o dziedzinie D, przyjmujace wartosci f(x) w zbiorze Y wy-
godnie jest zapisywaé w postaci:

DicX3z— f(z)eY lub D>z — f(z) €Y. (3)

W takim zapisie najczesciej w miejscu f(x) znajduje sie jaki§ wzér. Podanie
samego wzoru (najczesciej liczbowego) jeszcze nie okresla funkeji, bo nie jest
podana dziedzina. Domyg$lnie mozemy wéwczas jednak przyjmowaé, ze dziedzi-
na jest maksymalna w przypadku D C R. Na przyktad, dziedzina maksymalna
(méwimy tez ,dziedzing naturalng”) dla g(z) = v/sinz jest suma mnogosciowa
Urez 2k, (2k 4 1)), gdyz jedynie w punktach tego zbioru funkcja sinus jest
nieujemna, za$ dziedzing naturalna funkeji /z jest Ry = [0, +00).

1.4 Funkcje odwrotne
Jesli R C X x Y jest relacja, to zbiér R~! zdefiniowany jako

{(y;2) : (25y) € R}

jest zawarty w Y x X, jest to wiec relacja. Nazywamy R~! relacjg odwrotng do
relacji R. Relacja odwrotna do odwzorowania —czyli do relacji jednoznacznej
— na ogol nie jest jednoznaczna. Wida¢ to na przykladzie funkcji potegowej



o wyktadniku parzystym -w najprostszym przypadku -kwadratowej f : R —
R, f(t) =t W tym przypadku f~' = {(t; V1) : t > 0} U {(t; —V/t) : t > 0}.

Préba usuniecia tej trudnosci prowadzi w naturalny sposéb do pojecia re-
strykcji (zawezenia) odwzorowania do zbioru E C D, oznaczanej symbolem
f|E- Dziedzina tej restrykeji jest zbior E, jej wartosci w punktach tego zbioru
sg takie, jak wartosci odwzorowania f Tak wiec dla odwzorowania postaci
definiujemy f|g: E — Y okreSlajac f|g(z) = f(z) dlax € E.

Relacja odwrotna do funkcji f|g bedzie funkcja (relacja jedno-
znaczng) wtedy i tylko wtedy, gdy f bedzie réznowartoSciowa na
zbiorze E, czyli gdy f|r bedzie injekcja. Funkcje: {/(z) (gdy k = 2n jest
parzyste), arcsin i inne funkcje cyklometryczne definiujemy jako odwrotne do
restrykeji funkeji potegowej (odp. do restrykeji funkcji trygonometrycznych).

Dziedzina funkcji odwrotnej typu (f|g)~! jest obraz: f[E] zbioru E, czyli
zbiér wszystkich wartosci przyjmowanych przez f na zbiorze E. Scisty dowéd
tego, ze dziedzing funkcji pierwiastkowej wa) jest cala pétos nieujemna R,
dziedzina funkcji arcsin = (sin \[,%)g])_l jest przedzial [—1,1] itp. jest dosé
trudne i dowodu nie podamy na wyktadzie, znajdzie si¢ on w notatkach uzu-
pelniajacych (zostanie umieszczony pézZniej, w dalszej czesci tego pliku) i nie
bedzie Panstwa obowiazywal. Poniewaz, jak wspominalem, jedna z podsta-
wowych zasad w matematyce jest sprawdzanie, czy rzeczywiscie dany obiekt
istnieje, zachecam do przesledzenia tych notatek.

1.5 OsS liczbowa

Zanim przystapimy do opisu funkcji zmiennej rzeczywistej, podamy podstawo-
we wlasnosci zbioru liczb rzeczywistych.

Za znane przyjmujemy wlasnosci zbioru Q liczb wymiernych odnoszace sie
do dziatan dodawania, mnozenia oraz brania liczby odwrotnej zapisywanej jako
t=! lub %, dlat € Q\ {0}. (Przypomnijmy na przyktad, ze dla ulamkéw ¢ =

%,s: L gdzien,m €N, k,l € Z mamy t + s = %

pon ,zast = s < km = In,
t<s< km <lIn.) Gdy t # s, to zachodzi doktadnie jedna z dwu mozliwosci
(tzw. dychotomia): albo jest ¢ < s, albo tez s < t.

Liczbie wymiernej ¢ mozna przyporzadkowaé zbiér t* = (—oo,t) N Q. Od-
wzorowanie to bedzie réznowartosdciowe (=latwe éwiczenie), przy czym s < t <
st Ctr.

W pewnym sensie w zbiorze t* mozna ”zakodowac” wszystkie informacje o
liczbie wymiernej t. Ta droga poszedl matematyk niemiecki, Richard Dedekind
(1831-1916). Zdefiniowal on zbidr liczb rzeczywistych jako zbiér tzw. przekro-
jow zbioru Q. Definicja ta odzwierciedla wlasnosci wyzej okreSlonych zbioréw
t* (beda one nazywane przekrojami wymiernyma).

Definicja 1 Zbior A C Q nazywamy przekrojem, gdy:
1.0A£AANA#Q,

2. A nie zawiera elementu najwickszego,
3. Vseq t€ AN <) = s€ A

(Niektérzy jako przekrdj definiuja pare zbioréw A, B C Q, gdzie B = Q\ A.
Jest to tzw.  klasa gérna”). Zamiast warunku 3. zaklada sie, ze

(0deANBEB)=a<f oraz AUB=Q.

Przekroj nazywa sie wymiernym, gdy klasa gérna zawiera element najmniejszy
(powiedzmy, t -wéwczas wykazuje sie, ze musi by¢ juz A = t*).

Pozostate przekroje wyznaczaja liczby niewymierne. Mozna wyobrazi¢ so-
bie, jak stabo widoczny z daleka jest ludzki wlos. Jednak przedziatek na ucze-
sanej glowie juz wida¢ wyraznie. Przekroje Dedekinda sa wlaénie takimi ,,prze-
dziatkami” na zbiorze liczb wymiernych. Dla przyktadu, przekrojem wyznacza-
jacym liczbe niewymierna v/2 jest {t € Q : t < 0V t? < 2} Klasa gérna jest tu
{teQ:t>0At2>2}.



Mozna to ujaé jeszcze inaczej: aby wyznaczy¢ doktadnie liczbe rzeczywista
x wystarczy okresli¢, ktére liczby wymierne sa od niej mniejsze (zbiér takich
liczb a € Q, @ < z, to bedzie klasa dolna), a ktére liczby 5 € Q sa wieksze (dla
niewymiernych = te ostatnie tworza cala klase gérna odpowiadajaca liczbie z).
Liczby rzeczywiste niewymierne zapisane w ukladzie dziesietnym (dokladniej
oméwimy to pdzniej) wymagaja uzycia nieskonczenie wielu cyfr znaczacych
(r6znych od zera) po przecinku. Zapisujac liczbe w ukladzie dziesietnym musi-
my jednak pominaé cyfry po przecinku od pewnego miejsca, zalezy to od wy-
maganego poziomu dokladnosci. Wowczas podamy pewne przyblizenie takiej
liczby z niedomiarem, tym lepsze, ile cyfr po przecinku uwzglednimy. Czasami,
jak w przypadku slynnej liczby m wyrazajacej stosunek obwodu okregu do jego
Srednicy, duza dokladnos¢ wiaze si¢ z checia ustanowienia rekordéw sprawnosci
obliczeniowe]j i cierpliwoéci. Poniewaz liczbe mozna z dowolnie duza doktadno-
Scig przyblizaé przez takie liczby «a, ktére maja jedynie skonczenie wiele cyfr
po przecinku w rozwinieciu dziesietnym (tzn. Jpen 10Fa € Z), moglibyémy
konstruowaé przekroje ograniczajac sie do liczb wymiernych ”o mianownikach
typu 10¥”, czyli ”dziesietnie wymiernych”. Klase dolna przekroju moglibyémy
zastapié przez jej podzbidr zlozony z kolejnych przyblizen dziesietnych dla x,
uwzgledniajacych coraz dalsze liczny po przecinku, ale taka konstrukcja nie jest
zbyt wygodna dla celéw przedstawionych ponizej, gdzie jednak liczby traktu-
jemy jako "pelne” przekroje (dokladniej, klasy dolne).

W zbiorze R wszystkich tak zdefiniowanych liczb rzeczywistych nieréwnosé
A < B definiujemy przez warunek

A<B& ACB.

Dzialanie dodawania okreslamy wzorem A+ B = {a+ 3 : a € A,8 € B}.
Stosunkowo latwo zauwazy¢, ze dla t, s € Q mamy s* +t* = (s+t)*. Podobnie
definiujemy iloczyn (na przyktad -w przypadku A > 0*, B > 0* przyjmujac
AB={af:a€ ANa>0,0€ BAS>0}U0*.)

Nalezy zdefiniowaé tez liczbe przciwng: —A do liczby rzeczywistej A. W
przypadku niewymiernym jest to przekréj {—s : s € Q\ A}, w przypadku
wymiernym trzeba usunaé z tego zbioru jeszcze element najwiekszy. (Mozna
podaé nieco inna jednolita definicje przekroju —A). W ten sposéb zdefinio-
wane, dzialania te sa zgodne ze wczesniej poznanymi dzialaniami na liczbach
wymiernych.

Relacja porzadku w R jest liniowa, tzn. zachodzi dychotomia: albo A < B,
albo B < A.

Q jest podzbiorem gestym w R, tzn. a,b € R,a < b= J,cqga <r <b.

Podstawowa wlasnosé (=ciaglosé) zbioru liczb rzeczywistych, ktora jest w
zasadzie gtéwnym celem konstrukcji Dedekinda poznamy w nastepnym pod-
rozdziale.

1.6 Ograniczenia i kresy, cigglosé osi liczbowej

Ustalmy niepusty podzbiér E zawarty w osi liczbowej R. Méwimy, ze licz-
ba T € R jest ograniczeniem gérnym (lub: majorantg) dla zbioru FE, gdy
Veepa < T. Wowczas kazda liczba Ty wieksza od T tez jest majoranta dla
E. Moze si¢ zdarzy¢, ze jakasé majoranta nalezy rowniez do samego zbioru
FE -wowczas jest to tak zwany element najwiekszy zbioru E, oznaczany jako
max(FE). Na przyklad, max([a,b]) = b, za$ max([a, b)) nie istnieje. Zbiér nazy-
wamy ograniczonym z gory, gdy ma jaka$ majorante (czyli gdy zbiér majorant
nie jest pusty). Analogicznie definiujemy minoranty (=ograniczenia dolne), ele-
menty najmniejsze (ozn. min(E)) i ograniczono$é z dotu. Zbiér ograniczony, to
zbidr ograniczony réwnoczesnie z dotu i z géry.

Definicja 2 Kresem gornym (supremum) zbioru E nazywamy najmniej-
szq z jego magjorant. Kresem dolnym (infimum) zbioru E nazywamy najwickszq
minorante tego zbioru. Kresy te oznaczamy odpowiednio: sup(E), inf(E).

Zauwazmy, ze « = inf(E) wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sa nastepujace
dwa warunki:



e Vicp a <t oraz
o Viepz<t)=z<

Pierwszy z tych warunkéw stwierdzam ze a jest minoranta, drugi mowi, ze
wszystkie inne minoranty sa mniejsze od «. Inne rownowazne sformulowanie
(przez kontrapozycje) tego drugiego warunku brzmi:

o > a= Ji,ecrto <. (x nie jest minoranta, gdy tylko x > «.)

Zastepujac R przez dowolny zbidr z relacja czesciowego porzadku mozna
podaé identyczne definicje (majorant, minorant i kreséw). W szczegdlnosci,
mozna pytac o kresy w obrebie zbioru liczby wymiernych. Okazuje sig, ze pewne
zbiory ograniczone liczb wymiernych (np. zbiér A = {t € Q : t? < 2}) nie maja
kresow w zbiorze Q. Faktycznie, gdy y jest majoranta dla A, to nie moze by¢é
y? < 2. W przeciwnym przypadku znajdziemy odpowiednio duze n € N tak, by
nadal bylo y + = € A. Faktycznie, (y + 1)? =y + 2 + 5 <y?+ 2 + 1 Aby
ostatnia liczba byta mniejsza od 2 wystarczy, by n > 254, Jak wykazaliémy

2—n?"
na wykladzie, jeéli y € Q, to nie moze byé y?> = 2. Pozostaje wiec ostatnia
mozliwoéé, mamy y? > 2. Teraz podobnie rozumujac sprawdzamy, ze jednak
liczba z =y — % dla dostatecznie duzego m réwniez spetnia 22 > 2 oraz z
jest majoranta dla A.(Wystarczy, by y? — % > 2.) To przeczy minimalnosci y
posréd wszystkich majorant zbioru A.

O wyjatkowoéci zbioru R $wiadczy nastepujacy rezultat, znany jako twier-
dzenie o ciaglosci R: (niezbedne np, dla wykazania, Ze ciag rosnacy i ogra-
niczony ma granice)

Twierdzenie 1 Kazdy niepusty i ograniczony z géry (odp. z dotu) zbior
liczb ma w R kres gérny (odpowiednio, dolny) .
SZKIC DOWODU: Jest to twierdzenie o istnieniu, dowodzac musimy wigc wska-
zaé na liczbe rzeczywista A € R, ktéra bedzie kresem zadanego zbioru E C R,
oile E # () oraz E jest ograniczony z géry. Zaréwno szukane A, jak i dowolny
element € FE -sg to liczby rzeczywiste, czyli przekroje Dedekinda, a wigc zbio-
ry. I jest rodzing podzbioréw zbioru Q. Zdefiniujmy A jako sume mnogosciowa
rodziny wszystkich zbioréw x takich, ze x € E. (Na wykladzie definiowali$émy
sume rodziny zbioréw, tu mamy A = | J E przypomnijmy, ze

Mozna latwo sprawdzi¢ -na przyklad, uzywajac tezy , ze jest to przekrdj.
Poniewaz x C A dla wszystkich € E, mamy z < A, czyli A jest majoranta
dla E.Podobnie, z otrzymujemy minimalno$é A wéréd majorant E. Stad
A=sup(E) (QED).

1.7 Funkcje ograniczone, monotoniczne, parzyste

Te definicje podam na wykladzie. Np. méwimy, ze h : D C R — R jest rosnaca
(silnie), jesli (t,s € D At < s) = h(t) < h(s). Wynika stad injektywnosé
funkcji f.

Gdy dziedzina D(f) jest symetryczna wzgledem zera, czyli gdy t € D(f) =
—t € D(f), to f nazywamy funkcja nieparzysta, jesli Vicp(s) f(—t) = —f(t)
; odpowiednio -parzysta, gdy f(—t) = f(t). Mozna wykazaé, ze wielomian po-
staci f(t) = ag+ a1t +ast? +. .. apt* jest funkcja parzysta wtedy i tylko wtedy,
gdy dla wszystkich liczb nieparzystych m € [1, k] NN jest a,, = 0. Tloczyn dwu
funkcji parzystych, lub dwu nieparzystych -jest parzysty, natomiast iloczyn jed-
nej funkcji parzystej i drugiej -nieparzystej jest funkcja nieparzysta. Podobnie
jest dla ztozen.

Ograniczono$é funkeji na zbiorze E oznacza ograniczono$¢ obrazu zbioru
E przez te funkcje. Jedli dziedzina funkcji jest zbiér liczb naturalnych, funkcje
h : N — R nazywamy ciagiem i warto$ci h w punkcie n, zamiast h(n), zapisu-
jemy jako h,. Sam ciag o wyrazach h, oznaczamy (h,). Méwimy wéwczas o
ciagach rosnacych (odp. niemalejacych, malejacych, nierosnacych, monotonicz-
nych), gdy odpowiednie wlasnosci przystuguja im jako funkcjom.



Zadanie 6. Sprawdzi¢, czy

1) ciag (h,) jest niemalejacy wtedy i tylko wtedy, gdy Vpenhn < Ant1

)
) czy malejacy jest kazdy z ciagdw: (;ntll) (Q—n) %
)

n!
zlozenie dwu funkcji malejacych jest monotoniczne

)Funkcja odwrotna do rosnacej jest tez rosnaca

Dla f rosnacej i dla E C D(f)mamy max(f[E]) = f(max(F))

(5) Podaé przyklad bijekcji f : R — R, ktéra nie jest monotoniczna
(6*)Przypusémy, ze f : R — R jest rosngca. Na ogél nieréwnosé f(sup(E)) >
sup(f[F]) moze byé ostra. Jednak gdy dla pewnego punktu = € E obraz przez
f przedzialu o koficach = oraz sup(FE) jest przedzialem, (sprébowaé) wykazaé
réwnosc.

(7) Sprawdzié, ze sup(A U B) = max{sup(A),sup(B)}.

(8) Dla ciaggu o wyrazach a,, > 0 niech E, = [0, a,). Sprawdzi¢, ze |, cyy En =
[0,@) dla & = sup{a,, : n € N}

(9) Czy funkcja odwrotna do nieparzystej jest funkcja nieparzysta?

(10) Gdy g : [-M,M] — R jest dowolng funkcja, wykazaé ,ze funkcje gy,

2
3
4

P,

odpowiednio g, okre$lone wzorami g1 (z) = W7 g2(z) = W s

odpowiednio: nieparzysta i parzysta, zas g = g1 + go-

Réwnosé opisana w podpunkcie (6) zachodzi dla tzw. funkeji ciagtych. (De-
finicja ciaglosci bedzie nieco pdzniej -wszystkie rozwazane przez nas funkcje
elementarne sa ciagle na swych naturalnych dziedzinach.)

2 Przeglad wybranych funkcji elementarnych

Funkcja okreslajaca znak liczby z, oznaczana sgn(z) przyjmuje wartos¢ —1 dla
x < 0, zero -dla z = 0 oraz 1 dla « > 0. (Z pewnych wzgledéw nie uznajemy
jej za funkcje elementarna)

Modut |z| (czyli warto$é bezwzgledna) liczby x mozna teraz zdefiniowaé
jako iloczyn: |z| := z - sgn(z). Mamy réwnowaznos¢:

2] <M & (M <zAz<M).
Otrzymamy stad tatwo tzw. nieréwnosci trojkgta:
ol <lel+ ol el — ] <z — 9.
Funkcje wielomianowe (wielomiany), to funkcje postaci
w(z) =ap+ax+...+apz", w:R—R.

Jesli dla tak zapisanego w jest a,, # 0, to n nazywamy stopniem w, piszac n =
deg(w) (po angielsku: degree of a polynomial = stopien (jakiego$) wielomianu).

2.0.1 Funkcja wykladnicza o podstawie a

—to funkcja R 3 x — a® € R zdefiniowana w nastepujacy sposob:
W przypadku a = 1 mozemy wprost zdefiniowaé¢ 17 = 1. Dalej zaktadamy,
zea#1,a>0.

1. Dla 2 = 0 przyjmujemy a® = 1,

2. dla n € N definicja a™ ma charakter rekurencyjny: a” := a - a"~*. (Gdy
n = 1, mamy wczeéniej zdefiniowane '~ ' =a® =1, wiec a' =a -1 = a.

3. Nastepnie dla ujemnych liczb catkowitych (postaci k = —n,n € N) przyj-

mujemy a” " = .

4. Dla utamkéw postaci %, n € N funkcja potegowa g : Ry 3z — 2™ € Ry
jest bijekcja, co wykazemy nieco pézniej, korzystajac z wlasnosci funkcji
ciaglych. Funkcje odwrotng nazywamy funkcjg pierwiastkowq stopmia n,
zamiast © = g~ !(y) piszemy z = /y, lub z = yw.

10



5. Dla dowolnej liczby wymiernej » € Q mamy r = % dla pewnych liczb
k € Z,n € N, definiujemy a" := (a%)k.

Tak zdefiniowana potega liczby a o wyktadniku wymiernym ma pewne wla-
snoéci (one wrecz narzucaja sposéb definiowania tych poteg) i sprawdzamy je
najpierw dla wykladnikéw naturalnych, stosujac metode indukcji, potem prze-
chodzac przez etapy 3,4,5 tej definicji. Zbierzemy je w ponizszym zadaniu.

Zadanie 7. Wykazaé, ze
ar+s — aras’ ars — (ar)s7 (ab)r — arbr, (7)7“ - =

Sprawdzi¢, ze dla a > 1 funkcja Q 3 r — a” jest silnie rosnaca, zas w przypadku
a < 1 —silnie malejaca.

Definicje o dla dowolnego wykladnika (niekoniecznie wymiernego)
z € R w przypadku a > 1 wprowadzamy wzorem:

a® :=sup{a” :r € Q,r < z}.
W przypadku a < 1 jest é > 1 1 przyjmujemy a® := (é)‘x Wtasnosci
podane w poprzednim zadaniu zachodzg réwniez dla wyktadnikéw dowolnych.

2.0.2 Logarytmy

Dla a > 0,a # 1 funkcja R 3 = — a” jest silnie monotoniczna, przyjmuje
kazda warto$é dodatnia w pewnym punkcie (dowdd p6zniej) i funkeje odwrotna
nazywamy logarytmem o podstawie a, oznaczajac ja log,. Tak wiec

y=log,z < a’ = .

Dziedzina logarytmu jest (0, +00), zbiorem przyjmowanych wartosci jest R. W
oparciu o wlasnosci z poprzedniego zadania wykazujemy, ze

log, =

1
log, (zy) =log, « +log,y, log,— = —log,x, log,z= ,
x log, b

log, a = log,(z¥) = ylog, z, log,1=0, log,a=1.

1

log, b’

Podstawe logarytmoéw naturalnych oznaczamy symbolem e i definiujemy
jako granice: e := limnaoo(l + %)n Zamiast log, = piszemy (w Polsce) Inz.
Zapis log x w polskiej literaturze oznacza log;, x, zas w literaturze anglojezycz-
nej logz = log, = (oni nie stosuja raczej symbolu Inz). Funkcje wyktadnicza o
podstawie e oznaczamy exp, tzn. exp(z) = e® i nazywamy tez funkcjg ekspo-
nencjalng (eksponenta x). Tak wiec, In = (exp)~! (tu wykladnik —1 oznacza

funkcje odwrotna!).

2.1 Funkcje trygonometryczne

Na poprzednim wyktadzie przypomnialem jeszcze definicje funkcji trygonome-
trycznych i cyklometrycznych. Przypomnijmy, ze bedziemy okresla¢ wielkosé
kata w mierze tukowej. Przez kat ¢, gdzie ¢ € R rozumiemy kat oparty na tuku
okregu jednostkowego o dtugosci ¢, ktorego poczatek lezy na poétosi dodatniej.
Luk ten odmierzamy w kierunku ”dodatnim”, czyli przeciwnym do kierunku
ruchu wskazowek zegara, o ile ¢ > 0, za§ w kierunku zgodnym ze wskazéwka-
mi zegara, gdy ¢ < 0. Jednostka miary kata odpowiadajaca tukowi o dtugosci
takiej, jak promien kola (ang. "radius”) nazywamy radianem. Kat o mierze «
stopni ma 7 - 135 radianéw. Wartosci funkcji trygonometrycznych mozna od-
czytaé patrzac na okrag jednostkowy -konkretnie, koniec tuku odpowiadajacego
¢ radianom ma wspélrzedne: (z,y) = (cos ¢, sin @) w ukladzie kartezjanskim.
Tak jest dla dowolnych ¢ € R. Wartos¢ tg ¢ -jedynie dla || < F- odczytujemy
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przedluzajac promien przechodzacy przez ten koniec tuku do punktu przecie-
cia z prosta o réwnaniu x = 1. Ten punkt przeciecia ma wspélrzedne (1,tg ¢).
Ponadto tg¢ = sg;‘i Wartosé kotangensa, ctg ¢ definiujemy jako é. (Uwa-
ga: anglojezyczne ksiazki zamiast symbolu tg uzywaja tan, zas zamiast ctg
-symbolu cot.)

Podstawowe wlasnosci funkeji trygonometrycznych -a jest ich wiele -mozna

znalezé w tablicach matematycznych. Wymienmy tylko pare przykladowych:

sin? ¢ + cos? p = 1, sin(g + a) = cosa = — cos(m + ), cos(g +a) = —sinq,

sin(a + ) = sinacos B + cosasin 3, cos(a + ) = cosacos f — sin asin 3,

Oé+ﬁsin04—ﬁ, tga_tgg:M’
2 2 cos acos 3

2sinasin 8 = cos(a — ) — cos(a+ ), 2cosacosf = cos(a — ) + cos(a+ 3).

sina — sin 8 = 2 cos

Funkcje te sa okresowe, okres podstawowy dla sin oraz cos wynosi 2,
okresem podstawowym dla tg, ctg jest m. Funkcja cos jest parzysta, pozostate
trzy sa nieparzyste. Z interpretacji na kole trygonometrycznym wynikaja dla
¢ € (0, %) nieréwnosci: 0 < sinz < x < tgx.

2.2 Funkcje cyklometryczne

Jak nazwa wskazuje, mierza one dtugo$¢ tuku okregu na podstawie danej jednej
ze wspolrzednych punktu bedacego koficem tego tuku na okregu jednostkowym.
Definiuje sie je jako odwrotne do restrykcji funkcji trygonometrycznych:

o ( -1 _ -1
arcsin = (sin|_z =))7", arccos = (cos|j) " -
Dziedzina kazdej z tych funkcji jest zbidr [—1,1]. Jest to bowiem zbiér wszyst-
kich wartosci przyjetych przez funkcje sin (odpowiednio, cos) na tych przedzia-
tach (dowdd- pdzniej).
Analogicznie, definiujemy
-1 -1
arctg = (tg|(—z z))", arcctg = (ctglom)
obie na dziedzinach réwnych R, pierwsza z tych funkcji jest rosngca (por. za-
danie 6.(4)) i nieparzysta, druga maleje. Wykresy przedstawiam na wykladzie.
Oproécz profesjonalnych programéw typu: ,,Mathematica”, ,Mathlab” jest
wiele prostych, darmowych narzedzi do tworzenia wykreséw funkcji (np. pro-
gram GraphCalc), do ktérych linki mozna znaleZé na stronie
http://pobierz.pl/programy /windows/edukacja-i-nauka/matematyka-i-fizyka

2.3 Funkcje hiperboliczne

Hiperbolg nazywamy krzywa bedaca wykresem funkcji y = %, czyli krzywa
o réwnaniu zy = 1 ale réwnez hiperbolami sa krzywe powstale z tej krzy-
wej przez obrét, symetrie wzgledem prostej, lub podobienstwo. Przeksztalcenie
zmiennych z,y na u, v, gdzie u = (x +y),v = x — y jest zlozeniem obrotu o kat
7 z podobienstwem w skali V2 i przeksztalcajac otrzymamy réwnanie hiperboli
w postaci (z +y)(z —y) = 1, czyli 22 — y? = 1. Obrazem osi ukladu (asymptot
hiperboli) {(z;y) : xy = 1} jest para prostych o réwnaniach z = y,z = —y
-to sa asymptoty ukosne hiperboli {(x;y) : 2 — y? = 1}. Ograniczmy si¢ do
galezi {(z;y) : 22 —y? = 1,2 > 0} (przecinajacej o§ OX w punkcie (1,0)). Jesli
na niej oznaczymy punkt P jako koniec tuku o dlugosci ¢ o poczatku w (1;0)
skierowanego ku gorze, gdy ¢ > 0, ku dolowi dla ¢ < 0, otrzymamy punkt
P o wspblrzednych (cosh(y);sinh(y)). Tak geometrycznie mozna zdefiniowaé
funkcje: sinus hiperboliczny i cosinus hiperboliczny. (Gdy tuk na hiperboli za-
stapimy lukiem na okregu, otrzymamy zwykly sinus i cosinus kata ¢.)
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Poniewaz na razie nie mamy prostych wzoréw na dtugosci tukéw hiperboli,
podamy jako ”oficjalng definicje” inny wzér dla dowolnego ¢ € R (jako czesé
parzysta -odp. nieparzysta- z funkcji wykladniczej):

e —e ¥ e? 4+ e ¥
—_— h =

Ponadto mamy tangens hiperboliczny i cotangens hiperboliczny :

sinh(y) =

sinh x e —e* cosh x e +e*

tehx = = ctehr = = .
& coshx e*+e 2’ & sinhz e* —e @

Niektére wzory dla funkcji hiperbolicznych przypominaja wzory trygonome-
tryczne. Pozostawiamy je do sprawdzenia jako proste ¢wiczenie.

Zadanie 8. Wykaza¢ nastepujace réwnosci: cosh? z — sinh? z = 1 (,je-
dynka hiperboliczna”), cosh(z £ y) = cosh z cosh y £ sinh x sinh y,
sinh(2x) = 2sinh x cosh z, cosh (2¢) = (cosht)? + (sinht)?.

Wykresy funkeji (nieparzystej) sinh oraz (parzystej) cosh nie sa do siebie
wcale podobne. Pierwsza z nich przypomina nieco wykres funkcji y = 2 -
jednak w zerze przecina 0§ OX pod katem 7 /4 i dla duzych x ros$nie znacznie
szybciej. Jest bijekcja R — R. Druga spelnia warunek V, coshz > 1,cosh 0 = 1.

Funkcje hiperboliczne odwrotne sa okredlane jako funkcje polowe” : area
sinus hiperboliczny =arsinh = (sinh)~!. Rozwiazujac réwnanie wykladnicze
otrzymamy arsinh(y) = In(y + /y? + 1). Area cosinus hiperboliczny arsinh =
(cosh)~! spehia relacje arcosh y = In(y + vy — 1v/y + 1).

Nazwa pochodzi od réwnosci pola obszaru zawartego miedzy odcinkami
[0,P], [O0,(1;0)] i wspomnianym tukiem na hiperboli z wartodcia %, podczas
gdy P = (coshy;sinh @), za$ arsinh(sinh @) = .

2.4 Ciagi i ich granice

Ciag (oznacz. (fn) lub (fn)nen) w zbiorze Y, to funkcja f : N — Y. Zamiast
f(n) piszemy jednak f,, i element ten nazywamy n-tym wyrazem naszego ciagu.
Czesciej niz f uzywamy innych liter. Czesto podajemy sam wzér na n-ty wyraz
ciggu, np. (1 + £)". Gdy Y C R, méwimy o ciggach liczbowych. Ciag jest
niemalejacy, gdy okreslajaca go funkcja jest niemalejaca na dziedzinie N.

Definicja 3 (Granicy ciagu). Mdéwimy, Ze cigg liczbowy o wyrazach a,
zmierza (jest zbiezny) do granicy g € R, piszqc g = lima,, lub a, — g, jesli

VesoImenVnzm an — gl <e.

Mowimy, ze ciqg jest zbiezny, jesli istnieje liczba g € R o powyzszej wlasnosci.

Na przyklad, ciag staly (czyli taki, ze V,, a,, = npy1) jest zbiezny (do g =
ay). Ciag kolejnych liczb naturalnych (a,, = n) nie jest zbiezny do zadnej
granicy, bo gdy € = 1, dla dowolnego ¢ mamy |g —n| > 1, o ile tylko n > g+ 1.
Ten cigg nie jest ograniczony, jest rosnacy. Ale nie kazdy cigg ograniczony jest
zbiezny -na przyklad, nie istnieje granica ciagu o wyrazach (—1)".

Jezeli g jest granica ciagu, fakt ten zapisujemy tez symbolem a,, — g. Gdy
ciag jest niemalejacy: V,, an < an41, zamiast a, — g piszemy czasem a,, T g.

Zauwazmy, ze |a, — g| < € mozna zapisaé¢ w postaci koniunkcji nieréwnosci:

g—e<a,<g-—e

Przedzial otwarty (g—e¢, g—€) nazwiemy e-otoczeniem punktu g na osi liczbowej.
Woéwezas zbiezno$é¢ a, — g mozna wyrazi¢ stowami: w dowolnym otoczeniu
punktu g znajdujg sie wszystkie -poczqwszy od pewnego miejsca - wyrazy ciggu.

Niech R := RU{—00, +00} (rozszerzona o$ liczbowa). Dla E C R przyj-
mujemy sup E = +oo(odp. — o0), gdy zbiér E nie jest ograniczony z gory
(odpowiednio, z dotu).

GRANICE NIEWEASCIWE Moéwimy, ze cigg (a,) jest rozbiezny do +oo, pi-
szac lima, = +oo lub a, — +00, gdy VyerIn,Vn>no an > M. Zamieniajac
warunek a, > M na a, < M otrzymamy definicj¢ warunku a,, — —oo.
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Twierdzenie 2 (O JEDNOZNACZNOSCI GRANIC) Jezeli mamy zardwno
an — g, jakian_)glz to,g:gl-

Twierdzenie 3 Zbieznos$¢ nie zalezy od poczgtkowych wyrazow ciggu: Gdy
Elkvn>k Gp =bp, to ap, — g &by, —g.

Twierdzenie 4 (O ISTNIENIU GRANIC CIAGOW MONOTONICZNYCH) Gdy
cigg (ay) jest monotoniczny (nierosnacy, badz niemalejgcy), to ma granice g €
R. Granica ta jest skoriczona wtedy i tylko wtedy, gdy cigg jest ograniczony.
Doktadniej, gdy (a,) jest niemalejgcy, to lima, = sup{a, : n € N}, a cigg
malejgcy - zmierza do kresu dolnego jego zbioru wyrazow.

Twierdzenie 5 (O TRZECH CIAGACH) Gdy Y, a,, < b, < ¢, oraz istnie-
ja (jednakowe) granice g = lima,, = limc¢,,, to cigg (b,) tez zmierza do g.

Twierdzenie 6 (O PRZECHODZENIU DO GRANICY W NIEROWNOSCIACH)
Jezeli a, — g oraz b, — g1, przy czym V¥, an, < by, to g < g1.

Zauwazmy, ze dla ostrych nieréwnosci: V,a,, < b,, nie mozna uzyskaé wnio-
sku o ostrej nieréwnosci granic! Natomiast mamy

Twierdzenie 7 Jezeli lima, = g oraz g < z, to réwniez a,, < x od
pewnego miejsca poczqwszy, czylt Vp>p an < T.

Twierdzenie 8 Kazdy cigg zbiezny (czyli majacy granice skoriczong) jest
ograniczony: Ilima, = g € R = sup{|a,|: n € N} < 4o0.

Twierdzenie 9 Jezeli a,, — 0 oraz sup{|b,|: n € N} < oo, to a,-b, — 0.

Twierdzenie 10 (O SUMIE GRANIC) Jezeli a, — ¢ oraz b, — g1, to
n+by — g+ g1.

Twierdzenie 11 (O ILOCZYNIE GRANIC) Jezeli a,, — g oraz b, — g1, to
an by —9g-91-

Twierdzenie 12 (O ILORAZIE GRANIC) Jezeli a, — g oraz b, — g1, przy

czym g1 # 0 to by, # 0 poczquszy od pewnego miejsca oraz 3 — g%.

3 Granice -c.d.

3.1 Symbole nieoznaczone

Twierdzenia o ,arytmetyce granic” w pewnych przypadkach mozna tez stoso-
waé dla granic niewlasciwych. Gdy na przyklad (a,) jest ciagiem, dla ktérego
lim |a,| = +00, to ciag i zmierza do zera, jak latwo sprawdzi¢ stosujac defi-
nicje. Mowimy, ze jest to ,przypadek typu é = 0”. Podobnie, gdy ciag (b,)
ma granice skonczona b € R, za$ a,, — +o0, to a, + b, — +o0o -te regule
mozemy zakodowaé w postaci ,przepisu”: b+ co = 400 Gdy ponadto b > 0,
to réwniez a,, - b, — +00, co zakodujemy jako b - (+00) = +0o. W ten sposéb
mozemy na rozszerzonej osi liczbowej okresli¢ dziatania tak, by byly zgodne z
odpowiednimi twierdzeniami o arytmetyce granic. Ale (UWAGA!) nie do kon-
ca -nie mozna w sposéb sensowny zdefiniowaé dzialan typu +oo + (—o0) (czyli
00—00), 2, 0-00, %7 1°°, 00? -zwanych symbolami nieoznaczonymi. Przykladem
symbolu ostatniego typu jest ciag /n = n%7 ktéry zmierza do 1. Ciag {/(n!),
choé tego samego typu oo, jest rozbiezny do +oo. Latwo teraz podaé przyktad
ciggu typu oo?, ktéry nie ma granicy ani skoficzonej, ani nieskoniczonej. Kazdy
z ciggéw podpadajacych pod typ symbolu nieoznaczonego trzeba rozpatrywadé
oddzielnie.

Przyklady: Gdy u(z), w(x) sa wielomianami stopni p, ¢ > 0, ktérych wyrazy

o najwyzszych potegach sa dodatnie, to dla p < ¢ mamy lim 2 = 0, dla

win) —
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u(n)

p > q jest limm = 4o0. Gdy u(x) = az? + a1zP~' + ... + ap, w(z) =
ba? + byzP~! + ...+ by, gdzie b # 0, to lim Z]((Z)) =% (typ 2)

lim /n + 1 — ¢/n = 0, natomiast limn? — n = +oo (typ 0o — o)

lim a™ wynosi: zero w przypadku 0 < a < 1, odpowiednio 4+oco dlaa > 1. W

tym ostatnim przypadku réwniez ngk — 400 dla dowolnie ustalonego k € N.

3.2 Najwazniejsze przykltady granic ciggéow
Przyktady te mozemy zebra¢ w paru podpunktach:

1. Dla a > 1 lima"™ = +o00. Natomiast V|| <1 0" — 0

2. Dla a > 0 mamy lim {/a = 1.
lim /n =1

Gdy x, — +o0, k>0, to (z,)* — +o0

- W

5. lim,,— ‘:l—nk =—+4oodlaa>1,keN.

Inn _

6. lim -

7. lim Yo — 1 odzie e := lim(1 + %)"

n e

(Pierwsze trzy rownosci uzasadniam na wykladzie. Teze 4. sprowadzi¢ moz-
na (podstawiajac % € (0,k) dla dostatecznie duzego g € N zamiast k, bo od
pewnego miejsca /T, < (x,)*. Dla ustalonego M > 0 ze zmierzania z,, do
+oo znajdziemy ng takie, by dla n > ng bylo z,, > M9 Wtedy ¢z, > M.

Poniewaz & = (%)k dlab = a*, stosujac 4. widzimy, ze wystarczy wykazaé
teze dla k = 1. Zapisujac a = 1 4§, gdzie 6 > 0, mamy (pomijajac pozostale
skladniki dwumianu Newtona) a™ = (14 6)" > in(n — 1)§2, dzielac stronami
przez m otrzymamy % > 1(n—1)6% — +oo. (Por. punkt 7 po tw

Dla e > 0 mamy e > 1, wiec (dzieki 3.) dla n dostatecznie duzych jest ¥/n <
e. Logarytmujac stronami (poniewaz funkcja In(-) jest rosnaca) otrzymamy dla
takich n oszacowanie 2 < €. Oczywiscie, wyrazy tego ciagu sa dodatnie, wiec
wieksze od —e. Do dowodu tezy 7. stosujemy uwaggpo tw (dwie str. dalej).

3.3 Przydatne nieréwnosci

Opro6ez nieréwnodei trojkata (wspomnianej w p. 2.5), skorzystamy z obydwu

nieréwnosci z zadania 3. Ustalmy liczby x1,...,x, i niech A = A(zq,...,z,)
oznacza ich érednig arytmetyczna: A = %(ml +.oo otz Srednig geometrycz-
na G = G(z1,...,7,) tych liczb definiujemy jako /(w1 - ... xp). Srednia
harmoniczna okreslamy jako H = H(z1,...,x,) = (A(i, cee m%))’l.

Twierdzenie 13 Mamy nastepujgce ,Nierdwnosci AGH”: A> G > H.

Dla dowodu pierwszej z nieréwnosci wystarczy zastosowac¢ implikacje z zada-

nia 3. dla a; zdefiniowanych jako %J Druga nier6wnosé otrzymamy z pierwszej,
gdyz (G(,...,2-)) = &, zaé funkcja x — L jest malejaca.

1’ T Xy

Wykorzystamy to dla wykazania, ze ciag o wyrazach (1 + %)” jest rosnacy

i ograniczony z gory. Faktycznie, aby sprawdzié, czy (1 + %)" < (1+ %H)"‘H

wystarczy wiedzieé, ze "/ (1 + %)” <1+ n%_l Przyjmujac 1 = 1,29 = ... =
Tper = 14 % widzimy, ze lewa strona naszej nieréwnosci, to G(x1, ..., Tny1),
podczas gdy prawa jest réwna Sredniej arytmetycznej. Dowodzona nieréwnosé
sprowadza sie do nieréwnoéci A > G. Ograniczonos¢ mozna wykazaé¢ np. wy-
kazujac w podobny sposéb, ze ciag (1 + %)”‘H maleje.

NIEROWNOSCI DLA WYBRANYCH FUNKCJI:

1. |sinz —siny| < |z — y|
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[\]

. Jcosz — cosy| < |z —y|

Lo <a—yldy <l —y[M gdy {7 <min(z], |y|)

4. |\/5—\/?|<|$—y|m gdy z,y >0

ot

- =yt < |z - yInK, gdzie K = max(|z[*"!, [y|" 1), n € N

Nf@)g(@) = f(W)aw)] < |f(@) = fW)llg(x)| + [ f@)llg(z) — g(v)]

Jezeli h jest jedng z funkcji rozwazanych w podpunktach 1.- 5., to ze zbiez-
nosci x, — y bedzie wynika¢ (o ile y # 0 -dla p. 3,4), ze réwniez h(x,) — h(y).
Dla funkcji pierwiastek kwadratowy analogiczna teza zachodzi tez dla y = 0.
Jak wkrétce sie przekonamy, wszystkie funkcje elementarne maja taka wla-
sno$¢ (ktéra nazwiemy pdzniej ciaglodcia) w kazdym z punktéw y nalezacym
do ich dziedziny naturalnej. Dla tych funkcji operacje: wyliczania wartosci w
punktach i brania granic ciggdw mozna wykonywaé¢ w dowolnej kolejnosci. Np.

Vimz, =lim /z,,.

[=p}

3.4 Podciagi, ciggi Cauchy’ego

Podciagiem ciggu (a,)neny nazywamy zlozenie tego ciagu (traktowanego jako
funkcja N 3 n — a, € R z pewnym ciagiem rosngcym N > k — n; € N,
przyjmujacym warto$ci naturalne. Taki podciag zapisujemy w postaci (an,, )ken-
Np., wyrazy o indeksach nieparzystych tworza w ciagu (a,) podciag (azxg—1).

Twierdzenie 14 Podcigg ciggu zbieznego jest zbieiny do tej samej granicy

Twierdzenie 15 (BOLZANO-WEIERSTASSA) Kazdy cigg liczbowy ograni-
czony zawiera pewien podcigg zbiezny

Definicja 4 Cigg liczbowy (ay,) spetnia warunek Cauchy’ego, jesli

ve>03noEva,m2no |an - am' < €.

Twierdzenie 16 Cigg liczbowy jest zbiezny (ma granice skoriczong) wtedy
1 tylko wtedy, gdy spelnia on warunek Cauchy’ego.
Jest to w praktyce jedyne kryterium gwarantujace zbiezno$¢ ciagu, o ktérym
nie wiemy, czy jest monotoniczny i nie znamy konkretnej wartosci jego granicy.
Dalsze przyklady: twierdzenie o granicach podciagdéw zbieznych, choé bar-
dzo proste w dowodzie, daje mozliwoéci licznych zastosowan. Omawiam je na
wyktadzie. Przyktadowo:

1. Jedli pewna dwa podciagi maja rozne granice, to ciag nie moze by¢é
zbiezny (np. podciagi zlozone z wyrazéw o indeksach parzystych (odp.
-nieparzystych) ciagu (—1)™.

2. Jesli wiemy, ze dany ciag jest zbiezny (np. do g), to jego granice mozemy
odnalez¢ badajac relacje pomiedzy granica g i granicg jego odpowiednie-
go podciagu (tez g). Np. dla a > 1, a,, := {/a mamy (as,)? = a,, wiec
g = g. Poniewaz a,, > 1, drugie z rozwiazah réwnania g2 — g = 0 -a mia-
nowicie, g = 0 odrzucamy, wiec musi by¢ g = 1. Jeszcze lepiej widaé to na
przykladzie ciaggdéw, ktére definiujemy podajac osobno pierwszy wyraz: £,
oraz wyrazajac warto$¢ x,, 11 poprzez jakas funkcje od z,, (lub funkcje od
paru poprzednich wyrazéw). Np. gdy 1 = 1, 2,41 = v/1 + x,,. Sprawdza-
my istnienie granicy v = lim x,, dowodzac (np. indukcyjnie) monotonicz-
noéé i ograniczono$é naszego ciggu. Wéwcezas z réownania (z,41)? = 1+,
przechodzac stronami do granic przy n — oo, otrzymujemy 72 = v + 1.
Jeden z dwu pierwiastkéw jest tu ujemny, lecz v > 0 (nawet v > 1 dzieki
zachowaniu slabych nieréwnosci po przejsciu do granic. ) Wnioskujemy,
ze w naszym przypadku v = %(1 +/5).
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3. Podobnie bedziemy postepowaé w przypadku, gdy z,+1 = f(z,), jed-
nak zamiast lim f(z,) chcielibySmy wstawi¢ f(v), gdzie v = limz,,. W
nastepnym wykladzie zbadamy, dla jakich funkeji mozna tak zrobié. //
[Cwiczenie: sprawdzi¢, ze wystarczy tu zalozyé, ze istnieja liczby d > 0
oraz M > 0, takie, ze dla x € (y—9,v+0) mamy |f(z)—f(7)| < M|z—~|.
Wtlaénie taki charakter maja podane po twierdzeniu nieréwnosci.

4. Dla ciagu okreslonego rekurencyjnie wzorem x,, + 1 = f(x,,) jest jeszcze
jeden (oprécz badania monotonicznosci i ograniczonosci) sposéb wykaza-
nia, ze ma on granice. Tak bedzie, gdy D jest przedzialem na osi liczbowej
zawierajacym wszystkie x,, (ten fragment czesto da sie sprawdzi¢ metoda
indukcji) oraz gdy istnieje stala dodatnia M < 1 taka, ze dla wszystkich
z,y € D mamy [f(z) — f(y)| < M|z —yl.

5. Gdy z kazdego podciagu ciagu (y,,) mozna wybraé¢ dalszy podciag zbiezny
do ustalonej liczby g, to caly ciag tez musi zmierzaé do tej liczby g. [Gdyby
tak nie bylo, to z zaprzeczenia warunku z definicji granicy, dla pewnego
€ > 0 nieskonczenie wiele wyrazow ciagu znajdzie sie poza przedzialem
(g—e, g+¢), a znich juz zadnego podciagu zbieznego do ¢ nie wybierzemy.]

6. Mozna wykazaé, ze gdy (x,,) jest ciagiem liczb dodatnich rozbieznym do
400, to lim(1 + %ﬂ)z” =e.

7. Gdy lim% = g, gdzie y, > 0, to réwniez lim /y, = g (Wskazdéwka
ponizej). Wywnioskowaé stad wzér 7. w podpunkcie 4.2

5 )TL2+TL _ 65
n2+1 - .

8. Sprawdzié, ze lim(l +
9. Korzystajac z 4.2. 5. sprawdzié, ze
lim {/3" + cos(n!) 4+ n3 4+ 22047 = 4,

. . ., . . . neo2n+1

10. Badajac « := lim “Zﬂ“ sprawdzié, ze lima, = 0, gdzie a, = 2 3n! ,
: : _ 2"n! _ (n!)2 _nd
odpowiednio, a, = =3, ap = Gayl» On = -

(Wskazéwka: Gdy |a| < 8 < 1, to dla dostatecznie duzych n (istnieje no takie,
ze dla n > no) jest |ant1| < Blan| Wowezas |am| < |an, |87 ™ dla m > ng.)

Pojecie kresu jest bardziej uniwersalne, niz pojecie granicy ciagu, lecz mamy
dwojakiej natury zwiazki: Dla niepustego zbioru ograniczonego E C R tatwo
sprawdzi¢, ze jesli liczba s jest jego majoranta, to albo s € E i wowczas s =
max(FE), albo istnieje ciag silnie rosnacy elementéw a,, € E zbiezny do s. (w
obydwu przypadkach s jest granica ciagu niemalejacego elementéw z F.
Koncéwka ciagu (x,) o numerze k, czyli k-ta koncéwka nazwiemy ciag
Tk, Tht1, - - .. Kresy gérne tych koncéwek (dokladniej, zbioréw ich wyrazéw)
tworza ciag nierosnacy, gdyz kres gorny podzbioru jest zawsze nie wiekszy, niz
kres calego zbioru i tak otrzymany cigg kreséw, jako ciag monotoniczny ma
granice na osi rozszerzonej (réwna kresowi dolnemu). Granice te oznaczamy
symbolem lim sup x,, i nazywamy granica goérna tego ciggu. Tak wiec

lim sup x,, = klim sup{x, : n > k,n € N}.
— 00

Analogicznie mozemy okresli¢ granice dolna, lim inf x,,. Okazuje sie, ze lim inf z,,
—limsup —z,,. Co wazniejsze, granice: gérna i dolna -sa to odpowiednio kre-
sy: gorny i dolny zbioru punktéw skupienia (w R) ciagu (z,,), utworzonego z
granic wszystkich podciagéw, ktére sa albo zbiezne, albo daza do +o0o, lub do
—o0. Zaleta tych ”granic ekstremalnych” jest ich istnienie dla kazdego ciagu.
Co wigcej, ciag ograniczony (z,,) jest zbiezny do granicy g wtedy i tylko wtedy
gdy g = limsup x,, = liminf z,,.

Mozna tez wykazaé, ze s = limsupz,, < s = inf A, gdzie A jest zbiorem
takich liczb «, ze nieréwnosé x, > «a zachodzi jedynie dla skonczenie wielu n.
Mozliwe sa 2 przypadki: s € A albo s ¢ A. W jednym z nich da sie wybraé
z (x,,) pewien podcigg niemalejacy, a w drugim -nierosnacy. Tylko w ktérym
-ktory?
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4 Granica funkcji, funkcje ciggte

4.1 Punkty skupienia zbioru

Méwimy, ze liczba xq jest punktem skupienia zbioru E, gdy dla kazdego 6 > 0
przedzial (z — §,x + J) zawiera punkty zbioru E rézne od zo. (Wéwczas musi
on zawieraé¢ nieskonczenie wiele punktéw zbioru F, a nawet musi istnie¢ jakis
cigg silnie monotoniczny punktéow zbioru E zbiezny do zy.

Zbiory skoniczone nie maja punktow skupienia, punkt nalezacy do zbioru £
nie musi by¢ jego punktem skupienia (np. dla E = [0,1) U {2} taka wlasnosé
ma punkt 2 -tu (E'\ {2}) N (2 —-1,2+ 1) = (. Natomiast punkt 1, ktéry nie
nalezy do tego zbioru -jest jego punktem skupienia.

Granica podciagu zbieznego (z,) w dowolnym ciagu (z,) moze nie byé
punktem skupienia zbioru F = {z,, : n € N} wyrazéw tego ciagu (przykladem
jest ciag staly). Gdy jednak ciag jest réznowarto$ciowy, lub gdy lim x,, nie jest
réwna zadnemu z wyrazdéw tego ciagu -to granica bedzie juz punktem skupienia
tego zbioru E.

4.2 Definicja granicy funkcji, warunek Heinego

August Cauchy podal nastepujaca definicje: Zakladamy, ze xg jest punktem
skupienia dziedziny Dy funkcji f : Dy — R. Woéwczas méwimy, ze funkcja f
ma granice réwna yo w punkcie zg, (zapisujac ten fakt symbolem

Yo = lim f(x), lub symbolem f@)—yo przy = — xo)
Tr—T0o

jezeli
v5>0§|5>ovx€[)f (0 < |(L' - .’E0| < 5) = |f((E) - y0| < €.

Warunek ten nie zalezy od tego, czy xg € Dy, czy tez nie, ani od wartosci
przyjmowanej przez f w punkcie xg, jesli zg € Dy.

GRANICE NIEWLASCIWE w punkcie xg definiujemy dla yy = 400 zastepujac
e > 0 przez M € R, za$ warunek |f(r) — yo| < € przez warunek f(z) > M.
Podobnie, definiujemy

lim f(z)=-0 < (VM35>oneDf (0 < |z —mo| < 5) = f(x) < M)7

T—xTg

ngfoo f(@)=—-00 & (VuIkerVeen, (x> K) = f(z) < M),

xEIEloof(v’C) =Y < (Ve>03KevaeDf (95 < K) = |f(x) —yo| < 5)-

Wzystkie te definicje mozna zunifikowaé, przedstawiajac odpowiednie wa-
runki przy uzyciu pojecia otoczenia punktu. Gdy p € RU{—o00, +o0} jest punk-
tem rozszerzonej osi liczbowej, to zbiér A C R nazwiemy otoczeniem punktu p,
gdy A zawiera dla pewnego § > 0 przedzial Us(p) postaci: Us(p) = (p—9,p+9)
-w przypadku p € R, odpowiednio -postaci Us(—o0) = (—o0, —d) w przypadku
p = —oo oraz Us(+00) = (4, +00) -dla p = 4+00. Zwyczajowo w matematyce
symboli €, § uzywa sie dla oznaczania raczej malych liczb, za§ w przypadku oto-
czen punktéw +oo istotniejsze sg bardzo duze wartosci , wiec w odpowiednich
warunkach zamiast § znajduja si¢ symbole K, M. Ale chwilowo podczas naszej
yunifikacji” uzywamy wszedzie §. W terminach otoczen, pojecie granicy mozna
sformutowaé tak:

yo = limg ., f(x) <  kazde otoczenie U punktu yo zawiera obraz przez
funkcje f zbioru postaci W\ {z¢}, gdzie W jest otoczeniem punktu zg, tzn.
fIW\{zo}] C U.

Twierdzenie 17 (O ZACHOWANIU NIEROWNOSCI DLA GRANIC) Gdy
lim, ., f(z) < a, to istnieje otoczenie W punktu xo takie, ze f(x) < a dla
wszystkich x € W\ {zo}.

Okazuje sie, ze mamy tez pewien warunek réwnowazny, sformutowany wy-
tacznie w terminach ciggdw:

WARUNEK HEINEGO: Jezeli (z,,) jest ciagiem punktéw zbioru Dy \ {xo}
zmierzajacym do zg przy n — 0o, to wartosci f(x,) zmierzaja do yo.
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Twierdzenie 18 Funkcja f speinia powyzszy warunek Heinego wtedy i
tylko wtedy, gdy yo = limg_,,, f(x).

4.3 Definicja funkcji ciggtlej

Moéwimy, ze f : Dy — R jest funkcjg ciggle w punkcie xo, gdzie o € Dy, jezeli
albo z( nie jest punktem skupienia dziedziny, lub f(z¢) = limy_.,, f(2).

W pierwszym przypadku dla pewnego § > 0 (i dla wszystkich mniejszych
promieni) otoczenie punktu g o promieniu d, czyli przedzial (zg — 0, zo+0) ma
z dziedzina f tylko jeden punkt wspdélny, a mianowicie xy. W definicji granicy
wykluczali$émy ten punkt postulujac, by 0 < |x — z¢|. Tym razem -nie musimy.
Otrzymujemy wigc nastepujacy réwnowazny zapis warunku ciagtosci: Funkcja
f jest ciagla w punkcie xg, gdy

Ves>035>0Vzen, |z — 20l <= |f(x) — f(z0)| <e.

Réwnowazny warunek sformulowany w jezyku ciagoéw, to

WARUNEK HEINEGO CIAGLOSCI: Jezeli (z,) jest ciagiem punktéw zbioru
Dy zbieznym do g, to wartosci f(z,) zmierzaja do f(xo).

Moéwimy, ze funkcja f jest ciggla, gdy jest ona ciagla w kazdym punkcie swej
dziedziny. Wéwczas lim f(z,,) = f(limz,,) dla kazdego ciagu punktéw z,, € Dy
zbieznego do granicy nalezacej do Dy (w przeciwnym przypadku, czyli gdy
limx,, ¢ Dy, zapis f(limz,,) stracilby sens).

Zauwazmy, ze dla funkcji wykladniczych z ciggloéci w zerze wyniknie cia-
glo$é na calej prostej, gdyz a't" —at = at(a” — 1). Na wykladzie pokazuje, jak
wykazaé¢ to w oparciu o zbieznosé ciagu aw do 1.

7 warunku Heinego, stosujac odpowiednie twierdzenia o granicach ciagéw,
tatwo otrzymamy nastepujace wlasnosci:

Twierdzenie 19 ELEMENTARNE WEASNOSCI FUNKCJI CIAGLYCH
1. Funkcje stale sq ciggle. Restrykcje funkcji cigglych sq ciggle

2. Suma, iloczyn i iloraz funkcji cigglych -sq ciggle (w przypadku ilorazu
dotyczy to jego dziedziny: D(%) =D(f)ND(g)\ g *[{0}]).

8. Zlozenie funkcji cigglych jest funkcjq cigglq.

4. Ciggle sq funkcje spelniajgce tzw. warunek Lipschitza:
In>0Vsen(s) [f(s) = F(B)] < Mls —t].

5. Jesli kazdy punkt t z dziedziny D(f) ma otoczenie U takie, Ze restrykcja
fiu jest ciggla w punkcie t, to f jest ciggla.

Jako ¢éwiczenie, proponuje sprawdzié, ze gdy dziedzina funkcji f jest suma
mnogosciowa dwu zbioréw A, B, czyli D(f) = AU B, to z ciagloéci obu re-
strykcji: fi4 oraz fp nie wynika ciaglos¢ f. Jednak gdy pytamy o ciaglos¢ w
danym punkcie zg, to musi byé zaréwno zg € A, jak i x9 € B. Tym razem
wywnioskowaé cigglo$¢ f w punkcie x¢. z ciaglosci fi4 oraz fip w zo.
(Najczesciej mamy do czynienia z przypadkiem A = [a, 2], B = [x0, 5].)

Stosujac nieréwnosci typu[l} sformulowane po twierdzeniu mozna wyka-
za¢ warunek Lipschitza w otoczeniu kazdego z punktéw dziedziny funkcji trygo-
nometrycznych, wielomiasnéw, funkcji wymiernych, potegowych. (W przypad-
ku funkcji Ry 3¢ — /£, k € N dla punktu ¢ = 0 trzeba rozumowaé inaczej.)
Wkrétce wykazemy tez ciagtoéé funkcji odwrotnych do wymienionych powyzej,
co w polaczeniu z punktami 2., 3. ostatniego twierdzenia da ciaglosé wszystkich
funkcji elementarnych na ich naturalnych dziedzinach. Weczesniej poznamy

Twierdzenie 20 KLUCZOWE WLASNOSCI FUNKCJI CIAGLYCH:

e Tw. Weierstrassa Funkcje ciggle na przedziatach domknietych i ogra-
niczonych osiggajqg wartosci: najwiekszq oraz najmniejszq. Sq wiec ogra-
niczone.
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e Wtlasno$é Darboux Funkcje ciggle f na przedzialach osiggajq wszystkie
wartosci posrednie. Innymi stowy, obrazem przedziatu musi byé caty prze-
dzial: gdy f(z1) < v < f(x2), to pomiedzy punktami x1,xo znajdziemy
punkt xq taki, ze f(xg) = 7.

Mozna wykazaé, ze f(z) = max{f(t): t € [a,b]}, gdy z jest granica dowol-

nego podciagu zbieznego w takim ciagu (z,,), ze

lim f(z,) = sup{f(t) : t € [a,b]}.
Natomiast gdy {x1,x2} = {a,b}, przy czym a < b, to f(xg) — v dla

xo = sup{t € [a,b] : f(t) <~}
Na wykladzie podaje przyktady wskazujace na koniecznosé poszczegdlnych za-
tozen. Na przyktad, twierdzenie Weierstrassa nie zachodzi dla funkcji na prze-
dziatach otwartych, badz nieograniczonych.

Cho¢ moze sie¢ wydawaé, ze zachodzenie wlasnosci Darboux dla restryk-
cji f do kazdego z przedzialéw postaci [zg — d, 29 + 6] implikuje ciagltosé f
w punkcie xg, to wcale tak nie jest! [Na przyktad, gdy zy = 0, funkcja, dla
ktérej f(x) = sin T spelnia taki warunek, jesli za f(0) przyja¢ dowolng war-
tos$¢ z przedziatu [—1,1]. Natomiast granica v = lim,_o f(z) wcale nie ist-
nieje. Faktycznie, stosujac warunek Heinego dla ciagu z,, = % otrzymamy
~v = lim f(z,) = 0, natomiast dla innego ciagu (réwniez zbieznego do zera)
typu y, = m otrzymamy sprzeczny wynik: v = lim f(y,) = 1. ]

Dopiero z wlasnosci Darboux mozemy otrzymacé zapowiedziane wczeéniej
dowody tego, ze dziedzinami funkcji odwrotnych do funkcji: trygonometrycz-
nych, potegowych, wyktadniczych -sa odpowiednie przedzialy, lub poétproste,
czy tez R. Na przyklad, aby wykazaé, ze dla dowolnej liczby v > 0 istnieje jej
logarytm naturalny, korzystamy z nastepujacych faktéw: e > 1, limy_, 4 o et =
+00 > 7, wiec dla pewnego b € R jest v < e®. Podobnie, dla pewnego a < b
jest e < v, gdyz v > 0 = lim;_._ €. Dla ,naszego g jest wiec e*° = v. W
podobny sposéb wykazujemy istnienie {/7, arccos 7y itp.

Innym pozytecznym wnioskiem jest monotonicznosé injekcji ciaglych,
ktérych dziedzing jest przedzial (prosze to sprawdzi¢ ,metoda rysunko-
wa”). Funkcje odwrotne do monotonicznych sa nadal monotoniczne (tego sa-
mego typu). Obrazem dziedziny (czyli przeciwdziedzing) funkcji odwrotnej jest
dziedzina funkcji odwracanej. Pierwsza teza ponizszego twierdzenia wyniknie
wiec z drugiej:

Twierdzenie 21 Funkcje odwrotne do funkcji cigglych okreslonych na
przedziale sq ciggle. Funkcja monotoniczna jest ciggla, gdy jej przeciwdziedzing
jest przedzial.

Tu stowo przedzial oznacza przedzial niekoniecznie domkniety i niekoniecz-
nie ograniczony , np. pélprosta typu (—oo,al, (b,+00) lub R. Dla dowodu
potrzebne nam bedzie pojecie granic jednostronnych.

4.4 Granice jednostronne

Powiemy, ze x¢ jest prawostronnym punktem skupienia zbioru D C R, gdy jest
on punktem skupienia dla zbioru D N (xg, +00). Jest to réwnowazne istnieniu
ciagu silnie malejacego o wyrazach w zbiorze D, zbieznego do z(, lub réwnosci
xo = inf(D N (zp,+00)). Analogicznie okreslamy pojecie lewostronnego punktu
skupienia zbioru.

Dla funkcji f : Dy — R i punktu zp € R bedacego prawostronnym punktem
skupienia zbioru Dy (dziedziny f) definiujemy granice prawostronng funkcji f
w punkcie xg, oznaczang jako przez jeden z (réwnowaznych) symboli:

lim f(z), lim  f(z), lub f(zo+0)

] T—T0,L>T0
jako granice restrykeji (zawezenia) f do zbioru Dy N (zg, +00). Podkreslmy, ze

2o+ 0, to nie jest zwyktla algebraiczna operacja dodawania, lecz cze$é¢ symbolu.
Tak na prawde, zero symbolizuje tu ,nieskoniczenie maly sktadnik dodatni”.
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Podobnie, f(z¢—0) nie oznacza liczby f(xg), lecz granice lewostronna w punkcie
xg. Woéwcezas x zmierza do xg z lewej strony, czyli przy zalozeniu z < xg.

Na przyktad, lim,_, ¢+ % = +00, za$ lim,_,o- % = —0.

W dalszym ciagu zalézmy, ze zq jest zaréwno lewo - jak i prawo-stronnym
punktem skupienia dziedziny funkcji. L.atwo mozna sprawdzi¢, ze obydwie gra-
nice jednostronne istnieja w punkcie zg i sa réwne tej samej wartoéci vy € R
wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje ,zwykla” granica lim, .., f(z) = 7. Z te-
go wzgledu, te ostatnia granice nazywamy czasami ,granicg obustronna” w
punkcie zy. Funkcja jest wiec ciagla w takim punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieja granice jednostronne, przy czym f(zg — 0) = f(xg+0) = f(z0).

Punkt g nazywamy punktem niecigglosci skokowej (lub I typu), jesli istnie-
ja w tym punkcie obydwie granice jednostronne skoinczone, lecz sa one rdézne.
Gdy sa one sobie réwne i skoniczone, lecz rézne od f(xg), méwimy o nieciaglosci
usuwalnej w tym punkcie. (Zmieniajac warto$é f(z) jedynie w punkcie z =
na f(xo + 0) otrzymamy funkcje ciagla). Gdy ktéras z granic jednostronnych
nie istnieje, méwimy o nieciagtosci drugiego typu. Gdy granica jednostronna
(np. prawostronna) istnieje, lecz jest réwna 400, lub—oo, méwimy, ze funkcja
ma (prawostronng -w tym przypadku) asymptote pionowq w punkcie zg.

Linie¢ o réwnaniu x = xg na plaszczyznie R x R nazwiemy linig asymptoty
pionowej, lub po prostu -asymptota pionowa.

Na przyktad, funkcja signum ma nieciagtosé skokowa w zerze, zas jej wartosc
bezwzgledna, |sgn(z)| ma juz tylko nieciaglo$é usuwalna. Funkcja réwna sin%
ma nieciagtosé¢ drugiego typu, gdyz zadna z granic jednostronnych w zerze nie
istnieje. Funkcja —— ma asymptoty pionowe lewo- i prawostronne w punkcie
0 i w punktach kn, k € Z.

Mamy tez asymptoty ukosne (lub pochyle) w +o00 (odpowiednio w —o0) -sa

to linie o réwnaniu y = Azx+ B, gdzie A = lim,; | o @, B =1lim, 1o (f(z)—
Az). Gdy A =0 -méwimy o asymptocie poziomej. Np. linia = 0 jest asymp-
tota pozioma w —oo dla funkcji wyktadniczej e®.

Jakie asymptoty maja funkcje x cos %, Vx sin %, ;zfi”

Nastepujace twierdzenie daje odpowiedZ na pytanie, w jakich punktach
funkcja monotoniczna moze by¢ nieciagla. Bez zmniejszania ogdélnosci, ogra-

niczy¢ sie mozna do funkcji niemalejacych.

Twierdzenie 22 Dla funkcji niemalejgcej f : [a,b] — R istniejq skoticzo-
ne granice lewostronne we wszystkich punktach xo € (a,b] i granice prawostron-
ne w punktach przedziatu [a,b). Ponadto w takich punktach

flao—0) < fwo),  odpowiednio  f(zo) < f(zo+0).  (4)
Mamy tez réwnosci

f(wo=0) =sup{f(s) : s €[a,x0)},  [flwo+0) =inf{f(?): t € (x0,b]}. (5)

Funkcja monotoniczna moze mieé co najwyzej przeliczalng ilosé punktow niecig-
glosci i to wylgceznie I typu (skokowych). Jesli xq jest punktem niecigglosci, to
obraz zbioru [a, b] przez f (czyli przeciwdziedzina f nie jest przedzialem -zawiera
punkty znajdujgce sie powyzej oraz ponizej przedziatu (f(xo—0), f(xo+0)), za
z tym przedzialem ma co najwyzej jeden punkt wspdlny (a mianowicie f(xo)).

Teza o skonczonosci granic jednostronnych przestanie obowiazywaé na kran-
cach dziedziny, jesli zamiast przedzialu domknietego -rozwazaé funkcje o dzie-
dzinie typu (a,b). Sprawdzenie réwnosci i sam dowdd istnienia granic prze-
biega niemal identycznie, jak dowdd twierdzenia o zbieznosci ciagéw monoto-
nicznych ograniczonych. Nieréwnosci (4)) mozna tatwo wywnioskowaé ze wzordw
(), uzywajac definicji kreséw i monotonicznosdci f. Poniewaz dla «, 8 € [a, b]
z nieréwnoéci o < zo wynika f(a) < f(a+0) < f(zo — 0) i podobnie
xo < B = f(zo+0) < f(B), tatwo uzyskaé stad ostatnia teze.

Jak juz zauwazyliSmy, z tego twierdzenia wyniknie ciagtosé funkcji odwrot-
nych do funkcji réznowartoéciowych ciagltych, okreslonych na przedziatach.
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4.5 Granice o podstawowym znaczeniu

Zestawimy tu najwazniejsze granice. Ustalmy liczby @ > 1,b < 1 oraz k > 0.
Wowczas

lim ¢*=0= lim 5%, lim b =+oco= lim a".

Tr——00 r——+0o0 TrT——0Q r——+00

Funkcje te sa ciagle, wiec lim,_,,, a® = a™°. Funkcje wykladnicze a® szybciej
rosna, niz funkcje potegowe w tym sensie, ze (dla dowolnie duzych k) mamy:

. a®
LA R = e (6)

Podobnie, ciagte sa funkcje odwrotne: log, . Ponadto

mli%{r log, z = —o00 = xEToo logy z, le,%l+ log, z = 400 = xBI—iI-loo log, .
Logarytmy log, « rosna wolniej, niz funkcje potegowe:
1
lim —8e® . (7)

T—+00 l’k

Dla k£ = 1 mozemy to wywnioskowaé np. z ciaglosci logarytmu w punkcie 1 i
. 1 . . .
ze zmierzania = do 1 przy & — +oo (podobnie, jak /n — 1), gdyz bgT“w =

1 1 s 1 Lo zF
log, (z=). Ogolnie, B¢~ = & i‘}c( ),

Zauwazmy tez, ze lim, o, v*log, x = 0, co otrzymamy podstawiajac y =
w ostatniej granicy pamietajac, ze log, y = —log, =, yik = z*.

lim, oo (14 4)7 = ¢ = 2,71828 ..

Granice w zerze (przy h — 0) wyrazen typu: w (Sa to tzw.
pochodne funkcji. Pojecie to jest jednym z najwazniejszych w matematyce i w
jej zastosowaniach. W nastepnych wykladach dowiemy sie, jak bardzo utatwia
ono liczenie granic w przypadku symboli nieoznaczonych.)

1
x

i sin x 1~ lim arcsiny7 (8)
r—0 X y—0 Yy
. l—cosz 1
iLO .’EQ - 57 (9)
. log,(1+x)
fimy = = logae =0 (10)
T _
lim & =Ina, (11)
x—0 x
1 k1
li A+az)"-1_ k. (12)
x—0 X

Jak juz zauwazyliémy, warunek Heinego jest réwnowazny definicji granicy i
to pozwala przenosi¢ wlasnosci granic ciggdéw na odpowiednie twierdzenia dla
granic funkcji -np. z tw. o trzech ciggach otrzymamy tw. o 3 granicach. Stosujac
to do ostatniej z wypowiedzianych w punkcie 3.1 nieréwnosci, podzielonych
stronami przez sinz, czyli do nieréwnosci 1 < 72— < Colsx prawdziwych dla
0<z<F(idla—-F <2 <0), wykazujemy . Sprawdzajac tu druga réwnosé
pamietajmy, ze arcsin jest ciagla, wiec dla x = arcsiny mamy:

r—0 &y —0oraz sinz =y.

Dla sprawdzenia mozna skorzystaé (dla 8 = 0) ze wzoru:
cos f — cosa = 2sin ”‘TB sin # oraz z pierwszej granicy @

Przeksztalcenie uzyte przy badaniu granicy dadza tez teze . Ostatnie
dwie granice sprowadzimy do poprzednich, jesli za y przyjmiemy caly licznik,
podobnie, jak to zrobiliémy w przejéciu od pierwszej z granic do drugie;j.

Dokladniej, w ostatniej granicy , dla y = (1 + z)* — 1, mamy (1 + x)* =
1 + y, co logarytmujac stronami, otrzymamy klIn(1 + z) = In(1 4 y), wiec
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k<

=y . lt) _ _y p. ln(?r), co zmierza do k.

z — In(y+1) T ~ In(y+1)
Na zakoniczenie przyjrzyjmy sie dwu z pozoru trudnym granicom:
I = lim, oy 2507 Iy = lim,_o(cos x)(m%). Sprawdzimy, ze I = 1, I, = \/e.
Zapisujac te granice w postaci I; = lim,_,o4 exp(h;(z)) bedziemy wykorzysty-
waé ciaglo$é funkeji wykladniczej i wystarczy zbadaé granice w zerze (jedno,
lub odp. -dwustronng) z funkcji h;. Tu hy(z) = Inzsinz = xlnz- 322, Ostatni

czynnik zmierza do 1 -dzieki , pierwsz;iak juz widzielidmy, dazy do zera.
(

Stad I; = €% = 1. Natomiast zapisujac j w postaci limy_,q R—Z =1, dla
y = cosz mamy hy(z) = = ?In (cosz) = 1;23’% — 1 przy @ — 0, dzieki @

5 Pochodna funkcji w punkcie

(Uzupetnienia do wykladu z 17/18 XTI 2009)

5.1 Motywacja, przykltady

Jednym z podstawowych zadan jest opis zmian, pozwalajacy na przyblizone
(lub doktadne) szacowanie ich wielkosci. Mozemy dla uproszczenia przyjaé, ze
zmienna niezalezna t € (a;b) reprezentuje czas, y = y(t) -polozenie jakiego$
punktu na drodze w chwili ¢. Dalej upraszczajac, przyjmijmy, ze punkt porusza
sie po prostej, potozenie jest wspdirzedna punktu na tej proste;j.

Od chwili tg € (a,b) do chwili t; = tg + At uptywa At jednostek czasu (np.
sekund) i dokonuje sie przemieszczenie o Ay := y(t;) —y(to) jednostek dtugosci
(np. metréw). Srednia predkosé przemieszcezenia, oznaczmy ja Voi to wielkodé

Ay
o=y

(tu mierzona w metrach na sekunde). Gdyby byl to ruch ze stala predkoscia,
polozenie, powiedzmy S*(t) w chwili dowolnej ¢ dane byloby wzorem

S*(t) = y(to) + Vor(t — to)

Wykresem funkcji S* jest prosta przechodzaca przez punkty o wspotrzednych
(to;y(to)) oraz (t1;y(t1)), czyli tzw. sieczna wykresu funkcji y w tych dwu punk-
tach. Jej wspolczynnik kierunkowy wynosi V. Jesli jednak predkosé podczas
ruchu nie jest stata, pomiar predkosci éredniej bedzie dawal rézne wyniki w
zaleznosci od potozenia punktu t;.

Predkosé chwilowg V (tg) w punkcie to definiujemy jako granice, o ile ist-
nieje, z predkosci $rednich Vp; na odcinkach (to;t1) przy t1 zmierzajacych do
to, czyli przy At — 0. Przypomnijmy, oznacza to, ze gdy dowolnie zadamy
sobie ,poziom doktadnoéci” € > 0, to ma istnie¢ § > 0 takie, by z nieréwnosci
0 < |to — t1] < & wynikalo, ze predkosé chwilowa Vp; nie rézni si¢ od V(o)
o wiecej, niz € (nalezy do przedzialu (V(tg) — €; V(to) + €). Wszystkie takie
sieczne przechodza przez punkt (to;y(to)), katy ich nachylenia do osi 0t ob-
liczamy jako arctg(Vp1), wiec dzieki ciaglodei funkcji arctg, te katy zmierzaja
do arctg(V (tp)). Granicznym polozeniem siecznych jest wiec prosta o réwna-
niu So(t) = y(to) + V(to)(t — to), zwana styczng do wykresu funkcji y w tym
punkcie (to;y(to)). Jej wspdlezynnikiem kierunkowym jest V(tp). (Zauwazmy,
ze wystarczy rozwazacé wartosci |t; — to| < & dostatecznie mate. Wowezas dzie-
ki otwartosci przedzialu (a;b), punkt t; bedzie nalezal do dziedziny funkcji y
-wystarczy, by § < min{b — to,to — a}.)

Na przyklad, niech ¢ty = 0,a = —1,b = 1 i niech y(t) = 5 + 3t2. Wtedy
Ay =5+ 3t2 — 5, At = t, wiec érednia predkos$é na odcinku (0,¢;), to liczba
Vo1 = % = 3t1, zmierza ona do zera. Dla innego ty bedzie Ay = 5 + 3t% —
5 — 3t = 3(t3 — 3t2) = 3At(t1 + to), wiec po podzieleniu przez At otrzymamy
Vo1 = 3(t1 + to), co zmierza do 6ty przy t1 — to.

Z kolei, gdy y(t) = |t|,to = 0, predkosci Srednie (réwne -1 dla ¢; < 0 oraz
+1 dla t; > 0) nie maja granicy przy t; — 0. Trudno wyobrazié sobie taki ruch
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czastki o niezerowej masie, ale ruch promienia $wiatta (fotonu) odbijajacego sie
od zwierciadla -juz predzej...

Gdy y(t) = Vt,to = 0, predkoéci érednie wynosza (tl_%)2 i zmierzaja do
+oo przy t; — 0. Tu styczna (w zerze) jest prosta pionowa {(0,z2) : z € R}.

Pozostaniemy przy ogélnych funkcjach (zamiast y oznacznych literami f, g, ...).
Wartos$é At = t; —to nazwiemy przyrostem argumentu, za$ Af := f(t1) — f(to)
-przyrostem wartosci funkcji. Ich stosunek nazwiemy ilorazem rdznicowym (w
punktach tg,t1). Mozemy ten iloraz nadal interpretowaé¢ jako wspdlczynnik
kierunkowy siecznej do wykresu funkcji f. Sieczna ta jest prosta przechodzaca
przez punkty (to; f(to)) oraz (t1; f(t1))

Zamiast t; mozemy pisaé tg + At. Wowczas
zamiast At piszemy h. Wtedy %{ = +(f(to+h) — f(to)).

A At)—
af - Lo+ A1) —f(to) Ati Ito) | Czesto

5.2 Definicja pochodnej, rézniczkowalnosé

Zalézmy, ze punkt tg nalezy do wnetrza przedzialu otwartego zawartego w dzie-
dzinie funkcji f. Méwimy, ze f jest rézniczkowalna w punkcie to, (oznaczajac
ten fakt zapisem to € D(f’)), jesli istnieje granica

Pt = pim 101 =St

Granice te nazywamy pochodng funkcji f w punkcie to. Zamiast f’(to) uzywa-
my tez innych oznaczefi dla pochodnej: f'(tg) = 4 f(ty) = %(to)h:to. Jesli
kazdemu z punktéw ¢ € D(f') przypiszemy wartos¢ f’(t), otrzymamy funkcje
f: D(f") — R, zwana funkcjg pochodng z funkcji f, lub krécej: pochodna z f.

Moze si¢ zdarzy¢, ze w punkcie ¢y istnieje tylko granica jednostronna z ilo-
razéw réznicowych. Méwimy wéwcezas o pochodnej lewostronnej (odpowiednio
-prawostronnej) i oznaczamy je symbolami f’ (t9) (odpow. f’ (to)).

Na przyklad, jak juz zauwazylidémy, funkcja pochodna dla modulu jest re-
strykcja funkcji signum do R\ {0}. Tu zamiast pisaé f(t) = |t|, f'(t) = sgn(?)
dla t # 0, wygodniej jest napisaé %(|t|) = sgnt. W punkcie t = 0 granice
jednostronne ilorazéw réznicowych istnieja, lecz sa rézne.

Podobnie, 4 (/t)[¢=t, = ﬁ

Aby sprawdzié¢ ostatnig réwnosé, dzielimy i mnozymy réznice liczb +/t; oraz
Vo przez ich sume. W liczniku dostaniemy (v/#1 — v/%o)(v/t1 + Vo) = t1 — to,
co zredukuje si¢ z mianownikiem ilorazu réznicowego. Tak wigc mamy 3% =
m i te ilorazy réznicowe daza przy t; — to do granicy réwnej ﬁ (Vt>0)-

Pochodne niektérych funkeji elementarnych (funkcje ™, af, sint, cost) moz-
na znalezé bezposrednio z definicji, przy wykorzystaniu odpowiednich prze-
ksztalcen dla réznic wartosci tych funkeji i korzystajac z granic typu , .
Na wykladzie wykazalem, ze (dla n € N) mamy

") =nt"' (a®) =a®lna (sint) =cost, (cost) = —sint.  (13)

Rzecz jasna, pochodna z funkcji stalej jest zawsze (w kazdym punkcie)
réwna zeru.

Dla wyliczenia dalszych pochodnych niezbedne sa pewne ogdlne twierdzenia
i wlasnosci. Najwazniejsze z nich zbierzemy w nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 23 Przypus$émy, Ze funkcje f,g sq rézniczkowalne w punk-
cie ty. wowezas

1. Funkcje te sq ciggle w tg, czyli z rozniczkowalnosci wynika cigglosé.
2. Funkcja f + g jest rézniczkowalna w to oraz (f +g)'(to) = f'(to) +¢'(to)-

3. Funkcja f-g jest rézniczkowalna wto, (fg) (to) = f'(to)g(to)+f(to)g (to).
Wzdr ten (na pochodng iloczynu) nazywany jest wzorem Leibniza.

4. Gdy ponadto g(tg) # 0, to istnieje pochodna ilorazu, przy czym
(i)/ — f'g;fg'_
g g
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Twierdzenie 24 ZloZenie g o f funkcji f rézniczkowalnej w punkcie xq
z funkcjq g rézniczkowalng w punkcie f(xzg) jest rézniczkowalne w punkcie xo,
przy czym (go f) (x0) = ¢'(f(x0)) - f'(z0). (=tzw. ,Regula laricucha”)

Na przyktad, (a*"?) = ¢ Inacost. Funkcja a*™* zmiennej ¢ jest bowiem
zlozeniem funkcji (wewnetrznej) x = sint oraz funkcji y = a® (,zewnetrz-
nej”), wiec pochodna takiego zlozenia, to iloczyn pochodznej funkcji zewnetrz-
nej (liczonej w punkcie sint) i pochodnej funkcji wewnetrznej (w punkcie t).
Podobnie, (Ve* + 22+ 1) = % Ostatni ze wzoréw zawiera si¢ w na-

stepujacym twierdzeniu o rézniczkowaniu funkcji odwrotne;j.

Twierdzenie 25 Gdy funkcja [ jest odwracalna oraz f'(x¢) # 0, to funk-
cja odwrotna: f~1 ma pochodng w punkcie yo := f(xo), przy czym

1 1
Y = e (et 00 = )
V0= 50 V) = 7
Na przyklad, arcsin = (sin|_z z1)~", wigc (arcsinz) = m Ale
dla =1 <2 <1 mamy ¢ := arcsinz € (=5, %) i wéwczas

0 <cost(=+v1-— sin? t), wiec mozemy stosowaé twiewrdzenie otrzymujac
;o 1 1

(arcsinz)’ = = :
\/1 — sin’(arcsin z) V1—a?

Podobnie
(arccosz)’ = __ arctg’s = ——, arcctg'z = S
V1—22 1+ a2’ 1422
Natomiast
, 1 1
(log, ) =

a*%.lnag xlna

Teraz dla dowolnego wyktadnika r € R mozemy sprawdzié¢, ze pochodng
funkcji potegowej o” jest ra” ! (tak, jak w przypadku r € N.) Faktycznie, nasza
funkcja jest zlozeniem 2" = exp(rlnz). Stosujac trzy powyzsze twierdzenia
mozemy wiec znalezé pochodna dla wszystkich funkcji elementarnych.

Mozna ustali¢ pewna klasyfikacje funkcji elementarnych ze wzgledu na ,,sto-
pien skomplikowania”. Najprostsza klase funkcji stanowia wielomiany p (im
wyzszy stopieni, deg(p), tym bardziej wielomian jest skomplikowany). Pochod-
na wielomianu jest nadal wielomianem, za$ deg(p’) = max(deg(p) — 1,0).

Nastepnie mamy klase funkcji, przypisujacych zmiennej x iloraz r(z) =
%, gdzie p,q sa wielomianami, za$ 3z € R : ¢(z) # 0. Dziedzinina r jest
R\ ¢~ 1{0}. Takie funkcje nazywamy funkcjami wymiernymi. Funkcja pochodna
' jest réwniez wymierna, dziedzina r’ nie jest mniejsza, niz dziedzina r. Wynika
to z twierdzenia 23] 4).

Pochodne z funkeji wyktadniczych sa funkcjami wykladniczymi (pomnozo-
nymi przez stale), podobnie jest dla funkeji potegowych.

Pochodne z funkcji trygonometrycznych (sin, cos, tangens, ctg) sa postaci
r(sinx), gdzie r jest funkcja wymierna. (W przypadu pierwszych dwu funkcji,
postaé pochodnej jest jeszcze prostsza).

Natomiast zaréwno pochodne funkcji logarytmicznej, jak i funkcji arc tg ,
arc ctg -sg funkcjami wymiernymi. To ,juproszczenie” spowoduje komplikacje,
gdy odwrécimy procedure i bedziemy szukaé takiej funkcji rézniczkowalnej F,
dla ktorej pochodna jest dana funkcja f. Wéwcezas dla niektérych funkeji wy-
miernych f funkcja F', ktora nazwiemy calkqg nieoznaczong z f nie bedzie juz
wymierna. Do zagadnien tych dojdziemy pod koniec semestru.
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6 Zastosowania twierdzen o wartosci Sredniej
(24 XI 2009)

6.1 Ekstrema lokalne, monotonicznos¢

Méwimy, ze funkcja f : (a,b) — R ma maksimum lokalne w punkcie zg € (a, b),
gdy w pewnym otoczeniu punktu zy wartosci sa mniejsze lub réwne f(xg), czyli
gdy

36 > vae(a7b)|x — :L'ol <d= f(fE) < f(:Eo)

Jesli dodatkowo 0 < |z — o] < § = f(x) < f(x0), méwimy o istotnym maksi-
mum lokalnym w tym punkcie . (Analogicznie definiujemy minimum lokalne.
Zwrdéémy uwage, ze funkcja moze nie mie¢ ekstremum lokalnego), lub moze
mie¢ (nawet nieskonczenie) wiele takich ekstreméw. (np. sin% dla z € (0,1)).
W przypadku maksimum lokalnego ilorazy réznicowe, réwne w maja
licznik nieujemy, wiec sa > 0 dla © € (xg — d,z¢) oraz < 0 dla z € (xg,zg + 9).
Z twierdzenia o zachowaniu stabych nieréwnosci po przejsciu do granicy, ma-
my wowcezas f’ (zg) > 0 oraz f! (xg) < 0, jesli pochodne jednostronne istnie-
ja. (Réwniez w przypadku minimum lokalnego, sgn(f’ (zo)) = —sgn(f’ (zo)).)
Gdy f jest rézniczkowalna w punkcie g, te granice jednostronne musza by¢
réwne pochodnej. Wynika stad bardzo wazne TWIERDZENIE FERMATA:

Twierdzenie 26 Jesli funkcja jest rézniczkowalna w punkcie ekstremum
lokalnego, to pochodna w tym punkcie musi byé réwna zero.

Wiadomo juz, w jakich punktach nalezy szuka¢ ekstremdéw lokalnych. Ale
nie jest to warunek wystarczajacy -np. funkcja f(t) = t* spelnia w punkcie
to = 0 warunek f’(0) = 0, lecz w 0 nie ma ekstremum lokalnego -w kazdym
otoczeniu przyjmuje zaréwno wartosci silnie wieksze od f(0) =0, jak i < 0.

Twierdzenie 27 (ROLLE’A) Jesli f : [a,b] — R jest ciggla w przedziale
domknietym [a, b] i rézniczkowalna w przedziale (a,b), to z réwnosci f(a) = f(b)
wynika istnienie punktu xg € (a,b), w ktérym f'(xo) = 0.

(Dowéd wynika z dwu twierdzen: z tw. Weierstrassa ( funkcja osig-
ga w [a,b] zar6wno maksimum jak i minimum. Jesli f nie jest stala, to albo
wartos¢ najwieksza, albo najmniejsza osiagnieta jest w punkcie wewnetrznym
przedziatu. Teza wyniknie z tw. Rolle’a.)

Twierdzenie 28 (LAGRANGE’A) Jesli f : [a,b] — R jest ciggla w prze-
dziale domknietym [a,b] i rézniczkowalna w przedziale (a,b), to istnieje punkt
zo € (a,b), w ktérym f'(x¢) = W.

Geometrycznie mozemy to wyrazi¢ méwiac, ze styczna w pewnym punkcie
z przedzialu otwartego jest rownolegla do siecznej wykresu f odpowiadajacej
koncom tego przedzialu. Po odjeciu od f funkcji liniowej, ktérej wspdlczyn-
nik kierunkowy jest tym ilorazem réznicowym, otrzymujemy tzw. ,funkcje po-
mocnicza” h(z) = f(z) — W(z — a) spelniajaca wszystkie zalozenia tw.
Rolle’a. Z réwnosci h'(xg) = 0 wynika nasza teza.

Twierdzenie to ma bardzo liczne zastosowania, jest jednym z najwazniej-

szych w rachunku rézniczkowym. Na przyklad, wynika stad nastepujacy

Whniosek 29 Funkcja rézniczkowalna na przedziale otwartym jest: stata
(odpowiednio niemalejgca, nierosngca) wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna
jest: réwna zero (odp. > 0, < 0) w kazdym punkcie tego przedzialu. Natomiast
mamy implikacje: (Vie(ap) f'(t) # 0) = [ jest réznowartosciowa;

(Vee(ap) f/(t) > 0) = f jest silnie rosngca; (analogicznie dla f malejgcych.

Whniosek 30 Jedli f' zmienia znak w punkcie xg, tzn. f'(x¢) = 0 oraz
Tsso(wo — 0 < s < mg <t < xo+0) = sgn(f(s)f'(t)) <0, to f ma istotne
ekstremum lokalne w punkcie xg.

Ostatni warunek oznacza, ze znak f’ w calym przedziale (zg — 6, z¢) jest
staly, rézny od zera i od znaku f’ w calym przedziale (zg,z¢ + 6). Mozna
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nawet wykazac¢, ze pochodna, choé¢ nie musi by¢ ciggla, ma wlasnosé Darboux
osiagania wszystkich wartosci posrednich (por.tw. [20]).

Zobaczmy na przykladzie funkcji f(z) = xel_hz, jak to dziata: Funkcja
jest nieparzysta i ma asymptote poziomg y = 0 w o0, jedynym miejscem
zerowym jest x = 0. Poniewaz f’(z) = (1 —422)e!~ 2 znak drugiej pochodnej
pokrywa sie ze znakiem funkcji y = 1 — 42?2 = (1 — 2x)(1 + 2z) i wynosi 0 w
punktach :I:%7 jest > 0 dokladnie dla % <z < % W punktach :I:% pochodna
zmienia znak. Stad f jest silnie malejaca w kazdym z przedzialéw: (—oo, —1)
oraz (1, +00). W przedziale (— 2, 1) funkcja silnie rosnie. za$ w punkme —1 ma
nie tylko minimum lokalne, ale i warto$¢ najmniejsza. Podobnie, f ( ) > f (t)
dla wszystkich ¢ € R\ {%} (Mozna te¢ metode stosowaé nawet do badania
monotonicznosci ciagéw typu f(n))

Dzieki twierdzeniu Lagrange’a mozemy tez oceniaé¢ btad obliczen przyblizo-
nych. Przypusémy, ze warto$¢ = jest podana z doktadnoscia do 2—17 Jak wplynie
to na odezyt wartosci funkeji f(x) -na przyktad dla f(z) = 55 + 3arctgz? Fak-
tyczna wartoscig jest wie;c nie z, lecz x + h. gdzie h reprezentuje blad ,danych
wejsciowych”. Tu |h| < 5=. Z twierdzenia Lagrange’a, istnieje punkt (lezacy po-
miedzy punktami z oraz x—l—h czyli punkt postaci x+60h dla pewnego 6 € (0, 1)

taki, ze f'(x + 0h) = LEFNZI@) giaq

|f(x+h)— f(z)] <|h|- sup [f'(z+0Oh) (14)
0€(0,1)

Jedli modut pochodnej na odcinku pomiedzy x a x + h nie przekracza stalej
M, to nasz blad wynikowy szacujemy z nieréwnosci |f(z + h) — f(z)| < |h| M.
W naszym przypadku f'(z) = H%’ mozemy wiec przyja¢ M = 3, otrzymamy
blad nie wigkszy od %

6.2 Regula de ’Hospitala

Z pewnego uogdlnienia twierdzenia Lagrange’a wynika metoda (bardzo sku-
tecznal) liczenia granic w przypadku symboli nieoznaczonych:

Twierdzenie 31 (REGULA DE L'HOSPITALA) Jesli lim f(x) = lim g(x) €
r—xo r—Xo

{0, —00, +00} oraz 5500 < |z — x| < § = ¢'(x) # 0, to z istnienia granicy
!
a = lim (@) (tu o € R) wynika, ze istnieje granica lim @ = «a. Analo-
LN A2 o)

giczna teza zachodzi dla granic jednostronmych i dla granic przy r — —oo lub
przy x — +00 .
Trzeba koniecznie podkredli¢, ze nie mozna tej reguly stosowaé dla granic

Wlaéciwych (np. dla 29 = 0, f(z) = z + 3,g9(x) =  + 5 iloraz g zmierza przy

r— 0do 2 g, iloraz pochodnych jest réwny stale 1. Réwniez nie ma implikacji

!

odwrotnej: z istnienia granicy gy W danym punkcie nie wynika istnienie granicy

ilorazu pochodnych (np. dla zg = 0, f(z) = zsin 1, g(x = /|z| . Dla granic w
+o00 mamy limg, 4 % = 1, podczas gdy granica 110razu pochodnych nie
istnieje). Jest jeszcze jedno, ,etyczne” ograniczenie: reguly de I'Hospitala nie
powinnismy stosowaé do granic, ktore stuzyly nam do wykazania rézniczkowal-
noéci funkcji elementarnych: sinus oraz funkcji wykladniczej, czyli do granic w
zerze z ilorazéw typu: %, a ;1, ln(ljm)

Gdy mianownik jest réwny x — a, za$ licznik zmierza do zera przy = — a,
przejscie do pochodnych bardzo upraszcza znajdywanie granic -pozostaje zna-
lezé granice pochodnej licznika. Gdy w mianowniku mamy (x — a)?, po jedno-
krotnym zastosowaniu reguly otrzymamy na ogél znéw symbol nieoznaczony
typu %, wéwcezas mozemy procedure powtorzy¢. Liczymy wiec ,pochodng z po-
chodnej” -czyli tzw. pochodna drugiego rzedu. Warto sprawdzié, jak dziata to
w przypadku liczenia lim,_,o 2=5932 . Pochondne wyzszych rzedéw oméwimy w
nastepnym wyktadzie.

Inne wyrazenia nieoznaczone mozna sprowadzi¢ do wyraZen typu wystepu-
jacego w regule de I'Hospitala. Na przyktad, 0-oco = >, Gdy f(z )9(’" jest
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typu 1°°, mozemy przeksztalci¢ f9 = exp(ln f - g) -gdzie wykladnik jest juz
typu 0 - co. Podobnie przeksztalcamy wyrazenia typu 0. Natomiast co — oo
przeksztalcamy do postaci % piszac f — g = % - g—}l = %. Ostatnie
wyrazenie jest juz typu %. Na wyktadzie pokazalem, jak stosujac regule de
I’Hospitala znalezé granice typu:

2
z°—1 .
. arctgly 1 . i, sinz i k
lim —="= lim(6—z)*>5, lim ze=, lim ( ) * lim
x—1 r—1 r—5 r—0t r—0+ X r—+00 X

(Inz)

7 Pochodne rzedu n, wielomian Taylora

Juz stosujac regute de I'Hospitala spotykamy sie niejednokrotnie z potrzeba
jej ponownego uzycia. W wielu zagadnieniach wazna role odgrywa pochod-
na z funkcji pochodnej, czyli pochodna drugiego rzedu z funkeji f (zmiennej
x), oznaczana symbolem f” lub j—; f. Przykladem moze byé przyspieszenie
-pochodna z predkosci chwilowej. Z pewnych wzgledéw wygodnie jest zdefinio-
waé pochodng rzedu zero, oznaczang f(©) jako sama funkcje f. Pochodna rzedu
pierwszego -zamiast f’ bedziemy oznaczaé symbolem f() lub % f-

Definicja 5 Pochodng rzedu n € NU {0} definiujemy rekurencyjnie, jako
réwng f w przypadku n = 0 oraz jako pochodng z funkcji f=1, gdy n € N.
Zapisujgc symbolicznie, f™ = (f=1Y  cayli %f = %(% ).

Podobnie, jak w przypadku n = 1, czyli ,zwyklej pochodnej” -najpierw
okreslamy ja w jednym konkretnym punkcie, by pdzniej rozwazaé ja jako funk-
cje przypisujaca punktowi xy wartosé pochodnej rzedu n w tym punkcie.

Zaréwno funkcja f, jak i jej pochodne rzedéw 1,2, ...n—1 musza istnieé (byé
okreslone) w pewnym otoczeniu tego punktu. Wyjatek stanowia krafice prze-
dziatu bedacego dziedzina f -tam rozwazamy jedynie pochodne jednostronne.
Jesli pochodne rzedu n dla funkcji f sa ciaglte w przedziale (a,b), to méwimy,
ze ta funkcja jest klasy C™ w tym przedziale, co zapisujemy symbolicznie w po-
staci: f € C™(a,b). Analogicznie, f € C"[a,b] oznacza, ze f € C"(a,b), zas w
krancach przedziatu n-te pochodne jednostronne istnieja i sa réwne granicom:
prawostronnej -w punkcie a (odp. lewostronnej -w b) z n- tych pochodnych
f@(x) przy  — at (odpowiednio przy x — b~). Jesli pochodne dowolnych
stopni istnieja w (a,b), to méwimy, ze f jest klasy C*°, zapis: f € C*(a,b).
Wiekszo$é funkcji elementarnych jest klasy C°° na swoich naturalnych dzie-
dzinach. Funkcja f(z) = z%sgn(z) ma pierwsza pochodng réwna |z|. wiec jest
klasy C' w zbiorze R, choé nie jest klasy C2, bo nie ma drugiej pochodnej w
zerze.

Wzory na pochodne n-tego rzedu maja prosta postaé jedynie w paru przy-
padkach. Za kazdym razem dowodzimy je metoda indukcji. Oto ,niezbedny
zestaw”:

(f+9)™ = f™ 4+ g™ (cf)™ =cf™, gdyc = stala, (15)

N n n .
(F9)™ =3 (k) F®gt=h, (16)
k=0
(a®)™ = (log, z)"a®, (sinz)™ = sin(x + ng), (cos )™ = cos(x + ng), (17)

k!

k() _
N

zF7" dla k> n oraz (:ck)(n) =0 dla k <n,k e N. (18)

Zauwazmy, ze w ostatnim wzorze ﬁ =k(k—1)---(k+1—n).

Whiosek 32 Wartosé n-tej pochodnej z funkcji (x — x9)* w punkcie xg
jest, w szczegdlnodci, réwna k! dla k = n oraz réwna zero dla k # n.

Pochodna dowolnego rzedu z funkcji wykladniczej e* jest ta sama funk-
cja. Pochodna rzedu n z wielomianu w(z) jest nadal wielomianem (ale stopnia
nizszego o n). Mozna wykazaé (korzystajac jedynie z twierdzenia Lagrange’a
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28)), ze pochodna rzedu n z funkcji jest wtedy i tylko wtedy stale réwna 0, gdy
funkcja ta jest wielomianem stopnia mniejszego od n.

7 wniosku |32 wynika, ze dla ustalonego n oraz punktu xy mozna dla danej
funkcji f dobra¢ dokladnie jeden wielomian w stopnia co najwyzej n taki, ze

F(z0) = wzo). f'(x0) = w'{xo). ..., ) (wo) = wl (ao). Wystarezy prayijaé
w(e) = 32 2 f O (o) — o)
k=0

Ten wielomian nazywamy wielomianem Taylora rzedu n dla funkcji f w
punkcie xg. Bedziemy oznaczaé go symbolem T, .., f. Tak wiec (Th 0, f)(z) =
Soreo 2 f % (zo)(z — zo)*. Trzeba podkreslié, ze nie musi to byé wielomian
stopnia n. Na przyklad, gdy xo = 0, to (Ts,0sin)(x) = (T50sin)(z) = — %? +
%, gdyz sin(0) = sin”(0) = sin® (0) = sin(®(0) = 0, zas sin*+H(0) = (=1)*
dla k=0,1,2,.... Podobnie, (T5cos)(z) = (Ty,cos)(z) =1 — "’g—? + %.

Szczegdlnie prosto jest w punkcie 0 dla funkcji exp : R 3 2 — e € R. Tutaj
(T 0exp)(z) = 1+x+%?—|—...—|—zn—?.

Dla funkcji logarytmicznej najlepiej jest przyjaé¢ xop = 1. Mamy

_ g — 1)k
(TopIn)(z) = (-1 —
k=1
Gdy zamiast 0 przyja¢ dowolng warto$¢ a € R, to
sin a
2!

sin(a + %F)

n!

(Th,osin)(z) = sina+ (z—a) cosa— (r—a)?+...+ (x—a)™.
Pytanie, co stanie si¢ po przejéciu do granicy przy n — oo, jest bardzo trudne,
lecz ma donioste znaczenie w zastosowaniach teorii funkcji. Zmierzymy sig¢ z tym
problemem w nastepnym semestrze. Teraz rozstrzygniemy inne, nieco prostsze
zagadnienie (zalezno$¢ od x przy ustalonym n réznicy f —T, ., f, zwanej resztq
we wzorze Taylora).

Twierdzenie 33 (WzZOR TAYLORA Z RESZTA POSTACI LAGRANGE’A)
Gdy f € C"[xo,z0 + h] oraz f™FV) istnieje we wszystkich punktach odcinka
otwartego (xo,x0+h) = {xog+th: 0 <t < 1}, to istnieje pewien punkt xo+ 6h,
gdzie 0 € (0,1) taki, ze

f(@o+h) = (T ao f) (@0 + ) = £ (2o + )AL

(n+1)!

Wyrazenie po lewej stronie ostatniej rownosci nazywa sie resztq we wzorze Tay-
lora z n-tg pochodng. Innymi stowy,

" (n)
flxo +h) = f(xo) + f'(x0)h + %iﬂ +...+ fT(,xO)h” +R,
gdzie reszta R = ﬁf(”“‘l)(xo + Oh)h L,

Reszta wyglada prawie jak nastepny (n+ 1-szy) wyraz wielomianu Taylora z
ta réznica, ze pochodna rzedu n+ 1 zamiast w punkcie xg, brana jest w punkcie
posrednim pomiedzy xg oraz xg+ h. Czesto zamiast xg + h piszemy z, wéwczas
w miejsce h musimy wstawi¢ przyrost: T — xg.

Inng waznag wla snosé reszty R odkryl matematyk wloski, Giuseppe Peano:
Wykazal on (przy jedynym zalozeniu: f € C™[xg,xq + h]), ze

lim L =0.
a—wo (X — o)™

Zauwazmy, ze R, to funkcja zmiennej x, przy czym wszystkie jej pochodne
R¥)(20) rzedu k = 0,1,...,n sa w punkcie 2o réwne zero. Wystarczy wykazaé,
ze teza twierdzenia Peana zachodzi dla tego typu funkcji R. Funkcja R’ ma
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zerowe pochodne rzedu k < n — 1. Gdy dowodzimy twierdzenia Peana metoda
indukcji wzgledem n dla n = 1 wystarczy skorzystaé¢ z definicji pochodne;j.
Natomiast wykonujac krok indukeyjny (,n — 1 — n”), korzystamy z reguly
de I'Hospitala. Badana granica jest symbolem typu g. Pochodna z (x — xg)"
jest réwna n(x — x20)" !, za§ R’ spelnia warunki hipotezy rekurencyjnej, stad
wynika nasze twierdzenie.

Zastosujmy to twierdzenie do badania ekstreméw lokalnych. Przypusémy,
ze funkcja klasy C? w otoczeniu z( spetnia w punkcie zy warunek konieczny
dla istnienia ekstremum lokalnego, czyli warunek: f'(xq) = 0. Jesli f”(xo) # 0,
to wykazemy, ze f ma ekstremum lokalne, przy czym jest to istotne minimum
lokalne, gdy f”(z¢) > 0 (maksimum, gdy f”(z¢) < 0). Faktycznie, wzér Taylora
z druga rézniczka ma tu postaé f(z) = f(zo)+ o f" (o) (x—20)*+g(z)(x—20)?,
gdzie g(z) = ﬁ, wiee g(z) — 0 przy & — x. Stad

F(a) — Flaxo) = (2 20)? [ 1" (o) + (x)].
Wyrazenie w nawiasie kwadratowym zmierza do % " (zg), wiec z twierdzenia o
zachowaniu nieréwnosci (TW s7 dla pewnego d > 0 znak tego wyrazenia
dla 0 < |z — 29| < § jest taki sam, jak znak f”(xg). Dla takich z jest tez
(x — 20)? > 0, stad jest to tez taki sam znak, jak znak réznicy f(x) — f(zo)-
Mamy wiec odpowiednie ekstremum lokalne.

Gdy f'(z0) =...= f™ VY (20) =0, zas$ f™ (x0) # 0, analogiczne rozwiniecie dla
f(x) — f(xo) (w nawiasie kwadratowym %f(m(mo) + g(z),~czynnik stalego znaku a
przed nim (x — xo)") pokazuje, ze gdy n jest parzyste, istnieje ekstremum lokalne
(minimum, gdy f (x0) > 0), za$ nie ma ekstremum, gdy n jest liczba nieparzysta.

8 Funkcje wypukle i wkleste

Na koniec poznajmy zastosowanie drugiej pochodnej do badania wypuktosci
funkcji. Bedziemy tu rozwazaé jedynie funkcje okreslone na przedziatach. Za-
uwazmy, ze zbiér D C R jest przedzialem , gdy dla dowolnej pary punktéw
a,b € D réwniez caly odcinek o koncach a, b, czyli zbiér {a+t(b—a) : t € [0,1]}
zawiera sie w zbiorze D. Gdy cieciwa laczaca punkty na wykresie funkcji
f: D — R lezy nad wykresem, to méwimy, ze funkcja ta jest wypukta. Odpo-
wiada to nieréwnoéciom:

fla) +t(f(b) — f(a)) > fla+t(b—a)) Va,be D, t e (0,1). (19)

Jesli nieréwnosci sg ostre, mowimy o funkcji scisle wypuklej. Gdy —f jest
wypukla, to méwimy, ze f jest wklesta. Kierunki moga si¢ myli¢, wiec zapa-
mietajmy: funkcja exp jest wypukla. Mamy bowiem nastepujace kryterium.

Twierdzenie 34 Funkcja rézniczkowalna jest wypukta wtedy  tylko wte-
dy, gdy jej pochodna jest niemalejgca. Gdy istnieje druga pochodna, to warunek
ten jest réwnowazny jej niewjemnodci. Gdy f"(x) > 0 dla x € D, to [ jest
Scisle wypuklg w zbiorze D.

Jedyne funkcje, ktére sa réwnoczesnie wypukle i wkleste, to wielomiany
stopnia < 1, czyli funkcje postaci f(z) = Az + B. Wtedy bowiem wykres
pokrywa sie (na przedzialach typu [a, b]) z kazda jego sieczna.

Warunek Mozna zapisa¢ rownowaznie jako pewng nieréwnos¢ dla ilora-
z6w réznicowych. Niech xg = a < b = x1, 3 1= x¢ + t(x1 — x0) oraz y; = f(x)
dla 0 < t < 1. Wtedy jest nieréwnoscia: yo + t(y1 — yo) > yi, czyli
t(y1 —yo) = Y+ — Yo Mozemy te nieréwnosé podzieli¢ stronami przez t(z1 — xo)
(=xt — 20), gdy 0 < t < 1, otrzymujac nieréwnosé dla ilorazéw réznicowych:

Yr—Y% Yt — Yo
= ’
Tr1 — o Tt — X

(20)
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poniewaz z; — xg = xo + t(x1 — xo9) — xo. Jesli oznaczyé I, = gs:'g“éj, to l)
s L

moéwi, ze Iy 1 > I 0. Stad wnioskujemy, ze w taka nier6wnos¢ jest réwnowazna

nieréwnosci

Iih > Ipg. (21)

W tym celu wystarczy zauwazy¢, ze tly, + (1 — ¢)I,1 = Io1, wiec zawsze Iy
lezy na osi liczbowej pomiedzy Iy, oraz I; 1. Gdy f” > 0, to f’ jest niemalejaca,
za$ z twierdzenia Lagrange’a istnieja s, r takie, ze 0 < s <t <r < loraz Ip; =
[ (xs), It1 = f'(z,). Z zalozenia f” > 0 wynikaja zatem nieréwnosci oraz
(119), czyli wypuktosé. Implikacje w druga strone mozna wykazaé¢ pamietajac,
ze pochodna jest granicg ilorazéw réznicowych, a stabe nieréwnosci zachowuja
sie przy przejsciu do granicy. Tu poréwnywaé bedziemy ilorazy réznicowe na na
ogdét roztacznych przedziatach, czyli I, 4, oraz I, +,, gdzie s1 < 1 < s9 < ta.
Ale te wynikaja z wypuklosci (réwnowaznej ), gdyz mozemy kazdy z tych
ilorazéw réznicowych poréwnacé z Iy, s,.

Ze wspomnianej monotonicznoéci ilorazéow réznicowych mozna tatwo wy-
wnioskowaé, ze wartodci tych ilorazow sa wspdlnie ograniczone na przedzia-
lach o koncach a,b zawartych w dziedzinie («, ) funkcji wypuklej f, o ile

a+e<a<b<f—e¢ aponewaz |f(b) — f(a)] = |b— aH%g(a”, wynika

stad cigglo$é¢ funkceji wypuklych w punktach wewnetrznych dziedziny.

9 Badanie przebiegu funkcji

Jedli mamy wzoér zadajacy jakas funkcje, chcemy wywnioskowaé¢ pewne jej wla-
snodci, okreslié jej ,punkty charakterystyczne” i (przynajmniej w pewnym przy-
blizeniu) naszkicowaé wykres. Przechodzac przez kolejne punkty ponizszej pro-
cedury bedziemy w stanie zgromadzi¢ (np. w formie tabelki) potrzebne w tym
celu dane. Kolejno$¢ postepowania jest nastepujaca:

e OkreSlamy dziedzine D(f) badanej funkeji f;

o Jesli dziedzina jest symetryczna wzgledem zera, sprawdzamy, czy przy-
padkiem funkcja nie jest parzysta, badz nieparzysta,;

e W przypadku, gdy do dziedziny naleza punkty z otoczenia jednostronnego
danego punktu zg ¢ D(F'), badamy granice (lewo- / prawostronne) w tym
punkcie. Dotyczy to réwniez punktow zg = £o0o;

e Tym samym badamy istnienie asymptot pionowych (={(z,y) € R? : o =
Zo,y € R}) w punktach z¢ € R oraz asymptot poziomych gdy xg = f00;

o Jedli istnieje limy 400 @ = A € R, badamy, czy istnieje asymptota
ukos$na (o réwnaniu y = Az + B). Wtedy B = lim, 1 f(z) — Az. Po-
dobnie -w —oo. Nasz wykres bedzie nieograniczenie bliski linii asymptoty
w ,,poblizu xy”;

e Na ogdl funkcja jest ciagla na swej dziedzinie -w przeciwnym przypadku
okreslamy jej punkty nieciaglosci i ich charakter (skokowe/usuwalne/II
typu);

e Wyznaczamy miejsca zerowe (i znak funkcji w odpowiednich przedzia-
tach);

e Znajdujemy pochodna (podajac jej dziedzine i wzdr);

e Okreslamy miejsca zerowe pochodnej i jej znak, co na ogdt daje informacje
o ekstremach lokalnych funkcji i o jej przedzialach monotonicznoéci;

e Obliczamy druga pochodna (podajac jej dziedzine i wzdr);

e OkreSlamy, na jakich przedziatach funkcja jest wypukta (odp. wklesta),
znajdujac ewentualne punkty przegiecia;
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e Sporzadzamy tabelke, umieszczajac na jej ”poziomej osi” -czyli w pierw-
szym wierszu -punkty charakterystyczne. Sa to (zaczynajac od —oo, w
porzadku rosnacym) krance dziedziny, czy ogdélniej, punkty spoza dzie-
dziny, bedace krancami przedzialéw tworzacych dziedzine, miejsca zerowe
funkeji 1 jej pochodnych: f/, f”. W kolejnych wierszach zamieszczamy
symbole +,—,0 odpowiadajace znakowi f, f’, f”/ W przypadku znaku
+ dla f’ mozemy zaznaczy¢ uko$ng strzalke w prawo w goére -na da-
nym przedziale f rosnie; W analogicznej sytuacji dla drugiej pochodnej
-zaznaczamy, czy wypuklosé jest zwrdcona ku gorze (f” < 0, wklestosé
f), czy ku dolowi -rysujac (z uwzglednieniem monotonicznosci) kawatki
tukéw. One dadzg juz przyblizony przebieg wykresu f; Uwzgledniajac na
osi wspomniane punkty charakterystyczne (i wartosci f w tych punktach),
rysujemy przyblizony wykres funkcji.

Przyklady podalem na wykladzie. (Niestety, procedura ta bywa do$¢ praco-
chtonna, czaami warto skorzysta¢ z programéw komputerowych tworzacych
wykresy. Najbardziej precyzyjny i rozbudowany program ”Mathematica” na
stronie internetowej http://functions.wolfram.com/ podaje wykresy setek funk-
cji, ale jak funkcji zmiennej zespolonej, sa to wiec wykresy tréjwymiarowe (np.
rozdzielane na osobne wykresy czesci rzeczywistj i zespolonej), mozna jednak
uzyskaé tam réwnez ich zawezenia do osi rzeczywistej.

10 Funkcje pierwotne, catka nieoznaczona

Rachunek catkowy jest jednym z podstawowych narzedzi dla zastosowan ma-
tematyki, jego geneza (w pracach Barrowa, Newtona i Leibniza) (http://www-
history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Biographies/Barrow.html, http://www-
history.mcs.st-and.ac.uk /Biographies/Newton.html, http: //www-history.mcs.st-
and.ac.uk/Biographies/Leibniz.html ) zwiazana byla z tworzeniem opisu ilo-
Sciowego zjawisk fizycznych, na przyktad, z rozwiazywaniem réwnan opisuja-
cych ruch. Badania zwigzane z rozwojem rachunku catkowego dostarczalty prze-
tomowych odkryé w matematyce i ich zastosowan przez niemal 400 lat. Zanim
przejdziemy do ciekawych z praktycznego punktu widzenia zagadnien (caltka
oznaczona, miara), poznamy podstawowe pojecia umozliwiajace znajdywanie
takich calek -a mianowicie pojecie funkcji pierwotnej i calki nieoznaczone;j.

Definicja 6 Funkcje F : D — R nazwiemy funkcjg pierwotng dla funkcji

f w zbiorze D C D(f), jesli F ma w kazdym punkcie tego zbioru pochodng,
pray czym

F'(z) = f(z) Vx € D. (22)

Calkg nieoznaczong z funkcji f nazywamy zbior wszystkich funkcji pierwotnych
(okredlonych na naturalnej dziedzinie funkcji f), oznaczany symbolem

/f(m) dz.

Jedli f ma w przedziale D funkcje pierwotna, to (jako pochodna tej funk-
¢ji) musi ona spelnia¢ pewne warunki -na przyklad osiagaé¢ wszystkie wartosci
posrednie (Tw. Darboux), wiec nie kazda funkcja moze mieé funkcje pierwot-
na. Jako ¢wiczenie proponuje bezposrednio sprawdzié, ze funkcja, réwna -1 dla
x < 0 oraz +1 dla = > 0 nie ma funkcji pierwotnej w zadnym otoczeniu zera.

Tym niemniej, wkrotce zobaczymy, ze kazda funkcja ciagta na przedziale ma
w tym przedziale pierwotna. Jedynie takie funkcje beda nas interesowaé¢ w dal-
szym ciagu, wiec ,z istnieniem nie ma problemu”. Gorzej -z jednoznacznoscia.
Mamy bowiem nastepujacy rezultat:

Twierdzenie 35 (i) Gdy F jest funkcjg pierwotng dla f, za$ C- dowolng
stalg, to F + C' tez jest funkcjg pierwotng dla f.
(i) Na odwrdt, gdy F oraz G sq funkcjami pierwotnymi dla tej samej funkcji

32



w zbiorze D, to ich réznica jest stata ma kazdym przedziale zawartym w tym
zbiorze D. (Mdéwimy wowczas, ze F' — G jest lokalnie stala w zbiorze D.)

Zazwyczaj teze (i) wypowiadamy: ,funkcje pierwotne dla danej funkcji réz-
nig sie o stalg”. Dla funkcji & = F — G stosujemy wzor na pochodng réznicy,
stad (F— @)’ = 0. Ale nalezy pamigtad, ze z zerowania si¢ pochodnej funkcji ®
wynika jej stalo$é jedynie na przedziatach (tw. Lagrange’a). Na przyklad, dla
funkcji signum pierwotnymi w zbiorze R \ {0} sa zaréwno funkcje F'(z) = ||,
jak i G(x) = |z|+sgn(z) -rézniace si¢ wlasnie o sgn(z). Gdy F spelnia warunek
, uzywamy zapisu

/f(a:)dx:F(ac)—i—C,

gdzie C' nazywana ,stala catkowania” oznacza zbiér wszystkich mozliwych sta-
lych (a $cislej, funkeji lokalnie statych) na dziedzinie f. W dalszym ciagu sto-
wo ,lokalnie” opuszczamy, pamietajac, jak nalezy rozumieé stalte w przypadku
dziedziny bedacej np. sumg pewnej ilosci przedzialéw otwartych parami roz-
tacznych.
Zauwazmy na wstepie bardzo wazng wlasnosé, ktéra mozemy okredli¢ jako
Liniowo$¢ calki nieoznaczonej:

Jt@+g@nis= [ f@det [g@dn, [as@)=a [ 1@

Sa to bezposrednie wnioski z liniowosci catki. Tu « oznacza stala i odpowied-
nia réwno$¢ méwi, ze ,stalg mozna wylgczyé przed znak catki’. Nalezy tylko
podkresli¢, ze suma calek rozumiana jest jako suma algebraiczna 2 zbioréw,

A+B:={a+b:ac Abec B}

-tym razem sa to zbiory funkcji, zas dla A = {F + C; : Cy —stala}, B =
{G + Cy : Cy —stala}, mozemy (traktujac C; + Cs jako nowa stala) zapisaé
w tym przypadku A+ B = {F + G + C : C —stala}. Aby nadaé dzialaniom
dodawania i mnozenia przez stala precyzyjny sens, mozna odwotac sie do po-
jecia przestrzeni ilorazowej (zbioru klas abstrakcji wzgledem relacji réwnosci
funkcji z dokladnoscia do skladnika stalego). Jesli wyjdziemy od przestrzeni
(wektorowej) funkeji rézniczkowalnych w przedziale D, otrzymamy strukture
przestrzeni wektorowej na zbiorze wspomnianych klas abstrakcji. Na szczescie,
nie bedziemy musieli korzysta¢ z tak zaawansowanych pojeé, ograniczymy sie
do formalnych dzialan na statych.

Naszym punktem wyjscia bedzie znajomo$¢ podstawowych 9 pochodnych z
funkeji elementarnych, ktére (po ewentualnym wykorzystaniu liniowosci) pro-
wadza do listy podstawowych catek :

/tﬂdt - ﬁtw +C, gdy BeR\ {1}, /t—ldt =Int| +C,

/azdx: ¢ +C, gdy a € (0,1) U (1, +00),
Ina

/sinxdmz—cosx—&—C’, /cosxdm:sinx—i—C,

1 1
/ﬁdfi&l‘CSiHI‘FC, /mdx:arctgx+0,

1 1
/ s dr =tgz +C, / —— dz = —ctgz + C.
cos? sin”

Do dyspozycji mamy ponadto dwa wzory wynikajace bezposrednio z zasad
rézniczkowania iloczynu (pozypomnijmy, (FG) = F'G + FG') oraz funkcji
zlozonej: L F(¢(x)) = F'(¢(z))¢' (). Sa to nastepujace zasady:
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Twierdzenie 36 ZASADA CALKOWANIA PRZEZ CZESCI:
/ F'(2)G(x) do = F(2)G(z) — / F(2)C (z) da
ZASADA CALKOWANIA PRZEZ PODSTAWIENIE:
[ 0t (a)da = o) + €. gdsie F(o)+C = [ 1) dy

7 pierwszej zasady korzystamy, gdy pod calka mamy iloczyn dwu funkcji,
powiedzmy u(z)g(x) takich, ze po pierwsze potrafimy znalezé catke F(z) =
Ju(z)dz, a po drugie, bedziemy w stanie znalez¢ (lub dalej przeksztalcié)
catke z iloczynu F(z)g'(x).

Na przyklad, w calce [ ze® do mozemy z latwoscia znalezé calki z czynni-
kow: [e* =e”+C, [wdx = 2?4+ C. Ktéra z tych calek powinnismy przyjaé
jako F'? Sprébujmy na 2 sposoby: F'(x) = e*,G(z) = z, to caltkujac przez
czeScl, mamy [ze®dr = ze® — [ F(2)G'(z)dx = ze® — e*, gdyz G'(z) = 1.
Drugi sposéb bedzie mniej skuteczny -przyjmujac F’'(z) = x, G(x) = e* mamy
[ze*dz = FG— [ FG'dx = $2%e” — [ 122e” -zupelna porazka, gdyz wyklad-
nik potegi x zwieksza sie¢ o 1. Widzimy, ze podobna metode (z F'(z) = €%)
mozemy stosowaé przy liczeniu calek typu [ z"e” dz, gdzie n € N -tym razem
catkujac przez czesci jedynie obnizymy wyktadnik o 1, otrzymujac do wylicze-
nia catke z nz"'e®. Do niej ponownie mozna stosowaé analogiczne catkowanie
przez czeei (itd., az dostaniemy [ 2%¢” dz pomnozone przez pewna stala).

Z odmienna sytuacja mamy do czynienia dla calki typu J(z) := [ e*sinz dz.
Przyjmujac, jak poprzednio, F'(x) = e, tym razem dla G(x) = sin(z), otrzy-
mamy J(z) = e” sinz — [ e® cos z dz. To nie koniec, do calki [ e® cosz dx stosu-
jemy znéw metode ,przez czesci”, otrzymujac (dla F'(z) = €*) [e® cosz da =
e”cosx — [ e”(—sinz) dz , wiec uwzgledniajagc minus przed nawiasem, J(z) =
e*sinx — e* cosx — J(x). Wiec znowu to samo J(z) -po prawej stronie réw-
nosci! -ale patrzac dokladnie widzimy, ze to mozna przenies¢ na jedna strone,
otrzymujac konkretny wzoér na 2J(z). Podobnie postepujemy (2-krotnie) w cal-
kach typu J,(z) = [sin" zdz, otrzymujac po prawej stronie wyrazenie typu
f(@) + atp(x) + BJn—2(x), przy czym « # 1. To pozwala wyliczy¢ J,, poprzez
pewna funkeje od J,—_o (tzw. wzér redukeyjny).

Trzeci typ zastosowan calkowania przez czesci polega na obliczaniu calek
typu [ g(x) dx w sytuacji, gdy latwiej jest calkowaé funkcje z¢’(z). Przyjmuje-
my F(x) = x, wiec postugujemy sie tu ,sztuczng jedynka” piszac [ g(x)dx =
[ 1g(x)dx = [ 2'g(x) dz. To dziala np. dla funkeji g(x) = Inz, arctgz, arc sin z.

Liczac ostatnie caltki warto rownocze$nie korzystac¢ z catkowania przez pod-
stawienie. Na przyklad, f:cﬁ dx = %fgb’(x)ﬁ dr = Ing(z) + C dla
¢(x) = 1 + 22 (Zauwazmy, ze modutu nie trzeba uzywaé, gdy ¢ > 0 w calej
dziedzinie.) Caltkujac przez czesci funkcje g(z) = arcsinz uzyjemy podstawie-
nia ¢(z) =1 — 2% dla |z| < 1.

Rozwiazujac zadania z calek oznaczamy na ogét w jakis sposdb nasze pod-
stawienie (np. piszac symbol nowej zmiennej -np. u = ¢(x)). Wowczas musimy
zamiast ¢'(z)dx wpisaé du. Mamy jednak wzér na rézniczke funkeji ¢, a mia-
nowicie, d¢ = ¢'(z)dx , wiec wpisujac oznaczenie rézniczki, okreslamy od razu

nasze podstawienie. Na przyklad, wiedzac, ze d(1—2%) = —2x, mozemy zapisaé
fxﬁ de = —5 [(1— 22)"2d(1 — x2) -to juz liczymy jako calke z funkcji

potegowej o wykladniku g = —%, w wyniku podstawiajac w miejscu zmien-

nej ¢ -nasze 1 — 2?. Czesto (ze wzgledoéw typograficznych), zamiast [ ﬁ dx
wygodniej jest pisa¢ [ %. Tak samo, w liczniku umieszczamy rézniczke pod-
stawienia. Na przyklad, [tgzdr = [ S22 dy = — [ dlcosz)

CoS ™ CcoS T

= —In|cosz| + C.
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