ZADANIE 1. (a) Opisac algebre A generowang przez rodzine Sz wszystkich 3-elemen-
towych podzbioréw zbioru N.
(b) Opisa¢ najmniejsza sigma-algebre 9 C 2N zawierajaca wszystkie zbiory rodziny Ss.

ZADANIE 2. Jesli 2N oznacza zbior naturalnych liczb parzystych, sprawdzi¢, czy
sigma-algebra o{A € S3 : A C 2N} generowana przez 3-elementowe zbiory liczb
parzystych jest rowna

2N U{FU((N\2N): EC2N} ={ACN: AcC2Nlub (N\2N) C 4} ?

ZADANIE 3. Przypomnijmy, ze o{f; : j € J} oznacza o-algebre¢ generowana przez
rodzine funkcji {f; : j € J}, f;j : @ = R, czyli najmniejsza, dla ktorej wszystkie
te funkcje sa mierzalne. W najprostszej sytuacji, #J = 1, za$ f; jest funkcja
prosta. Niech fi(t) =sgn(t), fo(t) = fi(t — 1). Opisa¢ o{fi} oraz o{f1, fo} przy
uzyciu pewnych algebr generowanych przez pewne skonczone rodziny zbioréw (tzn.
podajac uklad zbiorow generujacych, a nie wyliczajac wszystkie zbiory).

ZADANIE 4. Na o-algebrze generowanej przez wszystkie skoficzone podzbiory zbioru
R (jak juz wiemy, to zbiory przeliczalne lub "ko-przeliczalne" -tu traktujemy zb.
skoriczone jako przeliczalne) okreslmy funkcje zbioru v(FE) jako réwna zero, gdy
#E < N oraz rowng 2 , gdy #(R\ E) < Xy. Czy v jest przeliczalnie addytywna
funkcja zbioru?

ZADANIE 5. Gdy p jest miarg na o-algebrze B C 2%, rozwazmy
N:{ECQ :daes B C A, [L(A) :0}

Sprawdzié¢, ze warunek E ~ F < EAF € N okragla relacje réwnowaznoéci w 2.
Jest to relacja zgodna z sumami przeliczalnymi w tym sensie, ze gdy V,E, ~ F},, to

UZO:1 By~ UYOLOZI Ey.
ZADANIE 6. (Przy oznaczeniach poprzedniego zadania) sprawdzié, ze rodzina
(1) E:{ECQiﬂAeBENA}

jest o-algebra. Dla zbiorow E, A jak w (1) mozna wykazaé, ze wzor u(FE) = pu(A)
definiuje miare zupelng. Jest to rozszerzenie p do tzw. miary zupelnej i : B —
[0, +00] (czyli takiej, ze podzbiory zbior6w miary zero sa mierzalne). My otrzymamy
takie rozszerzenie w nieco inny sposob podczas konstrukcji miary Lebesgue’a. Okaze
sie, ze dla E € B istnieje zbiér A typu F, rownowazny z E, czyli taki, ze E ~ A.

Przypomnijmy, ze gdy A jest jakas rodzina zbioréw, to A, oznacza ogot przeliczal-
nych sum postaci A = J,—; A,, A, € A. Jesli F oznacza ogél zbiorow domknigtych
(np. w R™), to zbiory typu Fy, to zbiory z rodziny F, Natomiast A5 oznacza rodzine
utworzong przez przeciecia przeliczalnej ilosci zbiorow z A.

ZADANIE 7. Sprawdzi¢, ze kazdy otwarty podzbior osi rzeczywistej jest typu F,.
(UWAGI: Powtarzanie operacji "sigma-delta" skonczong ilos¢ razy daje silnie ros-
nacy ciag rodzin zbiorow, np. F,s, Fess, @ po rozszerzeniu go (indukcja poza-
skoriczona) az do pierwszej nieprzeliczalnej liczby porzadkowej dostaniemy wszystkie
zbiory borelowskie. W ten sposob dowodzi sie, ze o-algebra zbiorow borelowskich
jest mocy continuum. Wykazanie, ze zbior liczb niewymiernych nie jest typu F,
wymaga uzycia tw. Baire’a, ktore (w szczegolnym przypadku) mowi, ze gdy zbiory
domkniete maja puste wnetrza, to rowniez wnetrze ich przeliczalnej sumy jest puste.
Analogiczna teza zachodzi, gdy zamiast podzbioréw osi liczbowej, rozwazamy ciagi
podzbioréw przestrzeni metrycznych zupetnych.
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