
Zadanie 1. (a) Opisa¢ algebr¦A generowan¡ przez rodzin¦ S3 wszystkich 3-elemen-
towych podzbiorów zbioru N.
(b) Opisa¢ najmniejsz¡ sigma-algebr¦M ⊂ 2N zawieraj¡c¡ wszystkie zbiory rodziny S3.

Zadanie 2. Je±li 2N oznacza zbiór naturalnych liczb parzystych, sprawdzi¢, czy
sigma-algebra σ{A ∈ S3 : A ⊂ 2N} generowana przez 3-elementowe zbiory liczb
parzystych jest równa

22N ∪ {E ∪ (N \ 2N) : E ⊂ 2N} = {A ⊂ N : A ⊂ 2N lub (N \ 2N) ⊂ A} ?

Zadanie 3. Przypomnijmy, »e σ{fj : j ∈ J} oznacza σ-algebr¦ generowan¡ przez
rodzin¦ funkcji {fj : j ∈ J}, fj : Ω → R, czyli najmniejsz¡, dla której wszystkie
te funkcje s¡ mierzalne. W najprostszej sytuacji, #J = 1, za± f1 jest funkcj¡
prost¡. Niech f1(t) =sgn(t), f2(t) = f1(t − 1). Opisa¢ σ{f1} oraz σ{f1, f2} przy
u»yciu pewnych algebr generowanych przez pewne sko«czone rodziny zbiorów (tzn.
podaj¡c ukªad zbiorów generuj¡cych, a nie wyliczaj¡c wszystkie zbiory).

Zadanie 4. Na σ-algebrze generowanej przez wszystkie sko«czone podzbiory zbioru
R (jak ju» wiemy, to zbiory przeliczalne lub "ko-przeliczalne" -tu traktujemy zb.
sko«czone jako przeliczalne) okre±lmy funkcj¦ zbioru ν(E) jako równ¡ zero, gdy
#E ≤ ℵ0 oraz równ¡ 2 , gdy #(R \ E) ≤ ℵ0. Czy ν jest przeliczalnie addytywn¡
funkcj¡ zbioru?

Zadanie 5. Gdy µ jest miar¡ na σ-algebrze B ⊂ 2Ω, rozwa»my

N = {E ⊂ Ω : ∃A∈B E ⊂ A, µ(A) = 0}.
Sprawdzi¢, »e warunek E ∼ F ⇔ E∆F ∈ N okra±la relacj¦ równowa»no±ci w 2Ω.
Jest to relacja zgodna z sumami przeliczalnymi w tym sensie, »e gdy ∀nEn ∼ Fn, to⋃∞
n=1En ∼

⋃∞
n=1 Fn.

Zadanie 6. (Przy oznaczeniach poprzedniego zadania) sprawdzi¢, »e rodzina

(1) B = {E ⊂ Ω : ∃A∈B E ∼ A}
jest σ-algebr¡. Dla zbiorów E,A jak w (1) mo»na wykaza¢, »e wzór µ̄(E) := µ(A)
de�niuje miar¦ zupeªn¡. Jest to rozszerzenie µ do tzw. miary zupeªnej µ̄ : B →
[0,+∞] (czyli takiej, »e podzbiory zbiorów miary zero s¡ mierzalne). My otrzymamy
takie rozszerzenie w nieco inny sposób podczas konstrukcji miary Lebesgue'a. Oka»e
si¦, »e dla E ∈ B istnieje zbiór A typu Fσ równowa»ny z E, czyli taki, »e E ∼ A.

Przypomnijmy, »e gdyA jest jak¡± rodzin¡ zbiorów, toAσ oznacza ogóª przeliczal-
nych sum postaci A =

⋃∞
n=1An, An ∈ A. Je±li F oznacza ogóª zbiorów domkni¦tych

(np. w Rn), to zbiory typu Fσ, to zbiory z rodziny Fσ Natomiast Aδ oznacza rodzin¦
utworzon¡ przez przeci¦cia przeliczalnej ilo±ci zbiorów z A.
Zadanie 7. Sprawdzi¢, »e ka»dy otwarty podzbiór osi rzeczywistej jest typu Fσ.
(UWAGI: Powtarzanie operacji "sigma-delta" sko«czon¡ ilo±¢ razy daje silnie ros-
n¡cy ci¡g rodzin zbiorów, np. Fσδ, Fσδσ, a po rozszerzeniu go (indukcja poza-
sko«czona) a» do pierwszej nieprzeliczalnej liczby porz¡dkowej dostaniemy wszystkie
zbiory borelowskie. W ten sposób dowodzi si¦, »e σ-algebra zbiorów borelowskich
jest mocy continuum. Wykazanie, »e zbiór liczb niewymiernych nie jest typu Fσ
wymaga u»ycia tw. Baire'a, które (w szczególnym przypadku) mówi, »e gdy zbiory
domkni¦te maj¡ puste wn¦trza, to równie» wn¦trze ich przeliczalnej sumy jest puste.
Analogiczna teza zachodzi, gdy zamiast podzbiorów osi liczbowej, rozwa»amy ci¡gi
podzbiorów przestrzeni metrycznych zupeªnych.
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